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AVERTISSEMENT 


L’accueil  bienveillant  fait  à la  première  édition  de  notre 
introduction  a la  scienge  de  l’ingéniecb,  nous  a engagé  à 
en  faire  une  nouvelle  édition  , que  nous  avons  complétée  par 
trop  de  principes,  règles  et  renseignements,  pour  que  nous 
puissions  les  citer;  nous  mentionnerons  seulement  la  sixième 
partie,  qui  est  entièrement  nouvelle,  et  qui  contient  le  levé 
des  plans,  l’arpentage  et  le  nivellement. 

Dans  notre  Aide-Mémoire  des  ingénieurs,  des  archi- 
tectes, etc.,  dont  la  4*  édition  est  sous  presse,  nous  avons 
réuni  toutes  les  règles  à suivre  pour  bien  construire  ; mais  ces 
règles  reposant  sur  d’autres  plus  générales,  plus  précises, 
nous  avons  complété  notre  œuvre,  en  formant  de  ces  der- 
nières un  recueil,  que  nous  publions  sous  le  titre  d’in- 
troduction théorique  et  pratique  à la  science  de  V ingénieur, 
quoiqu’il  s’adresse  également  à toutes  les  personnes  qui 
s’occupent  de  commerce  ou  d’industrie. 

Nous  divisons  notre  Introduction  en  sept  parties,  que  l’on 
peut  considérer  comme  formant  chacune  un  traité  particulier. 
Les  trois  premières  parties  sont:  Y Arithmétique,  l 'Algèbre  et  la 
Géométrie  ; elles  renferment  toutes  les  définitions  et  toutes  les 
règles  relatives  à ces  trois  sciences,  avec  des  applications,  et, 
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en  outre , un  très-grand  nombre  de  renseignements  que  l’on 
ne  trouve  pas  dans  les  ouvrages  élémentaires.  La  quatrième 
partie  est  la  Trigonométrie  rectiligne  ; elle  est  traitée  sous  le 
point  de  vue  théorique  et  pratique , et  elle  contient  une  table 
complète  des  expressions  trigonométriques  naturelles.  La  cin- 
quième partie  est  formée  des  notions  de  géométrie  analytique; 
on  y donne  les  tracés  des  courbes  employées  dans  l’industrie, 
leurs  équations  analytiques , leurs  propriétés  et  leurs  mesures. 
La  sixième  partie  comprend  le  levé  des  plans,  l'arpentage  et  le 
nivellement , avec  la  description  des  instruments,  la  manière 
de  les  régler,  et  les  détails  relatifs  à leur  emploi.  La  mécanique 
forme  la  septième  partie,  qui  se  termine  par  des  notions 
à! hydrostatique  et  d’hydrodynamique;  les  principes  qui  y sont 
développés  suffisent  pour  faire  bien  comprendre  tous  les  ou- 
vrages de  mécanique  pratique. 

Toutes  ces  parties  sont  traitées  d’une  manière  élémentaire , 
mais  aussi  complète  que  possible.  Les  résultats  que  l’on  ne 
peut  déterminer  qu’en  faisant  usage  du  calcul  infinitésimal  ont 
été  énoncés,  dès  qu’ils  sont  susceptibles  de  trouver  leur  emploi 
dans  la  pratique.  Toutes  les  questions  théoriques  ont  été 
appuyées  par  des  applications , afin  de  bien  faire  ressortir 
l’appui  que  -la  théorie  et  la  pratique  se  prêtent  mutuel- 
lement. 

Nous  espérons  que  notre  travail  viendra  en  aide  d’une  ma- 
nière efficace  à la  mémoire  des  ingénieurs  et  architectes , qui 
ont  fait  des  études  spéciales,  et  que  les  ouvriers  laborieux,  les 
géomètres-arpenteurs,  les  conducteurs  de  travaux,  etc.,  y 
apprendront  avec  facilité  toute  la  science  nécessaire  pour 
suivre  leur  carrière  avec  succès.  Les  candidats  aux  places 
d’agent- voyer  et  de  conducteur  des  ponts  et  chaussées  y 
trouveront  réunies  les  matières  sur  lesquelles  porteront  prin- 
cipalement les  examens  qu’ils  ont  à subir.  Les  élèves  qui  se 
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destinent  aux  écoles  spéciales , et  surtout  à l’École  centrale,  y 
puiseront  des  connaissances  qui  les  feront  recevoir  dans  leurs 
examens,  et  qui  les  prépareront  à suivre  leurs  cours  avec 
distinction. 

Les  ouvrages  que  nous  avons  surtout  consultés  pour  faire 
notre  travail  sont  Y Arithmétique  et  la  Géométrie  de  M.  Lionnet, 
et  la  Géométrie  analytique  et  la  Mécanique  de  M.  Belanger. 
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INTRODUCTION 


THÉ08IQOE  ET  PlUTIQDï 

A LA  SCIENCE  DE  L’INGÉNIEUR. 


PREMIERE  PARTIE. 

ARITHMÉTIQUE. 


DéOnltiona  et  principe*  ('). 

1.  On  donne  le  nom  de  grandeur  ou  quantité  à tout  ce  qui  est  sus- 
ceptible d'être  évalué  en  nombre,  par  suite  de  sa  comparaison  A une 
quantité  de  même  espèce  prise  pour  une  unité.  Les  longueurs , que  l’on 
évalue  en  mètres ; les  surfaces,  qui  le  sont  en  mètres  carrés;  les  volumes, 
en  mètres  cubes;  les  poids  et  forces  quelconques,  en  kilogrammes;  les 
valeurs  ou  prix,  en  francs;  les  durées,  en  jours;  les  angles,  en  de- 
grés, etc.,  sont  des  quantités. 

Le  nombre,  l 'espace  et  le  temps  sont  des  quantités  dont  tout  le  monde 
a l’idée,  et  qu'on  ne  définit  pas. 

2.  On  donne  le  nom  de  mathématiques  à la  science  des  grandeurs. 

5.  L'arithmétique  est  la  science  des  nombres. 

4.  La  numération  est  la  partie  de  l’arithmétique  qui  a pour  objet  de 
former  les  nombres,  de  les  exprimer  et  de  les  écrire  d’une  manière 
abrégée.  Elle  se  divise  en  numération  parlée,  qui  a pour  objet  de  for- 
mer et  d’exprimer  les  nombres,  et  en  numération  écrite,  dont  le  but 
est  de  les  écrire  d’une  manière  abrégée  à l’aide  de  signes  particuliers 
appelés  chiffres. 

8.  Le  nombre  un  est  l’unité  de  nombre,  à laquelle  on  a donné  le  nom 
d 'unité  simple  ou  unité  du  premier  ordre;  la  dizaine  est  l’unité  du 
deuxième  ordre;  la  centaine,  celle  du  troisième  ordre;  le  mille,  celle  du 
quatrième;  la  dizaine  de  mille,  celle  du  cinquième,  et  ainsi  de  suite. 

11  est  à remarquer  que  les  unités  d’ordres  successifs  sont  de  dix  en 
dix  fois  plus  grandes  à partir  des  unités  simples. 

(’)  Ca  nombre  placé  entre  parenlbéici  ( ) indique  un  numéro  d’ordre  i consulter. 

I 
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<5.  Vuni/é  simple,  le  mille,  qui  vaut  mille  unités  simples;  le  million, 
qui  vaut  mille  mille;  le  billion  ou  milliard,  qui  vaut  mille  millions;  le 
trillion,  qui  vaut  raille  billions;  le  quatrillion,  le  quinlillion,  etc.;  en 
un  mot,  toutes  les  unités  qui  sont  de  mille  en  mille  fois  plus  grandes 
à partir  des  unités  simples,  prennent  le  nom  d 'unités  principales. 

7.  Pour  écrire  en  chiffres  un  nombre  énoncé,  on  place  successive- 
ment les  uns  à la  suite  des  autres,  à partir  de  la  gauche,  les  chiffres 
qui  représentent  les  nombres  de  centaines,  do  dizaines  et  d'unités  de 
chaque  unité  principale  énoncée,  en  remplaçant  par  des  zéros  les  uni- 
tés qui  manquent  : ainsi  le  nombre  trois  millions  cinquante  mille  sept 
cent  huit  unités  s'écrit  3 050  708. 

On  volt  que  dans  un  nombre  entier  un  chiffre  quelconque  placé  à la 
gauche  d’un  autre  exprime  des  unités  dix  fois  plus  grandes  que  celui- 
ci.  C.’est  cette  convention  qui  a permis  d'écrire  tous  les  nombres  pos- 
sibles à l’aide  de  dix  chiffres  seulement. 

8.  Tout  chiffre  d'un  nombre  a deux  valeurs  : une  absolue  exprimée 
par  sa  forme,  et  une  relative  due  au  rang  qu’il  occupe  ; ainsi,  dans  le 
nombre  58,  le  chiffre  5 a cinq  pour  valeur  absolue,  et  cinq  dizaines  ou 
cinquante  unités  pour  valeur  relative. 

9.  Pour  énoncer  un  nombre  écrit  pij  chiffres,  on  le  sépare,  par  la 
pensée,  par  des  points,  ou  par  des  virgules  qu’il  convient  de  placer  vers 
le  haut  des  chiffres,  en  tranches  de  trois  chiffres  à partir  de  la  droite, 
sauf  à ne  laisser  qu’un  ou  deux  chiffres  à la  dernière  tranche  à gauche; 
puis,  en  commençant  par  la  gauche,  on  exprime  successivement  les 
nombres  de  centaines,  de  dizaines  et  d’unités  de  chaque  tranche,  en 
lui  donnant  le  nom  des  unités  principales  qu’elle  représente  : ainsi  le 
nombre  3505834067  s’énonce  trois  billions  quatre  cent  cinq  millions 
huit  cent  trente-quatre  mille  soixante-sept  unités. 

10.  La  base  d’un  système  de  numération  est  le  nombre  constant 
d’unités  d’un  ordre  quelconque  dont  se  compose  l’unité  de  l’ordre  immé- 
diatement supérieur  (5).  Ainsi  dix  est  la  base  du  système  de  numéra- 
tion adopté;  c’est  pourquoi  on  le  nomme  système  décimal.  Le  nombre 
des  chiffres  qu’on  emploie  dans  un  système  de  numération  est  égal  à la 
base  du  système. 

11.  Numération  des  Bomatns.  Les  Romains  employaient  des  lettres 
pour  représenter  les  nombres.  On  les  imite  encore  quelquefois , surtout 
pour  les  inscriptions  monumentales. 

Les  lettres  employées  sont  : 

I,  V,  X,  L,  C,  D,  et  M. 

Elles  représentent  respectivement  les  nombres  : 

1,  5,  10,  50,  100,  500,  1000. 

Le  nombre  I,  placé  une,  deux  ou  trois  fois  à la  droite  des  nombres  I 
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et  V,  augmente  ces  nombres  de  une,  deux  ou  trois  unités;  et  s’il  est 
écrit  à la  gauche  des  nombres  V et  X,  il  diminue  ces  nombres  d'une 
unité.  Ainsi  les  dix  premiers  nombres  entiers  : 

1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10, 

sont  respectivement  représentés  par  : 

1,  II,  III,  IV,  V,  VI,  VH,  VIII,  IX,  X. 

Le  nombre  X , écrit  une,  deux  ou  trois  fois  à la  droite  des  nombres  X 
et  L,  augmente  ces  nombres  de  une,  deux  ou  trois  dizaines;  et  s’il  est 
écrit  à gauche  de  L ou  de  C,  il  diminue  ces  nombres  d’une  dizaine.  Ainsi 
les  nombres 


10,  20,  30, 

s’écrivent 

40, 

50,  60, 

70, 

80, 

90, 

100, 

X,  XX,  XXX, 

XL, 

L,  LX, 

LXX, 

LXXX, 

XC, 

a 

Pour  écrire  les  nombres  entiers  compris  entre  deux  dizaines  succes- 
sives, il  suffit  d’écrire  les  neuf  premiers  nombres  à la  droite  de  chaque 
dizaine.  Ainsi  les  nombres  13,  34,  56,  97,  s’écrivent  XIII,  XXXIV,  LVI, 
XCVII. 

Le  nombre  C,  placé  à la  suite  de  lui-même  et  du  nombre  D,  ou  avant 
D et  M,  permet  d’écrire  les  dix  premières  centaines  comme  on  a écrit 
les  dix  premières  dizaines; 

Ainsi  les  nombres  : 


100,  200,  300,  400, 

500,  600, 

700,  800, 

900, 

1000, 

s’écrivent  respectivement 

C,  CC,  CCC,  CD, 

D,  DC, 

DCC,  DCCC, 

CM, 

M. 

Les  100  premiers  nombres  écrits  à la  suite  do  chaque  nombre  de  cen- 
taines donnent  tous  les  nombres  entiers  compris  entre  une  centaine 
et  dix  centaines. 

Le  nombre  M,  écrit  une,  deux,  trois  fois  à la  droite  de  lui-môme, 
donne  les  nombres  2 000,  3 000,  4000. 

Pour  écrire  les  nombres  entiers  compris  entre  deux  mille  successifs, 
on  écrit  4 la  droite  de  chaque  nombre  do  mille  les  999  premiers 
nombres. 

Les  conventions  précédentes  permettent  d’écrire  tous  les  nombres 
entiers  inférieurs  à 5 000.  Ainsi  les  nombres  1856  et  4 584  s’écrivent 
MDCCCLVl  et  MMMMDLXXXIV. 

12.  Un  nombre  est  concret  ou  abstrait,  selon  qu’on  a ou  qu'on  n’a 
pas  égard  à la  nature  des  choses  qu’il  représente  : ainsi  lorsqu’on  dit 
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sept  heures,  douse  francs,  7 et  12  sont  des  nombres  concrets  ; mais 
lorsqu'on  dit  sept,  douze , quinze,  vingt,  sans  aucune  indication,  on 
énonce  des  nombres  abstraits. 

15.  Une  opération  est  une  manière  de  composer  ou  de  décomposer 
les  nombres. 

11  y a en  arithmétique  quatre  opérations  que  l’on  appelle  fondamen- 
tales, parce  que  toutes  les  autres  ne  sont  que  des  combinaisons  de 
celles-ci.  Ce  sont  : l'addition,  la  soustraction,  la  multiplication  et  la 
division. 

14.  On  donne  le  nom  de  calcul  à un  ensemble  d’opérations  sur  les 
nombres. 

1 ».  Un  théorème  est  une  vérité  que  l'on  rend  évidente  par  un  raison- 
nement appelé  démonstration. 

16.  Un  axiome  est  une  vérité  évidente  par  elle-même  et  qu'on  admet 
sans  démonstration  v21). 

1 7.  Un  problème  est  une  question  à résoudre  et  dont  on  démontre  la 
solution. 

18.  Le  théorème,  l'axiome  et  le  problème  se  désignent  sous  le  nom 
commun  de  proposition. 

19.  Le  corollaire  est  une  conséquence  immédiate  d'une  ou  de  plu- 
sieurs propositions. 

20.  On  appelle  preuve  d’une  opération,  une  manière  de  vérifier 
l’exactitude  du  résultat  fourni  par  cette  opération. 

21.  Axiomes  d' arithmétique  (16).  1°  Deux  quantités  égales  à une  troi- 
sième sont  égales  entre  elles.  2*  Lorsque  deux  quantités  sont  égales  et 
qu’on  effectue  sur  chacune  d’elles  la  même  opération,  on  obtient  des 
résultats  égaux.  3°  Un  tout  ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on  intervertit 
l’ordre  de  ses  parties. 

22.  Signes  abréviatifs. 

Le  signe  = signifie  égale  ou  égal  à; 
plus; 
moins; 

plus  ou  moins; 
multiplié  par; 
divisé  par; 
plus  grand  que  ; 
plus  petit  que. 

7+8— 6=4x3- ® 

signifie  7 plus  8 moins  6 égale  b multiplié  par  3 moins  6 divisé 
par  2. 

5x  (3  + 2xù)  ou  6(3  + 2xfi)  indique  le  produit  par5  du  résultat 


x ou 
— ou 
> 

< 


Ainsi 
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obtenu  en  effectuant  les  opérations  indiquées  entre  la  parenthèse; 
ainsi  ayant  3 + 2x4  = 3 + 8 = 11,  on  a 

5 (3  + 2x  A)  = 5 (3  + 8)  =5x  11  = 55. 


LITRE  I. 


Opération*  fondamentale*  sur  le*  nombre*  entier»  (13). 


ADDITION. 

35.  L 'addition  est  une  opération  par  laquelle  on  réunit  plusieurs 
quantités  de  même  espèce  en  une  seule,  appelée ïomme  ou  total. 

34.  Additionner  les  nombres  entiers  4805,  27,  446,  9. 

4805 

27 

446 

9 

5287 

En  général,  pour  additionner  des  nombres  donnés,  on  les  écrit, 
comme  ci-dessus,  les  uns  sous  les  autres  de  manière  que  les  chiffres 
qui  expriment  des  unités  de  même  ordre  se  trouvent  dans  une  même 
colonne  verticale,  et  on  souligne  le  dernier  nombre  9 pour  le  séparerdu 
résultat  5287.  Puis,  à partir  de  la  droite,  on  fait  successivement  la 
somme  des  chiffres  contenus  dans  chaque  colonne  verticale;  on  écrit 
au-dessous  les  unités  de  son  ordre,  et  on  reporte  les  dizaines  à la  co- 
lonne suivante:  ainsi  la  somme  des  chiffres  de  la  première  colonne 
étant  27  unités,  on  écrit  7 unités  au  résultat  et  on  reporte  2 dizaines  4 
la  deuxième  colonne. 

Pour  arriver  à calculer  vite,  au  lieu  de  dire,  comme  on  le  fait  habi- 
tuellement : 9 et  6 font  15,  15  et  7 font  22,  22  et  5 font  27,  je  pose  7 et 
je  retiens  2;  2 et  4 font  6,  6 et  2 font  8,  je  pose  8,  etc.,  on  fera  bien  de 
s’habituer  à dire  : 9,  15,  22,  27  (écrire  7 sans  prononcer,  puis  passer  à 
la  colonne  des  dizaines);  6,  8 (écrire  8),  etc. 

Quand  on  a beaucoup  de  nombres  à ajouter,  il  est  bon,  surtout  si  l'on 
n’a  pas  une  grande  habitude  du  calcul,  de  partager  l’opération  en  plu- 
sieurs additions  partielles,  dont  on  fait  ensuite  la  somme  des  résultats. 

33.  Pour  faire  la  preuve  de  l'addition,  on  recommence  1 opération 
en  allant  en  sens  contraire  pour  faire  chaque  addition  partielle  : ainsi 
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oh  additionnera  de  haut  en  bas  ou  de  bas  en  haut,  suivant  que  l’on  aura 
opéré  de  bas  en  haut  ou  de  haut  en  bas  en  faisant  l’opération  (9 5). 

SOCSTRACTIOR. 

2tî.  La  soustraction  est  une  opération  par  laquelle  on  prend  la  diffé- 
rence de  deux  quantités  de  même  espèce.  Ces  deux  quantités  sont  les 
deux  ternies  de  la  différence  ou  reste.  La  plus  grande  quantité  est  le 
premier  terme  de  la  différence,  la  plus  petite  en  est  le  second  terme. 

•27.  De  ces  définitions,  il  résulte  que  : 

1*  Le  premier  terme  d'une  différence  est  égal  au  second  terme 
augmenté  do  cette  différence; 

2'  Lorsqu’on  augmente  ou  qu’on  diminue  d’une  quantité  le  premier 
terme  d'une  différence,  cette  différence  augmente  ou  diminue  de  cette 
quantité; 

3”  Lorsqu’onangmentcou  qu’on  diminue  d'unequantitélesecond  terme 
d'une  différence,  cei  tt  différence  diminue  ou  augmente  de  cette  quantité  ; 

5*  La  différence  de  deux  quantités  ne  change  pas  lorsqu'on  augmente 
ou  qu’on  diminue  ses  deux  termes  d'une  même  quantité; 

5*  Pour  soustraire  une  somme  d'une  quantité , il  .suffit  de  soustraire 
de  cette  quantité  la  première  partie  de  la  somme;  du  résultat  obtenu , 
la  seconde  partie,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  soustrait  la 
dernière  partie; 

6°  Pour  soustraire  une  quantité,  d'une  somme , il  suffît  de  soustraire 
cette  quantité  de  l'une  des  parties  de  la  somme. 

28.  Déterminer  la  différence  des  deux  nombres  entiers  2835  et  372. 

2835 

372 

2563 

En  général,  pour  trouver  la  différence  de  deux  nombres  entiers,  on 
écrit,  comme  ci-dessus,  le  plus  petit  nombre  sous  le  plus  grand,  de  ma- 
nière que  les  chiffres  qui  expriment  des  unités  du  même  ordre  se  trou- 
vent surune  même  ligne  verticale;  on  souligne  le  plus  petit  nombre  372 
pour  le  séparer  du  résultat  2563.  Puis,  à partir  de  la  droite,  on  retranche 
successivement  chaque  chiffre  du  plus  petit  nombre  du  chiffre  supé- 
rieur correspondant,  et  l'on  place  le  reste  au-dessous. 

Lorsqu’un  chiffre,  tel  que  7,  du  plus  petit  nombre  excède  le  chiffre 
supérieur  correspondant  3,  on  rend  la  soustraction  possible  en  aug- 
mentant celui-ci  do  10  unités  de  son  ordre,  et  en  ajoutant,  pour  com- 
pensation, 1 unité  au  chiffre  inférieur  suivant  (5“,  n°  27).  Ainsi  pour 
faire  l'opération  on  dira  : 2 de  5 reste  3,  7 de  13  reste  6,  5 de  8 reste  5, 
o do  2 reste  2,  en  écrivant  successivement  les  restes  partiels  3,  6,  5,  2 
au  résultat. 
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8®.  Pour  faire  la  preuve  de  la  soustraction,  il  suffit  do  s'assurer  si  le 
reste  2563  ajouté  au  plus  petit  nombre  372  reproduit  le  plus  grand 
nombre  2835,  ou  si  en  retranchant  le  reste  du  grand  nombre  on  obtient 
le  plus  petit  fi",  n*  27)  (95). 

30.  Lorsque  des  quantités  sont  séparées  par  les  signes  -f  ou  — 
(exemple:  3 + 5—5',  Celles  3 et  5 précédées  du  signe  + sont  dites  posi- 
tives, et  celle  5 affectée  du  signe  — est  dite  négative.  Quand  la  première 
quantité  est  positive,  on  se  dispense  d’écrire  le  signe  + ; mais  si  elle 
était  négative  on  la  ferait  précéder  du  signe — . 

Si  l’on  avait  à retrancher  une  quantité  7 d'une  autre  plus  petite  5,  on 
soustrairait  la  plus  petite  de  la  plus  grande,  et  on  affecterait  le  reste  du 
signe — ; ainsi  on  Aurait 

5—7=— 3. 

Le  résultat  —3  Indique  une  quantité  qui  n’a  pu  se  retrancher. 

MULTIPLICATION. 

31.  La  multiplication  est  une  opération  qui  a pour  but.  de  répéter 
un  nombre,  appelé  multiplicande,  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans 
un  autre  nombre,  appelé  multiplicateur.  Le  résultat  se  nomme  produit. 
Le  multiplicande  et  le  multiplicateur  sont  les  facteurs  du  produit. 

De  cette  définition  on  conclut  : , 

1°  Que  lorsque  l'un  des  facteurs  est  0,  le  produit  est  0,  et  que  quand 
l'un  des  facteurs  est  l'unité,  lo  produit  est  égal  A l'autre  facteur; 

2°  Qu’en  général  le  produit  est  de  môme  espèce  que  le  multiplicande, 
et  que  le  multiplicateur  est  toujours  un  nombre  abstrait  (12)* 

32.  De  la  définition  de  la  multiplication  et  de  l’axiome  2 (21),  il 
résulte  : 

1°  Que  le  produit  de  la  somme  de  plusieurs  quantités  par  un  nombre 
est  égal  à la  somme  des  produits  qu’on  obtient  en  multipliant  chaque 
partie  de  la  somme  proposée  par  ce  nombre  : 

ayant  19  = 3 + 7 -f  9, 

on  a 19x5  ou  95=(3  + 7 + 9)5  = 3x5  + 7x5  + 9x5. 

2*  Que  le  produit  d’une  quantité  par  la  somme  de  plusieurs  nombres 
est  égal  A la  somme  des  produits  qu’on  obtient  en  multipliant  cette 
quantité  par  chaque  partie  de  la  somme  proposée  : 

5x*9  ou  95  = 5x  (3  + 7 + 9)=6x3  + 5x7  + 6x9. 

33.  Lorsqu’on  multiplie  les  deux  termes  25  et  8 d’une  différence  par 
un  même  nombre  5,  la  différence  17  est  multipliée  pari  : 

25x5— 8x5=  (25—8)  X5  = i7x5  = 68. 

’l 

î • 

f 
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54.  La  table  suivante,  duo  à Pytbagore,  contient  tous  les  produits 
de  deux  nombres  d'un  seul  chiffre. 


1 

2 

3 

b 

5 

6 

7 

8 

9 

2 

à 

6 

8 

10 

12 

là 

16 

18 

3 

6 

9 

12 

15 

18 

21 

24 

27 

il 

8 

12 

16 

20 

24 

28 

32 

36 

5 

10 

15 

20 

25 

30 

35 

m 

45 

6 

12 

18 

2il 

30 

36 

42 

48 

54 

7 

14 

21 

28 

35 

4 2 

k 9 

56 

63 

8 

16 

2il 

il  8 

56 

64 

72 

9 

i 18 

27 

63 

72 

81 

, Pour  trouver  dans  cette  table  le  produit  de  deux  nombres  d’un  seul 
chiffre,  8x3  par  exemple,  on  cherche  le  multiplicande  8 dans  la  pre- 
mière colonne  horizontale,  et  le  multiplicateur  3 dans  la  première 
colonne  verticale  ; on  descend  la  ligne  verticale  qui  contient  le  multi- 
plicande jusqu'à  la  rencontre  de  la  ligne  horizontale  qui  contient  le 
multiplicateur,  et  le  produit  cherché  24  se  trouve  à l'intersection  de 
ces  deux  lignes. 

38.  On  nomme  produit  de  tant  de  nombres  qu'on  voudra , le  résultat 
qu’on  obtient  en  multipliant  le  premier  nombre  par  le  second,  le  pro- 
duit obtenu  par  le  troisième,  le  nouveau  produit  par  le  quatrième,  et 
ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  employé  comme  multiplicateur  le 
dernier  des  nombres  proposés.  Chacun  de  ces  nombres  est  un  facteur 
du  produit  (31). 

36.  On  dit  qu’un  nombre  contient  tous  les  facteurs  d'un  autre  nom- 
bre, lorsque  le  premier  est  égal  à un  produit  de  plusieurs  facteurs  parmi 
lesquels  sont  tes  facteurs  du  second.  Ainsi  2x5x3x7=  210  contient 
tous  les  facteurs  de  5x7=35. 

37.  Une  quantité  est  multiple  d'une  autre , lorsqu’elle  est  égale  à 
cette  seconde  multipliée  par  un  nombre  entier.  Ainsi  7x3  = 21  est  un 
multiple  de  7 et  aussi  de  3. 

Réciproquement,  quand  une  quantité  est  multiple  d'une  autre, 
celle-ci  est  un  sous-multiple  de  la  première. 
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38.  La  somme  7x4  + 7x3  + 7x5  = 7(4-f  3 + 5)=7xl2=84  de 
plusieurs  multiples  d’uue  même  quantité  7 est  un  multiple  de  cette 
quantité  (32  et  37). 

39.  La  différence  7x9— 7x4=7(9— 4)  = 7x5  = 35  de  deux  mul- 
tiples d'une  même  quantité  7 est  un  multiple  de  cette  quantité  (33  et  37). 

40.  Le  produit  d’autant  de  /acteurs  que  l’on  veut  ne  change  pas 
quand  on  intervertit  d'une  manière  quelconque  l'ordre  des  facteurs  : 

3x4x7x6  = 4x5x3x7=420.  (35) 

41.  VOUT  multiplier  un  nombre  quelconque  § par  un  produit  3x4x7, 
il  suffit  de  multiplier  ce  nombre  par  le  premier  facteur  3,  le  produit 
obtenu  par  le  second  facteur  4,  et  ainsi  de  suite,  jusqu’à  ce  qu’on  ait 
employé  comme  multiplicateur  le  dernier  facteur  du  produit  (35). 

Sx  (3x4x7)  = 9x3x4x7=  756. 

42.  Lorsqu’on  multiplie  un  facteur  d’un  produit  5 x 3 x 4 = 60  par 
un  nombre  7,  le  produit  est  multiplie  par  ce  même  nombre: 

5x(3x7)x4  = 5x3x4x7  = 60x7  = 420. 

43.  Pour  multiplier  un  nombre  entier  par  l'unité  suivie  d'un  ou  de 
plusieurs  zéros,  il  suffit  d’écrire  à la  droite  de  ce  nombre  autant  de 
zéros  qu'il  y en  a à la  suite  de  l'unité: 

525  x 100  = 52500. 

44.  Pour  obtenir  le  produit  de  plusieurs  nombres  terminés  tous  ou  en 
partie  par  des  zéros,  il  suffit  d’effectuer  le  produit  de  ces  nombres  abs- 
traction faite  des  zéros  qui  les  terminent,  et  d’écrire  à la  droite  du 
produit  autant  de  zéros  qu’on  en  a supprimé.  Ainsi,  pour  multiplier 
500  par  6000,  on  multiplie  5 par  6 et  on  écrit  cinq  zéros  à la  droite  du 
produit  25  : 

500  x 6000  = 2400000. 


415.  Multiplier  un  nombre  438,  de  plusieurs  chiffres,  par  un  nombre 
6,  d'un  seul  chiffre. 


458 
6 

2758 


Pour  multiplier  un  nombre  de  plusieurs  chiffres  par  un  nombre  d’un 
seul  chiffre,  on  écrit  le  multiplicateur  sous  le  multiplicande,  et  on  le 
souligne  pour  le  séparer  du  résultat  Puis,  à partir  de  la  droite,  on 
multiplie  successivement  chaque  chiffre  du  multiplicande  par  le  mul- 
tiplicateur; on  écrit  les  unités  de  chaque  produit  partiel  sous  le  chiffre 
correspondant  du  multiplicande,  et  on  ajoute  les  dizaines  au  produit 
suivant. 
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Ainsi  l'on  dit  : 6 fois  8 font  48,  jo  pose  8 et  retiens  4 ; 6 fois  5 font  30, 
et  A font  34,  je  pose  4 et  retiens  3,  et  ainsi  de  suite  pour  tous  les  chif- 
fres du  multiplicande. 

En  générai  on  so  dispense  de  prononcer  le  mot  font  et  on  dit  : 6 fois 
8 48,  je  pose  8 et  retiens  Ai  6 fois  3 30  et  4,  34,  Je  pose  4 et  re- 
tiens 3,  etc. 

Avec  un  peu  d'habitude  on  dit  seulement  i 6 fois  8,  48  (on  pose  8), 

6 fois  5 30,  34  ( on  pose  4),  6 fois  4 24,  27  (on  pose  27). 

46.  Multiplier  un  nombre  5736,  de  plusieurs  chiffres,  par  un  nombre 
743,  de  plusieurs  chiffres. 

5736 

743 

17208 

22944 

40152 

4261848 

Pour  multiplier  un  nombre  de  plusieurs  chiffres  par  un  nombre  de 
plusieurs  chiffres,  on  écrit,  comme  dans  le  cas  précédent,  le  multiplica- 
teur sous  le  multiplicande,  de  manière  que  les  unités  du  même  ordre  se 
correspondent,  et  on  souligne  le  multiplicateur.  Puis  on  multiplie  le 
multiplicande  successivement  par  chaque  chiffre  du  multiplicateur,  4 
partir  de  la  droite  (45);  on  écrit  chacun  des  produits  partiels  de  manière 
que  son  premier  chiffre  à droite  soit  au-dessous  de  celui  du  multipli- 
cateur qui  l’a  produit  ; on  fait  la  somme  de  tous  les  produits  partiels,  et 
on  a le  produit  demandé. 

Si  le  multiplicateur  contient  des  zéros  placés  entre  ses  chiffres  si- 
gnificatifs, comme  ces  zéros  fournissent  des  produits  partiels  nuis,  on 
les  néglige,  et  la  règle  générale  est  encore  applicable. 

34256 

3002 

68512""" 

102708 

102836512 

On  voit  que  le  nombre  des  produits  partiels  est  toujours  égal  à ce- 
lui des  chiffres  significatifs  du  multiplicateur. 

47.  Pour  faire  la  preuve  de  la  multiplication,  on  intervertit  l’ordre 
des  facteurs,  c’est-à-dire  que  l’on  preDd  le  multiplicateur  pour  multi- 
plicande et  réciproquement,  et  on  doit  trouver  le  même  résultat  que 
dans  l’opération  directe  si  les  calculs  sont  exacts  (40  et  96). 
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DIVISION. 


4».  La  division  est  une  opération  par  laquelle  on  partage  une  quan- 
tité, appelée  dividende,  en  autant  de  parties  égales  qu’il  y a d’unités 
dans  un  nombre  entier,  appelé  diviseur;  l’une  de  ces  parties  est  le 
quotient  de  la  division. 

49.  Il  résulte  de  cette  définition  de  la  division  que  le  dividende  est 
égal  au  produit  du  quotient  par  le  diviseur  (31). 

30.  Un  nombre  est  divisible  par  un  autre,  lorsque  le  quotient  de  la 
division  du  premier  par  le  second  est  un  nombre  entier.  On  dit  que  le 
second  nombre  divise  le  premier,  ou  qu’il  est  diviseur  du  premier. 

31.  Tout  nombre  est  divisible  par  lui-même  ot  par  l'unité.  Le  quo- 
tient est  égal  à i’unité  dans  le  premier  cas,  et  au  dividende  dans  le  se- 
cond. 

<12.  Un  nombre  est  pair  ou  impair  suivant  qu’il  est  ou  non  divisible 
par  2. 

3.1.  Lorsqu’un  nombre  12  est  un  multiple  d'un  autre  fi,  le  premier 
est  divisible  par  le  second,  et  réciproquement  (49). 

34.  Le  produit  de  plusieurs  nombres  entiers  est  divisible  par  l’un 
quelconque  de  ses  facteurs  (37  et  53). 

33.  Lorsqu’un  nombre  contient  tous  les  facteurs  d’un  autre  nombre, 
le  premier  est  divisible  par  le  second  (36,  37  et  53). 

30.  Tout  diviseur  fi,  commun  à plusieurs  nombres  36, 12, 16,  divise 
leur  somme  6fi  (n°‘  38  et  53). 

37.  Tout  diviseur  7,  commun  à deux  nombres  42  et  lfi,  divise  leur 
différence  28  (n"  39  et  53  . 

30.  Tout  diviseur  5 d’un  nombre  35  divise  un  multiple  quelconque 
35  x 3 = 105  de  ce  nombre  (38  et  53). 

39.  Pour  diviser  une  somme  par  un  nombre,  il  suffit  de  diviser  cha- 
que partie  de  la  somme  par  ce  même  nombre  (32)  : ainsi , 


32  + 12  + 16 
fi 


_32  12  16  _ 

~T+  fi  + ù— 8 + 


3 + fi  = 15. 


HO.  De  même,  pour  diviser  une  différence  32  — 12  par  un  nombre  fi, 
il  suffit  de  diviser  chacun  de  ses  termes  par  fi  (33)  : ainsi , 


32-12  32  12  „ „ 

= — — -r  = 8 — 3=6. 

fi  fi  fi 

01.  Lorsqu’on  supprime  des  zéros  à la  droite  d’un  nombre  entier,  on 
le  divise  par  l’unité  suivie  d’autant  de  zéros  qu’on  en  a supprimé  : 

~ = 85  ( n“  fi3  et  86). 
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62.  Diviser  un  nombre  entier  4145824  par  un  autre  nombre  entier 
SAS. 


1 

2 

5 
A 

6 
6 

7 

8 
9 


845 

1690 

2535 

3380 

4225 

5070 

5915 

6760 

7605 


4145824 

3380 

7658 

7605 

845 

4906 

005324 

5070 

254 

Pour  diviser  un  nombre  par  un  autre,  on  écrit  le  diviseur  à la  droite 
du  dividende,  on  les  sépare  par  un  trait  vertical , et  on  souligne  le  divi- 
seur. Puis  on  sépare  sur  la  gauche  du  dividende  juste  assez  de  chiffres 
pour  que  le  nombre  4145  qui  en  résulte  contienne  le  diviseur;  on  cher- 
che dans  la  table  des  9 premiers  multiples  du  diviseur  combien  de  fois 
le  diviseur  est  contenu  dans  ia  partie  à gauche  du  dividende,  ce  qui  dé- 
termine le  premier  chiffre  h à gauche  du  quotient;  on  écrit  ce  chiffre 
sous  le  diviseur;  on  retranche  du  premier  dividende  partiel  4145  le 
produit  3380  du  diviseur  par  le  chiffre  obtenu  au  quotient,  ce  qui  donne 
un  reste  765.  à la  droite  duquel  on  abaisse,  c'est-à-dire  écrit,  le  chiffre 
suivant  8 du  dividende;  on  cherche  combien  de  fois  le  diviseur  est  con- 
tenu dans  le  nombre  7658  qui  en  résulte,  ce  qui  détermine  le  second 
chiffre  9 du  quotient;  on  soustrait  du  second  dividende  partiel  7658  le 
produit  7605  du  diviseur  par  le  second  chiffre  du  quotient,  ce  qui  donne 
un  second  reste  53,  à la  droite  duquel  on  écrit  le  chiffre  suivant  2 du 
dividende.  Le  diviseur  n'étant  pas  contenu  dans  le  troisième  dividende 
partiel  532,  c’est  que  le  troisième  chiffre  du  quotient  est  0.  A la  droite 
de  532  on  abaisse  le  chiffre  suivant  lx  du  dividende;  on  cherche  com- 
bien de  fois  le  diviseur  est  contenu  dans  le  quatrième  dividende  partiel 
5324  qui  en  résulte,  et  on  continue  ainsi  de  suite  jusqu’à  ce  qu’on  ait 
employé  tous  les  chiffres  du  dividende.  Le  dernier  reste  obtenu  254  est 
le  reste  de  la  division. 

Généralement  on  se  dispense  de  former  les  9 premiers  multiples  du 
diviseur.  Alors,  pour  voir  combien  de  fois  le  diviseur  est  contenu  dans 
un  dividende  partiel  4145,  on  ne  considère  que  le  premier  chiffre  8 à 
gauche  du  diviseur;  on  néglige  sur  la  droite  du  dividende  partiel  autant 
de  chiffres  qu'on  en  a supprjjné  au  diviseur,  et  on  cherche  combien  de 
fois  8 est  contenu  dans  le  nombre  41  qui  en  résulte  ; 8 étant  contenu  5 
fois  dans  41,  il  y a lieu  de  supposer  que  5 est  le  nombre  de  fois  que  le 
diviseur  845  est  contenu  dans  le  dividende  partiel  4145;  mais  comme  en 
multipliant  par  5 le  chiffre  4 du  diviseur  on  aura  à reporter  2 au  pro- 
duit de  8 par  5,  ce  qui  donnera  42,  on  reconnaît  que  5 est  trop  fort.  En 
essayant  4 comme  on  vient  de  le  faire  pour  5,  on  reconnaît  que  4 est  le 
1"  chiffre  à gauche  du  quotient.  Alors  on  effectue  le  produit  du  diviseur 
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par  ce  chiffre,  mais  en  se  dispensant  de  l’écrire,  et  en  retranchant  ses 
différents  chiffres  du  dividende  partiel  au  fur  et  à mesure  qu’on  les  ob- 
tient. Ainsi  la  division  précédente  se  dispose  de  la  manière  suivante  : 


4145824 

7658 

5324 

254 


845_ 

4906 


et,  pour  l’effectuer,  on  dit  : En  41  combien  do  fois  8?  (essayant  5 et  di- 
sant 5 fois  8 font  40,  et  2,  qui  résultent  de  5 fois  4,  font  42,  on  reconnaît 
que  5 est  trop  fort)  4 fois  (on  écrit  4 au  quotient);  4 fois  5,  20  ; 20  de  25 
reste  5 et  je  retiens  2;  4 fois  4,  16,  et  2.  18;  18  de  24  reste  6 et  je  re- 
tiens 2 ; 4 fois  8,  32,  et  2,  34;  34  de  41  reste  7.  J’abaisse  8 ; en  76  com- 
bien de  fois  87  9 fois  (on  écrit 9 au  quotient) ; 9 fois  5,  45  ; 45  de 48  reste  3 
et  je  retiens  4;  9 fois  4,  36,  et  4,  40,  de  45  reste  5;  9 fois  8,  72,  et  4, 76,  de 
76  reste  0.  J'abaisse  2;  en  5 combien  de  fois  87  il  n’y  va  pas  (on  écrit  0 
au  quotient).  J’abaisse  4;  en  53  combien  de  fois  87  6 fois,  etc. 

Quand  le  diviseur  est  très-grand,  et  que  le  quotient  doit  avoir  un 
grand  nombre  de  chiffres,  ou  quand  on  a beaucoup  de  nombres  à divi- 
ser par  le  même,  il  y a avantage  à dresser  ia  table  des  9 premiers  mul- 
tiples du  diviseur.  On  obtient  ainsi  sans  tâtonnement  les  chiffres  suc- 
cessifs du  quotient,  et  on  évite  les  multiplications  du  diviseur  par  ces 
chiffres.  On  abrège  encore  l'opération  en  évitant  d'écrire  les  multiples 
du  diviseur  sous  les  dividendes  partiels  pour  les  retrancher. 

Quand  le  diviseur  n’a  qu’un  chiffre,  7 par  exemple,  on  écrit  simple- 
ment le  dividende,  et  en  remarquant  tout  d'abord  que  diviser  un  nom- 
bre par  7 c’est  en  prendre  le  septième  (149), 


dividende  174389 
quotient  24912  reste  5. 

On  dit  : le  septième  de  17  est  2 (on  écrit  2 au  quotient  sous  le  divi- 
dende et  on  retient  17  — 7 x 2 = 3 );  le  septième  de  34  est  4 (on  pose 
û et  on  retient  6);  le  septième  de  63  est  9,  le  septième  de  8 est  1,  le  sep- 
tième de  19  est  2,  et  le  reste  de  la  division  est  5. 

Remarque  1.  Étant  donné  le  dividende  4145824  et  le  diviseur  845,  si 
l’on  veut  avoir  tout  d’abord  le  nombre  des  chiffres  du  quotient,  on  sé- 
pare sur  la  gauche  du  dividende  juste  assez  de  chiffres  pour  que  le 
nombre  4145  contienne  le  diviseur,  et  le  nombre  des  chiffres  restant 
augmenté  de  l’unité  est  le  nombre  des  chiffres  du  quotient;  ainsi  ce 
nombre  est  3 + 1 = 4 dans  l’exemple  ci-dessus. 

Remarque  2.  On  reconnaît  qu’un  chiffre  écrit  au  quotient  est  trop 
fort,  lorsque  le  produit  du  diviseur  par  ce  chiffre  est  supérieur  au  di- 
vidende partiel  correspondant,  c'est-à-dire  lorsqu’il  ni!  peut  pas  s’en 
retrancher.  Si  la  soustraction  était  possible  et  que  le  reste  fût  égal  ou 
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supérieur  au  diviseur,  cela  indiquerait  que  le  chiffre  écrit  au  quotient 
est  trop  faible. 

63.  Pour  faire  la  preuve  de  la  division,  on  multiplie  le  quotient  par 
le  diviseur,  et  au  produit  ajoutant  le  reste  de  la  division,  qui  est  tou- 
jours moindre  que  le  diviseur,  on  obtient  le  dividende  si  les  calculs 
sont  exacts  (49);  ainsi  l’exemple  du  numéro  précédent  doit  donner 
4906  x 845  + 254  = 4145824  (97). 

6-4.  Pour  diviser  un  nombre  504  par  un  produit  42  de  plusieurs  fac- 
teurs 2,  3,  7,  il  suffît  de  diviser  ce  nombre  par  le  premier  facteur  2 du 
produit,  le  quotient  252  obtenu  par  le  deuxième  facteur  3,  et  ainsi  de 
suite  jusqu’à  ce  qu’on  ait  divisé  par  le  dernier  facteur  7 ; ce  qui  donne 
12  pour  le  quotient  cherché  (41). 

611.  Lorsqu'on  divise  un  facteur  8 d’un  produit  3x8x6  = 120  par 
un  nombre  4,  le  produit  est  divisé  par  ce  nombre  (42)  : ainsi, 


„ 8 r 3 x 8x  5 120  0„ 

3 x 7-  x 5 = =-î-  =30. 

4 4 4 


66.  Pour  diviser  un  produit  par  l'un  de  ses  facteurs , il  suffît  de  sup- 
primer ce  facteur  dans  le  produit  En  effet  (65), 


3x8x5 
8 : 


g 

; 3 x s x 5 = 3 x 1 x5  = 3x5. 

O 


67.  Quand  un  produit  contient  tous  les  facteurs  d’un  autre  produit, 
le  quotient  de  la  division  du  premier  produit  par  le  second  s'obtient  en 
supprimant  dans  le  premier  produit  tous  les  facteurs  du  second  (64  et  66)  : 


2 x 3 x 5 x 7 
3x7 


x 6. 


68.  Lorsqu’on  multiplie  ou  qu’on  divise  le  dividende  64  par  un  nom- 
bre 3,  sans  changer  le  diviseur  6,  le  quotient  9 est  multiplié  ou  divisé 
par  ce  nombre  : ’ 


64x3 

6 


9x3  = 27,  et 


Ëi:J 

6 


9 

3 


3. 


69.  Lorsqu’on  multiplie  ou  qu’on  divise  le  diviseur  6 par  un  nom- 
bre 3,  sans  changer  le  dividende  64,  le  quotient  9 est  divisé  ou  multi- 
plié par  ce  nombre  : 


54 

'6x3 


54 

et  c-^r=9x3: 
o . 3 


27. 


70.  Lorsqu’on  multiplie  ou  qu’on  divise  le  dividende  54  et  le  divi- 
seur 6 par  une  môme  nombre  3,  le  quotient  9 ne  change  pas  : 

54  x 3 64  : 3 

6x3  ’ et  6 13 
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71.  Du  n*  70,  il  résulte  que  lorsqu'on  aperçoit  un  ou  plusieurs 
facteurs  communs  au  dividende  et  au  diviseur,  on  peut  abréger  l’opéra- 
tion en  faisant  abstraction  de  oes  facteurs. 

7 x 324  x 23  324  _ 

7X  12*23  ~ 12  -27‘ 

Il  résulte  aussi  que  quand  le  dividende  et  le  diviseur  sont  terminés 
par  des  zéros,  on  peut,  sans  changer  le  quotient,  supprimer  à leur 
droite  le  même  nombre  de  zéros  (61  et  70)  : 

35000  350  .. 

W = "T==60- 

72.  Tout  diviseur  6,  commun  au  dividende  48  et  au  diviseur  18,  di- 
vise le  reste  12  de  leur  division  ; et  tout  diviseur  commun  au  diviseur  18 
et  au  reste  12  de  la  division,  divise  le  dividende  48. 

75.  Lorsqu'on  multiplie  ou  qu'on  divise  le  dividende  48  et  le  diviseur 
18  par  un  même  nombre  6,  le  quotient  ne  change  pas  ; mais  le  reste  est 
multiplié  ou  divisé  par  ce  nombre. 

74.  Lorsque  le  dividende  48  augmente  ou  diminue  d’un  certain 
nombre  de  fois  le  diviseur  9,  le  quotient  5 augmente  ou  diminue  du 
même  nombre  de  fois  l'unité  ; mais  le  reste  3 de  la  division  ne  change 
pas. 


LIVRE  II. 


Propriété*  de*  diviseur*  entier*. 


73.  Un  nombre  est  premier  lorsqu’il  n’est  divisible  que  par  lui-même 
et  par  l’unité  (50)  : tels  sont  les  nombres  1,  2,  3,  5,  7,  11, 13, 17... 

70.  Tout  nombre  21  qui  n’est  pas  premier  est  le  produit  de  plusieurs 
facteurs  premiers  plus  grands  que  l’unité  : 21  = 3 x 7. 

77.  Plusieurs  nombre » sont  premiers  entre  eux  lorsqu’ils  n'ont  pas 

d'autre  diviseur  commun  que  l’unité  (50)  : tels  sont  les  nombres  4 et  9 ; 
tels  sont  aussi  6, 10  et  15.  Les  nombres  6,  8 et  12  étant  tous  divisibles 
par  2 ne  sont  pas  premiers  entre  eux.  , 

78.  Tout  nombre  premier  qui  ne  divise  pas  un  nombre  entier  est  pre- 
mier avec  lui  : tels  sont  7 et  15. 

79.  Le  plus  grand  commun  diviseur  h plusieurs  nombres  est  le  plus 
grand  nombre  qui  divise  chacun  des  nombres  proposés. 
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Bemarque.  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  nombres 
premiers  entre  eux  est  égal  à l’unité. 

80.  Le  plus  pelit  commun  multiple  de  plusieurs  nombres  est  le  plus 
petit  nombre  qui  soit  un  multiple  de  chacun  des  nombres  propo- 
sés (37). 

81.  Décomposer  un  nombre  en  fadeurs,  c’est  trouver  plusieurs  nom- 
bres dont  le  produit  soit  égal  au  nombre  proposé  Ainsi , ayant 
24  = 2x3x4,  le  nombre  24  est  décomposé  en  trois  facteurs  2,  3,  4. 

82.  Le  produit  de  plusieurs  facteurs  égaux  A un  nombre  est  une  puis- 
sance de  ce  nombre.  Ainsi,  ayant  27  = 3 x 3 x 3,  et  81  =3  x 3 x 3 x 3, 
27  et  81  sont  des  puissances  de  3. 

85.  Le  degré  de  la  puissance  d’un  nombre  est  le  nombre  des  facteurs 
de  cette  puissance.  Ainsi  3 et  4 sont  les  degrés  des  puissances  27  et  81 
du  nombre  3. 

Bemarque.  Toute  puissance  de  10  est  égale  à l’unité  suivie  d’autant 
de  zéros  qu'il  y a d’unités  dans  le  degré  de  la  puissance.  Ainsi  la  troi- 
sième  puissance  de  lOest  1000;  en  effet,  on  a 10  x 10  x 10  = 1000(n*43). 

84.  La  deuxième  puissance  3x3  = 9 d’un  nombre  3 est  le  carré  de  3 ; 
la  troisième  puissance  4 x 4 x 4 = 64  d'un  nombre  h est  le  cube  de  U. 

88.  L 'exposant  d’un  nombre  qu'on  élève  à une  puissance  est  le  degré 
de  cette  puissance  écrit  à la  droite  et  un  pou  au-dessus  du  nombre  pro- 
posé. Ainsi,  pour  exprimer  d une  manière  abrégée  que  le  nombre  5 est 
élevé  à la  quatrième  puissance,  on  écrit  5*  au  lieu  de  5 x 5 x 5 x 5. 

Bemarque.  La  première  puissance  d’un  nombre  est  ce  nombre  lui- 
même,  que  l’on  considère  comme  affecté  d'un  exposant  égal  à l’unité, 
quoiqu'il  n’y  ait  pas  alors  de  puissance  ni  d’exposant  proprement  dits. 

86.  Pour  avoir  le  quotient  et  le  reste  de  la  division  d'un  nombre  par 
une  puissance  de  10,  il  suffit  de  séparer  sur  la  droite  du  nombre  pro- 
posé autant  de  chiffres  qu’il  y a d’unités  dans  le  degré  de  la  puissance; 
la  partie  à gauche  et  la  partie  à droite,  considérées  comme  exprimant 
des  unités  simples,  sont  respectivement  le  quotient  et  le  reste  deman- 
dés. Ainsi,  ayant  à diviser  97845  par  10s  = 1000 , on  sépare  trois 
chiffres  à droite,  ce  qui  donne  97,845  ; le  quotient  est  alors  97  et  le 
reste  845. 

Corollaire.  Pour  qu’un  nombre  soit  divisible  par  une  puissance  de 
10,  il  faut  et  il  suffit  que  ce  nombre  soit  terminé  par  au  moins  autant  de 
zéros  qu'il  y a d'unités  dans  le  degré  de  la  puissance  (61). 

87.  Pour  avoir  le  reste  de  la  division  d'un  nombre  par  2 ou  par  5,  il 
suffit  de  chercher  le  reste  dp  la  division  de  son  premier  chiffre  à droite 
par  2 ou  par  5.  Ainsi  le  nombre  45737  divisé  par  2 donnera  1 pour  reste, 
et  dilisé  par  5 il  donnera  2,  parce  que  son  premier  chiffre  7,  divisé  par 
2 et  par  5,  donne  respectivement  1 et  2 pour  reste 

Pour  qu’un  nombre  soit  divisible  par  2 ou  par  5,  il  suffit  donc  que  son 
premier  chiffre  à droite  soit  divisible  par  2 ou  par  5. 
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88.  En  général,  pour  avoir  le  reste  de  la  division  d'un  nombre  par 
une  puissance  quelconque  de  2 ou  de  5,  il  suffit  de  chercher  le  reste  de  la 
division,  par  cette  puissance,  du  nombre  qu’on  obtient  en  prenant  sur 
la  droite  du  nombre  proposé  autant  de  chiffres  qu’il  y a d’unités  dans 
le  degré  de  la  puissance.  Ainsi  pour  avoir  le  reste  de  la  division  de 
45737  par  2S  = 8,  ou  par  5S  = 125,  on  cherche  le  reste  de  la  division 
de  737  par  8 ou  par  125,  ce  qui  donne  respectivement  1 et  112. 

89.  Pour  avoir  le  reste  de  la  division  d'un  nombre  par  9,  on  fait  la 
somme  de  ses  chiffres  considérés  comme  des  unités  simples  ; on  opère 
sur  cette  somme  comme  sur  le  nombre  proposé,  et  ainsi  de  suite 
jusqu’à  ce  qu’on  obtienne  un  résultat  qui  n'excède  pas  9.  Lorsque  ce 
résultat  est  moindre  que  9,  il  est  le  reste  cherché;  s’il  est  9,  le  reste 
est  0. 

Pour  avoir  le  reste  de  la  division  par  9 d’un  nombre  75487,  on  fait  la 
somme  7 + 8 + 4 + 5 + 7 = 31;  puis  celle  1 + 3 = 4,  et  4 est  le  reste 
cherché. 

On  facilite  l’opération  en  diminuant  de  9 toute  somme  successive  de 
chiffres  qui  dépasse  ce  nombre.  Ainsi  l’on  dira  : 7 et  8,  15  (moins  9), 
6 et  4, 10  (moins  9),  1 et  5,  6,  et  7, 13  (moins  9),  4. 

Au  lieu  de  retrancher  9,  il  est  encore  plus  commode  de  faire  la 
somme  des  chiffres  de  chaque  somme  partielle.  Ainsi  l’on  dira  : 7 et  8, 
16,  (1  et  5)  6 et  4, 10, 1 et  5,  6,  et  7, 13,  4- 

On  abrège  encore  cette  opération  en  négligeant  les  chiffres  9 et  ceux 
dont  il  est  visible  que  la  somme  est  9,  ce  qui  arrive  pour  deux  chiffres 
successifs  dont  la  somme  est  9 . Ainsi  dans  l’exemple  précédent  on  dira, 
en  négligeant  4 et  5 : 7 et  8, 15, 6 et  7, 13,  4. 

90.  Pour  qu’un  nombre  soit  divisible  par  9,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
somme  de  ses  chiffres,  considérés  comme  des  unités  simples,  soit  divi- 
sible par  9,  c’est-à-dire  qu’elle  soit  un  multiple  de  9 (37  et  50). 

9t.  Pour  avoir  le  reste  de  la  division  d'un  nombre  par  3,  on  cherche 
d’abord  le  reste  de  la  division  de  ce  nombre  par  9 (89)  ; puis  le  reste 
de  la  division  de  ce  premier  reste  par  le  diviseur  3.  Ainsi  le  nom- 
bre 75487  donnant  4 pour  reste  de  la  division  par  9,  et  4 divisé  par  3 
donnant  1 pour  reste,  1 est  le  reste  de  la  division  du  nombre  proposé 
par  3. 

92.  Pour  qu’un  nombre  soit  divisible  par  3,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
somme  de  ses  chiffres,  considérés  comme  des  unités  simples,  soit  un 
multiple  de  3,  c’est-à-dire  soit  divisible  par  3 (37  et  50). 

93.  Pour  avoir  le  reste  de  la  division  d'un  nombre  par  11,  on  le  sépare 
en  tranches  de  deux  chiffres  à partir  de  la  droite , sauf  à ne  laisser  qu’un 
seul  chiffre  à la  dernière  tranche  à gauche  ; on  fait  la  somme  des  nom- 
bres qui  en  résultent,  considérés  comme  exprimant  des  unités  simples  ; 
on  opère  sur  cette  somme  comme  sur  le  nombre  proposé,  et  ainsi  de 
suite  jusqu’à  ce  qu’on  obtienne  un  résultat  qui  n’excède  pas  99  ; le  reste 
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de  la  division  de  ce  dernier  résultat  par  il  est  égal  au  reste  demandé. 
Ainsi,  ayant  à trouver  le  reste  de  la  division  du  nombre  7345798  par  il, 
on  sépare  ce  nombre  en  tranches  de  deux  chiffres,  ce  qui  donne 
7,34,57,98;  faisant  ensuite  la  somme 

98  + 57  + 34  + 7 = 196,  puis  celle  96  + 1 = 97, 

le  reste  9 de  la  division  de  97  par  il  est  le  resto  de  la  division  du  nom- 
bre proposé  par  11. 

94.  Pour  faire  la  preuve  par  9 de  l'addition  de  plusieurs  nombres 
entiers  (suivre  sur  l’opération  suivante),  on  cherche  les  restes  8,  3, 1,  4 
de  la  division  par  9 des  nombres  additionnés  ; on  fait  la  sommo  16  de 
ces  restes,  et  si  le  reste  7 de  la  division  de  cette  somme  par  9 est  égal 
au  reste  7 de  la  division  par  9 de  la  somme  des  nombres  proposés,  c’est 
que  le  résultat  2437  est  exact  (25). 

Nombres. 

827 
453 
325 
832 
2437 
16 
7 

Be marque.  On  peut  rendre  cette  preuve  plus  expéditive  en  ajoutant 
le  reste  8 du  premier  nombre  aux  chiffres  du  second  nombre;  le  reste 
obtenu  pour  les  deux  premiers  nombres  aux  chiffres  du  troisième 
nombre,  et  ainsi  de  suite  ; ce  qui  revient  à considérer  tous  les  nombres 
comme  placés  les  uns  4 la  suite  des  autres  et  n'en  faisant  qu'un.  Ainsi, 
en  observant  les  abréviations  du  n“  89,  on  dira  : (en  passant  2 et  7 dans 
le  premier  nombre  et  4 et  5 dans  le  second)  8 et  3,  11  ; 2 et  3,  5 et 
2,  7 et  5,  12;  3 et  8, 11  ; 2 et  3,  5 et  2,  7,  nombre  qui  doit  être  égal 
au  reste  de  la  division  par  9 de  la  somme  2437. 

93.  Pour  faire  la  preuve  par  9 de  la  soustraction  (suivre  sur 
l'exemple  suivant),  on  considère  le  grand  nombre  845  comme  étant  la 
et  du  reste  587,  et  on  fait  la  preuve  comme 
pour  l’addition  (94).  Ainsi  la  somme 
6 + 2 — 8 des  restes  de  la  division 
par  9 du  petit  nombre  258  et  do  la 
différence  587  étant  égale  au  reste  8 
de  la  division  par  9 du  plus  grand 
nombre  845,  c’est  que  l’opération  a 
été  bien  faite  (29). 

soustraction  la  remarque  du  numéro  préoé- 


somme  du  plus  petit  258 

845  8 

258  6 

587  ~ 2 

T 

On  peut  appliquer  4 la 


Reatea. 

8 

3 

1 

_4 

16 

7 
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857 

65 

1785 

2142 

23205 


6 

2 

12* 


6063 

813 

48 


85 

69 

3 


4 

5 
20 


dent;  mais  la  preuve  ordinaire  de  la  soustraction  étant  plus  simple 
que  celle  par  9,  on  n'a  pas  recours  à cette  dernière. 

OG.  Pour  faire  la  preuve  par  9 de  la  multiplication  de  deux  nombres 

entiers  357  et  65,  on  cherche  les 
restes  6 et  2 de  la  division  par  9 de 
ces  nombres  (89);  on  multiplie  ces 
deux  restes  l’un  par  l'autre,  et  le 
reste  3 de  la  division  par  9 du  pro- 
duit 12  de  ces  restes  est  égal  au  reste 
de  la  division  par  9 du  produit  23205, 
si  les  calculs  sont  exacts  (47). 

Remarque.  Cette  preuve  est  d’un  usage  continuel.  Comme  toutes  les 
preuves  par  9 , elle  ne  constate  pas  une  erreur  égale  à un  multiple  de  9. 

97.  Pour  faire  la  preuve  par  9 de  la  division  de  deux  nombres  en- 
tiers , considérant  le  dividende  comme  étant  le  produit  du  diviseur  85 
par  le  quotient  59,  plus  le  reste  48  de  la  division.  La  preuve  comprend 
celle  de  la  multiplication  et  celle  de  l’addition  (94  et  96).  Ainsi  l’on 
cherche  les  restes  4 et  5 de  la  division  par  9 du  diviseur  et  du  quo- 
tient ; on  fait  le  produit  20  de  ces 
restes,  et  le  reste  2 de  la  division 
par  9 de  ce  produit,  augmenté  du 
reste  3 de  la  division  par  9 du  reste 

3 48  de  la  division,  doit  être  égal  au 

reste  6 de  la  division  du  dividende 
par  9 (63). 

98.  Les  preuves  par  U des  quatre  opérations  s'effectuent  comme 
les  preuves  par  9 (94,  95,  96  et  97),  mais  on  en  fait  rarement  usage. 

99.  Pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres 
entiers  384  et  36  (79),  on  divise  le  plus  grand  nombre  par  le  plus 
petit , le  plus  petit  par  le  reste  24  de  la  division,  le  premier  reste  24  par 

le  second  12,  le  second  par  le  troi- 
sième, et  ainsi  de  suito  jusqu’à  ce 
qu’on  obtienne  un  reste  nul  ; le  der- 
nier diviseur  est  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  demandé;  c'est  12 
dans  l’exemple  proposé. 

Pour  donner  de  la  clarté  aux  calculs,  on  place  les  quotients  au-dessus 
des  diviseurs  correspondants. 

ÎOO.  Tout  diviseur  3,  commun  à deux  nombres  384  et  36,  divise  leur 
plus  grand  commun  diviseur  12,  ainsi  que  les  restes  successifs  24, 12, 
auxquels  conduit  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur. 

101.  Pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  à tant  de  nombres 
entiers  que  l'on  veut,  on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
deux  de  ces  nombres  (99),  puis  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ce 


10 

1 

2 

384 

36 

24 

12 

24 

12 

0 
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plus  grand  commun  diviseur  et  d’un  autre  nombre,  et  ainsi  de  suite  jus- 
qu'au dernier  des  nombres  proposés  ; le  dernier  plus  grand  commun 
diviseur  obtenu  est  celui  des  nombr.es  proposés  (122). 

102.  Selon  qu’on  multiplie  on  qu'on  divise  plusieurs  nombres  entiers 
par  un  même  nombre,  leur  plus  grand  commun  diviseur  est  multiplié 
ou  divisé  par  ce  même  nombre  (73). 

103.  Tout  nombre  4 qui  divise  un  produit  7 x 16  de  deux  facteurs,  et 
qui  est  premier  avec  l'un  des  facteurs,  divise  l’autre  facteur  16. 

104.  Tout  nombre  premier  5 qui  divise  un  produit  12  x 13  x 25,  di- 
vise au  moins  l’un  des  facteurs  du  produit,  et  tout  nombre  premier  5, 
qui  divise  une  puissance  155  d’un  nombre  15,  divise  ce  nombre. 

103.  Tout  nombre  4,  premier  avec  chacun  des  facteurs  7 x 15  x 23, 
est  premier  avec  ce  produit.  Tout  nombre  4,  premier  avec  un  autre  15, 
est  premier  avec  une  puissance  quelconque  de  celui-ci. 

100.  Lorsque  deux  nombres  4 et  15  sont  premiers  entre  eux,  toute 
puissance  de  l’un  est  première  avec  une  puissance  quelconque  de 
l'autre. 

107.  Tout  nombre  720,  divisible  par  deux  nombres  lt  et  9 premiers 
entre  eux  (77),  est  divisible  par  leur  produit  36. 

108.  Tout  nombre  7200,  divisible  par  plusieurs  nombres  4,  9,  25, 
premiers  entre  eux  deux  à deux,  est  divisible  par  leur  produit. 

100.  Le  plus  petit  commun  multiple  de  plusieurs  membres  entiers 
lt,  9,  25,  premiers  entre  eux  deux  à deux,  est  égal  à leur  produit 
4 x 9 x 25  = 900  (n°  80). 

1 10.  Tout  commun  multiple  192,  de  deux  nombres  24  et  16,  est  un 
multiple  du  produit  8 x 3 x 2 qui  a pour  facteurs  le  plus  grand  commun 
diviseur  8 de  ces  nombres  et  les  quotients  3 et  2 de  leur  division  par  ce 
plus  grand  commun  diviseur;  et,  réciproquement,  tout  multiple,  de  ce 
produit  est  un  commun  multiple  des  deux  nombres  proposés  24  et  16. 

111.  Le  plus  petit  commun  multiple  de  deux  nombres  24  et  16  est 
égal  au  produit  8x  3 x2  = 48,  qui  a pour  facteurs  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  8 de  ces  nombres  et  les  quotients  3 et  2 de  leur  division 
par  ce  plus  grand  commun  diviseur.  De  là  le  moyen  de  déterminer  le 
•plus  petit  commun  multiple  de  deux  nombres  (109  et  123). 

1 12.  Tout  commun  multiple  de  deux  nombres  24  et  16  est  un  multi- 
ple de  leur  plus  petit  commun  multiple  48. 

1 13.  Le  plus  petit  commun  multiple  48  de  deux  nombres  24  et  16  est 
égal  au  produit  de  l’un  quelconque  de  ces  nombres  par  le  quotient  de 
la  division  de  l’autre  nombre  par  leur  plus  grand  commun  diviseur  8. 

114.  Le  produit  du  plus  grand  commun  diviseur  8 de  deux  nombres 
24  et  16  par  leur  plus  petit  commun  multiple  48,  est  égal  au  produit 
24  x 16  des  deux  nombres  proposés. 

H«.  Lorsqu’on  multiplie  ou  qu’on  divise  deux  nombres  24  et  16  par 
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un  même  nombre,  leur  plus  petit  commun  multiple  58  est  multiplié  ou 
divisé  par  ce  nombre. 

116.  Pour  trouver  le  plus  petit  commun  multiple  de  plusieurs  nom- 
bres entiers  6,  8,  9, 10,  on  cherche  le  plus  petit  commun  multiple  25 
des  deux  premiers  nombres  6 et  8 (111),  puis  le  plus  petit  commun  mul- 
tiple 72  de  ce  plus  petit  commun  multiple  25  et  du  3*  nombre  9,  et  ainsi 
de  suite  ; le  dernier  plus  petit  commun  multiple  trouvé  360  est  celui 
des  nombres  proposés  (123). 

117.  Lorsqu’on  divise  le  plus  petit  commun  multiple  72  de  plusieurs 
nombres  8,  12,  18,  par  chacun  de  ces  nombres,  les  quotients  9,  6,  5 
sont  premiers  entre  eux;  et,  réciproquement,  lorsqu’un  nombre  72  est 
tel  qu’en  le  divisant  par  plusieurs  autres  8, 12, 18,  on  obtient  des  quo- 
tients 9,  6,  h premiers  entre  eux,  ce  nombre  est  le  plus  petit  commun 
multiple  de  tous  les  autres. 

118.  Tout  nombre  entier  ti 3 est  premier  lorsque,  étant  compris  entre 
les  carrés  25  et  U 9 des  deux  nombres  premiers  consécutifs  5 et  7,  il 
n’est  divisible  ni  par  le  plus  petit  de  ces  nombres  premiers,  ni  par  au- 
cun de  ceux  qui  le  précèdent,  excepté  l'unité. 

119.  En  général,  pour  reconnaître  si  un  nombre  donné  est  premier, 
il  suffit  de  s’assurer  si  ce  nombre  n’est  divisible  par  aucun  des  nombres 
premiers  2,  3,  5,  7,  etc.,  jusqu’à  ce  qu’une  division  conduise  à un  quo- 
tient égal  ou  inférieur  au  nombre  premier  employé  comme  divi- 
seur (118). 

ISO.  La  suite  des  nombres  premiers  est  illimitée.  La  table  suivante 
contient  tous  les  nombres  premiers  inférieurs  à 500,  à l’exception  du 
nombre  premier  2. 

Toute  case  vide  indique  comme  étant  premier  le  nombre  ayant  pour 
chiffre  des  unités  le  chiffre  impair  placé  en  tète  de  la  colonne  verticale 
contenant  la  case  considérée,  et  ayant  pour  nombre  de  dizaines  le  pre- 
mier nombre  à gauche  de  la  ligne  horizontale  contenant  cette  même 
case.  Les  nombres  placés  dans  les  cases  sont  les  plus  petits  diviseurs 
des  nombres  formés  comme  il  vient  d’être  dit.  Ainsi  on  lit  facilement 
dans  la  table  la  suite  des  nombres  premiers  i,  3,  5,  7,  il,  13, 17,  19, 
23,  29,  31 , à laquelle  il  faut  ajouter  le  nombre  premier  2. 

La  table  indique  que  le  nombre  225  n’est  pas  premier,  et  que  son  plus 
petit  diviseur  est  3,  nombre  qui  se  trouve  à la  rencontre  des  colonnes 
verticales  et  horizontales  commençant  respectivement  par  les  nombres 
5 et  22. 

Il  est  évident  que  tout  nombre  qui  n’aura  pas  pour  chiffre  des  unités 
un  des  chiffres  de  la  première  ligne  horizontale  sera  pair,  et  par  suite 
ne  sera  pas  premier  (75  et  87). 
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121.  La  règle  générale  pour  décomposer  un  nombre  en  ses  fadeurs 
premiers  plus  grands  c/ue  Vunitè  consiste  il  le  diviser  successivement, 
autant  de  fois  que  cela  est  possible , par  chacun  des  nombres  premiers 
2, 3, 5...,  qu’il  admet  comme  diviseurs,  jusqu’à  cequ’on 
obtienne  pour  quotient  un  nombre  premier;  ce  dernier 
quotient  et  tous  les  nombres  qui  ont  servi  de  diviseur 
sont  les  facteurs  premiers  du  nombre  proposé.  Pour 
décomposer,  par  exemple,  le  nombre  540  en  ses  fac- 
teurs premiers,  ou  dispose  ainsi  les  calculs , ce  qui 
fournit  les  facteurs  premiers  2,  2,  3, 3,  3,  5. 


540 

270 

135 

45 

15 

5 

1 


On  a 540  = 2 x2x3x3x3x5=2*x3sx5. 


La  table  du  numéro  précédent,  en  donnant  les  plus  petits  diviseurs 
des  nombres,  fournit  un  moyen  facile  pour  décomposer  un  nombre  en 
ses  facteurs  premiers.  Si  le  nombre  est  impair,  399  par  exemple , on 
voit  dans  la  table  que  3 est  son  plus  petit  diviseur,  et,  par  suite,  un  des 
facteurs  premiers  cherchés.  Divisant  399  par  3,  le  quotient  est  133 , 
et  la  table  indique  que  7 est  le  plus  petit  diviseur  de  133,  et,  par  con- 
séquent, le  second  facteur  premier  do  399.  Divisant  133  par  7,  le  quo- 
tient est  19,  et  la  table  indiquant  que  19  est  un  nombre  premier,  le 
nombre  proposé  décomposé  en  ses  facteurs  premiers  donne  donc 
399  = 3 x 7 x 19. 

Dans  le  cas  où  le  nombre  à décomposer  en  facteurs  premiers  serait 
pair,  on  le  diviserait  successivement  par  2 autant  de  fois  que  cela  serait 
possible,  ce  qui  donnerait  les  facteurs  2 qu’il  contient;  décomposant 
ensuite  au  moyen  de  la  table  le  nombre  impair  qui  en  résulterait,  on 
aurait  les  autres  facteurs  premiers  du  nombre  proposé.  On  trouverait 
de  cette  manière , d’abord  1596=399x2x2;  puis  399=  3 x7  xl9; 
donc  1596  = 2x2x3x7x19. 

122.  Le  plus  grand  commun  div  iseur  de  plusieurs  nombres  240,  180, 
72,  est  égal  au  produit  des  facteurs  premiers  communs  à ces  nombres, 
chacun  de  ces  facteurs  étant  affecté  du  plus  petit  de  ses  exposants 
dans  les  nombres  proposés. 

Ainsi  ayant  : 


240  =2kx  3 X 5,  180  = 2*  x 3*  x 5,  72  = 2S  x 3», 


le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  nombres  est 

2*x3  = 12. 
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De  là  un  autre  moyen  pour  déterminer  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  plusieurs  nombres  (99  et  101). 

123.  Le  plus  petit  commun  multiple  de  plusieurs  nombres  est  égal 
au  produit  des  facteurs  premiers  de  ces  nombres,  chacun  de  ces  fac- 
teurs étant  affecté  du  plus  grand  de  ses  exposants  dans  les  uombres 
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proposés.  Ainsi , le  plus  petit  commun  multiple  des  nombres  ci-dessus 
240,  180,  72  est 

2'x3*x5  = 720. 

De  là  un  (luire  moyen  pour  déterminer  le  plus  petit  commun  mul- 
tiple de  plusieurs  nombres  (111  et  118). 

1 24.  Pour  trouver  tous  les  diviseurs  d'un  nombre  180,  on  décompose 
ce  nombre  en  ses  facteurs  premiers  (121),  que  l’on  écrit  dans  une  pre- 
mière colonne  verticale  pour  faciliter  les  opérations;  on  multiplie  le 
premier  facteur  2 par  le  second  2,  les  deux  premiers  facteurs  et  leur 
produit  4 par  le  troisième  facteur,  en  omettant  les  multiplications  qui 
donneraient  des  produits  déjà  obtenus;  on  multiplie  de  même  les  trois 
premiers  facteurs  et  les  produits  obtenus  par  le  quatrième  facteur,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu’on  ait  employé  le  dernier  facteur  comme 
multiplicateur;  tous  les  facteurs  premiers  non  égaux  du  nombre  pro- 
posé, et  les  produits  qu'on  a obtenus  sont  les  diviseurs  demandés.  On 
dispose  les  opérations  comme  il  suit  : 


180 

1)0 

45 

15 

5 


1 

2 

2,  4 

3,  6,  12 

3,  9,  18,  38 

5,  10,  20,  15,  30,  00,  45,  90,  180. 


123.  Le  nombre  des  diviseurs  d'un  nombre  est  égal  au  produit  des 
sommes  qu’on  obtient  en  augmentant  d'une  unité  l’exposant  de  chaque 
facteur  premier  du  nombre(121).  Ainsi,  ayant  180=2sx3’x5,  le  nombre 
des  diviseurs  de  180  est,  y compris  1 et  180,  (2  + 1)  (2  + 1)  (1  f 1)  = 18. 

12G.  Pour  trouver  tous  les  diviseurs  communs  à plusieurs  nombres , 
on  cherche  lo  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  nombres , puis  tous 
les  diviseurs  do  ce  plus  grand  commun  diviseur  (122  et  124). 


LIVRE  III 


Fraction*  et  nombres  décimaux. 


FRACTIONS 


127.  Une  ou  plusieurs  parties  d'une  unité  divisée  en  parties  égales  se 
nomme  fraction  ou  nombre  fractionnaire.  Ainsi,  l’unité  ayant  été  divisée 
en  9 rarties  égales,  le  nombre  formé  de  5 de  ces  parties  est  une  fraction. 


Si 
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1211.  Le  dénominateur  d’une  fraction  est  le  nombre  qui  indique  en 
combien  de  parties  l'unité  est  divisée.  Son  numérateur  est  le  nombre 
qui  Indique  combien  elle  contient  do  parties  égales  de  l’unité.  Ainsi, 
dans  l'exemple  précédent,  9 est  le  dénominateur  et  5 le  numérateur. 
Le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  les  deux  termes  de  la  fraction. 

Remarque.  On  conçoit  qu’une  fraction  peut  contenir  toutes  les  par- 
ties d'une  ou  de  plusieurs  unités,  et  môme  toutes  les  parties  d’une  ou  de 
plusieurs  unités,  plus  des  parties  d’une  autre  unité  : ces  unités  étant  les 
mômes  et  étant  toutes  divisées  eu  un  môme  nombre  de  parties  égales. 

Lorsque  la  fraction  ue  renferme  pas  toutes  les  parties  de  l’unité, 
c'est-à-dire  lorsque  son  numérateur  est  moindre  que  son  dénominateur, 
elle  est  plus  petite  que  l’unité.  Si  elle  contient  toutes  les  parties  de 
1 unité , ses  deux  termes  sont  égaux,  et  elle  est  égale  à l’unité.  Enfin, 
si  le  numérateur  est  plus  grand  que  le  dénominateur,  la  fraction  est  plus 
grande  que  l’unité. 

120.  Pour  énoncer  une  fraction,  on  énonce  son  numérateur,  puis 
son  dénominateur,  auqnel  on  ajoute  la  terminaison  iètne.  Ainsi,  Infrac- 
tion dont  il  a été  question  au  nu  127  s’énonce  cinq  neuvièmes.  II  y a ex- 
ception pour  les  dénominateurs  2,  3,  U ; ainsi,  au  lieu  de  un  deuxième, 
un  troisième,  un  quatrième,  on  dit  : un  demi,  un  tiers,  un  quart . 

150.  Pour  écrire  en  chiffres  une  fraction,  on  écrit  en  chiffres  le 
dénominateur  sous  le  numérateur,  en  les  séparant  par  un  trait  hori- 

5 

zontal.  Ainsi , la  fraction  cinq  neuvièmes  s’écrit 

151.  L'ne  fraction  représente  le  quotient  do  la  division  de  son  numé- 

c 

ratcur  par  son  dénominateur  (à8).  Ainsi , - est  égal  au  quotient  de  5 di- 

y 

visé  par  9. 

152.  Pour  mettre  une  fraction  plus  grande  que  l'unité  sous  lu  forme 
d'un  entier  joint  à une  fraction  moindre  que  l’unité,  on  divise  son  numé- 
rateur par  son  dénominateur,  et  ou  ajoute  au  quotient  entier  une  frac- 
tion ayant  respectivement  pour  numérateur  et  pour  dénominateur  le 
reste  de  la  division  et  le  dénominateur  de  la  fraction  proposée.  Ainsi 


63 

9 


t. 


155.  Pour  convertir  un  nombre  entier  7 en  une  fraction  équivalente 
ayant  un  dénominateur  donné  9,  on  prend  pour  numérateur  do  la  frac- 
tion demandée  le  produit  63  de  son  dénominateur  par  le  nombre  en- 
tier 7.  Ainsi 

, _ 7 x 9 _ 63 
9 ' 


9 


134.  Pour  multiplier  une  fraction  par  un  nombre  entier,  ou  mulli- 
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plie  son  numérateur  ou  on  divise  son  dénominateur  par  le  nombre 
entier.  Ainsi 

!>«*-» 

'■'7  . ~ ,i‘  r*|  ' ■ * p Ay 

136.  Pour  diviser  une  fraction  par  un  nombre  entier,  on  multiplie 
son  dénominateur  ou  on  divise  son  numérateur  par  ce  nombre  entier. 
Ainsi 

3,  3 3 , 8 . , _ 8 : 4 _ 2 

7 1 U~  7x4  — 28’  Ct  7 • U 7 7‘ 

136.  Une  fraction  ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on  multiplie  ou 
qu'on  divise  ses  deux  termes  par  un  môme  nombre  : 

3 3x2  _ 6 8 _ 8 : 4 _ 2 

4 - 4x2  — 8’  Ct  12  12  : 4 3' 

137.  Réduire  plusieurs  fractions  au  même  dénominateur , c’est  trou- 
ver des  fractions  égales  aux  fractions  proposées,  et  dont  les  dénomi- 
nateurs soient  tous  égaux  entre  eux  (128). 

130.  Pour  réduire  deux  fractions  au  même  dénominateur , on  multi- 
plie les  deux  termes  de  chaque  fraction  par  le  dénomiuateur  de  l’autre. 
Et  en  général,  pour  réduire  plusieurs  fractions  au  même  dénominateur , 
on  multiplie  chaque  numérateur  par  le  produit  des  dénominateurs  des 
autres,  et  on  donne  aux  numérateurs  qui  en  résultent  pour  dénomina- 
teur commun  le  produit  des  dénominateurs  des  fractions.  Ainsi 


2 

2x6 

12 

1 

3x5x6 

90 

3 

~ 3x6  ~ 

18 

2 ~ 

2x3x5x6 

180 

tô”  '.  -T  0 * '. 

5 

5x3 

15 

2 

2x2x5x6 

_ 120 

6 

~ 18  “ 

18 

3 “ 

180 

180 

4 

4x2x3x6 

_ 144 

■jaRfc 

5 ~ 

5 

6 - 

180 

5x  2x3x5 

180 

180 

150 

“ 180’ 

Quand  on  reconnaît  qu'un  nombre  est  divisible  par  tous  les  dénomi- 
nateurs des  fractions  proposées,  c’est-à-dire  qu’il  est  commun  multiple 
de  ces  dénominateurs  (123),  on  le  prend  pour  dénominateur  commun , 
et  on  multiplie  le  numérateur  de  chaque  fraction  par  le  quotient  ob- 
tenu en  divisant  ce  dénominateur  commun  par  le  dénominateur  de  la 
fraction.  Aiusi,  pour  les  exemples  précédents,  on  reconnaît  de  suite 
que  l’on  rout  prendre  6 ct  30  pour  dénominateurs  communs,  et  on  a 
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1x15 
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2x10  _ 

20 

6 ~ 
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On  peut  toujours  rechercher  le  plus  petit  commun  multiple  des  déno- 
minateurs (123),  et  le  prendre  pour  dénominateur  commun , comme  on 
vient  de  le  faire  ; mais  cette  recherche  conduit  quelquefois  à des  cal- 
culs assez  longs  (158).  Lorsque  les  dénominateurs  des  fractions  pro- 
posées sont  premiers  entre  eux,  leur  plus  petit  commun  multiple 
est  égal  à leur  produit,  et  alors  pour  réduire  les  fractions  au  même 
dénominateur  on  suit  la  régie  générale  sans  simplification  possible. 

ADDITION  DES  FRACTIONS. 


139.  Pour  additionner  des  fractions,  on  les  réduit,  si  cela  est  néces- 
saire, au  même  dénominateur  (138);  on  fait  la  somme  des  numérateurs 
qui  en  résultent,  et  l'on  prend  pour  résultat  la  fraction  qui  a cette 
somme  pour  numérateur  et  pour  autre  terme  le  dénominateur  com- 
mun. Exemples  : 


donne 


5 

2 

20 

12 

3 ' 

- 30 

1 

7 

1 

4 

_ 24 

T* 

12 

T 

6 " 

30 

11 

+ 

5 _ 

25 

+ 

12 

6 = 

= 30 

23 

69 

12 

30 

140.  Pour  ajouter  un  nombre  entier  à une  fraction,  on  convertit  ce 
nombre  entier  en  une  fraction  équivalente  ayant  pour  dénominateur 
celui  de  la  fraction  (133),  et  on  continue  comme  dans  le  cas  précédent 
Cela  revient  à ajouter  au  numérateur  de  la  fraction  proposée  le  pro- 
duit du  dénominateur  par  le  nombre  entier. 

ft  , , 44-5x7  39 

5 7 7 

141.  Pour  ajouter  plusieurs  fractions  et  plusieurs  nombres  entiers, 
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on  fait  séparément  la  somme  des  nombres  entiers  et  celle  des  fractions; 
puis  on  opère  sur  ces  sommes  comme  dans  le  cas  précédent  (153). 


i + 5 + 3+l  _(5  + 3)+ (£  + !)  — 8 + ^ = — . 


SOUSTRACTIOX  DES  FRACTIONS. 

142.  Pour  avoir  la  différence  de  deux  fractions , on  les  réduit,  si  cela 
est  nécessaire,  au  même  dénominateur  (138)  ; on  prend  la  différence  des 
numérateurs  qui  en  résultent,  et  le  résultat  cherché  a pour  numérateur 
cette  différence  et  pour  autre  terme  le  dénominateur  commun. 

7 3 7 — 3 4 3 1 _ 21  U _ 17 

8 8 8 8’  U 7 — 28  28  ~ 28‘ 

143.  Pour  soustraire  une  fraction  d’un  nombre  entier  ou  récipro- 
quement, on  convertit  ce  nombre  entier  en  une  fraction  équivalente 
ayant  pour  dénominateur  celui  de  la  fraction  (133),  et  on  rentre  dans 
le  cas  précédent  (153)  Ainsi 

4 56  4 _ 56 — 4 52  15  15  12  15— 12_3 

8 7 — 7 7 7 7’  4 4 4 ~ 4 4‘ 


MULTIPLICATION  DES  FRACTIONS. 


144.  Pour  multiplier  une  quantité  par  une  fraction,  on  la  multiplie 
par  le  numérateur  de  la  fraction , puis  on  divise  le  produit  par  son  dé- 
nominateur. 

Remarque.  Le  produit  d’une  quantité  par  une  fraction  est  égal  au 
multiplicande,  plus  petit  ou  plus  grand  que  le  multiplicande,  selon  que 
la  fraction  multiplicateur  est  égale  4 l'unité,  plus  petite  ou  plus  grande 
que  l’unité. 

143.  Deux  nombres  sont  inverses  l’un  de  l’autre,  lorsque  leur  pro- 
duit est  égal  à l’unité.  Ainsi  l’inverse  du  nombre  7 est  la  fraction 

146.  Le  produit  d'un  nombre  entier  par  une  fraction  s'obtient 
comme  celui  d’une  fraction  par  un  nombre  entier  (134).  Ainsi 


9 


9x3 

4 


27 
4 * 


3x 


7 — _Z_  — 7 
9 ~ 9 : 3 ”3' 


147.  Le  produit  d'une  fraction  par  une  autre  a pour  numérateur 
le  produit  des  numérateurs  des  fractions  proposées,  et  pour  dénomina- 
teur celui  des  dénominateurs. 


3 7 _ 3x7  _ 21 

4 X 5 “ 4x6  _ 20’ 
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148.  Le  produit  de  tant  de  nombres  qu'cm  voudra,  entiers  et  frac- 
tionnaires, est  une  fraction  dont  le  numérateur  a pour  facteurs  les  nom- 
bres entiers  et  les  numérateurs  des  fractions  proposées,  et  dont  le  dé- 
nominateur est  égal  au  produit  des  dénominateurs  de  ces  mêmes 
fractions  (153.  Remarque). 


5 x 


y x2x 
h 


2 

7 


5x3x2x2  60 

4x7  ~ 28' 


449.  Prendre  des  fractions  de  fractions  d’une  quantité  quelconque, 
c'est  multiplier  cette  quantité  par  le  produit  des  fractions  (148).  Ainsi 


i 2 . , . , 2 10 

les  3 de  5 sont  6 x 3 = -y  ; 

le  7 des?  de  5 vaut  5x  5X7  = ^; 

4 0 o 4 12 

. 3.1.2.....  2 1 3 30 

les  - du  £ des  - de  5 valent  5x3x4x7  = g£- 


Remarque.  Prendre  d’une  quantité  une  fraction  qui  a l’unité  pour 
numérateur,  c’est  diviser  cette  quantité  par  le  dénominateur  de  la  frac- 
tion. Ainsi  le  \ de  15  vaut  ~ (62). 

O O 

180.  Les  numéros  32, 33,  40,  41,  42  sont  encore  vrais  lorsqu'il  s’agit 
de  nombres  entiers  et  fractionnaires. 


DIVISION  DES  FRACTIONS. 


181.  Pour  diviser  une  quantité  par  une  fraction,  on  multiplie  cette 
quantité  parla  fraction  diviseur  renversée  (146  et  147). 


.3  4_28  4.2_4  5 _ 20 

‘ 4 3 ~ 3 ’ 7 ’ 5 ~~  7 x 2 14’ 


Remarque.  Le  quotient  est  égal  au  dividende,  plus  petit  ou  plus 
gTand  que  le  dividende,  selon  que  la  fraction  diviseur  est  égale  à l’u- 
nité, plus  grande  ou  plus  petite  que  l'unité. 

182.  Les  propositions  53,  56,  57,  59,  60,  64,  65,  66,  67,  68,  69,  70, 
et  quelques-unes  de  leurs  conséquences  immédiates,  étant  fondées  sur 
des  principes  applicables  aux  nombres  fractionnaires  comme  aux  nom- 
bres entiers , s’étendent  elles-mêmes  à ces  deux  espèces  de  nombres. 

183.  Pour  diviser  des  nombres  entiers  joints  à des  fractions  par  des 
nombres  entiers  joints  à des  fractions,  on  convertit  le  dividende  en 
une  seule  fraction  (141  et  143),  ainsi  que  le  diviseur,  ce  qui  ramène  le 
calcul  à diviser  une  quantité  par  une  fraction  (151). 


(s+l):H)= 


17  . 9 _ 17  4 _ 68 

6 ’ 4 - 5 X 9 ~ 45' 
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Remarque.  L’addition,  la  soustraction  et  la  multiplication  des  nom- 
bres entiers  joints  à dos  fractions  peuvent  se  ramener  de  la  même  ma- 
nière aux  opérations  analogues  sur  les  fractions  (141, 143  et  148). 

FRACTIONS  IRRÉDUCTIBLES. 


134.  Simplifier  une  fraction  ou  la  réduire  à une  plus  simple  ex- 
pression, c’est  rendre  ses  deux  termes  plus  petits  sans  changer  sa  va- 
leur. 

138.  Une  fraction  est  irréductible  ou  réduite  à sa  plus  simple  ex- 
pression, lorsqu’elle  ne  peut  être  simplifiée.  Telles  sont  les  fractions 

2’  3’  4 (157^' 

130.  Les  deux  termes  d’une  fraction  irréductible,  \ par  exemple , 

O 

sont  premiers  entre  eux  (77). 

30 

187,  Pour  réduire  une  fraction  , , à une  plus  simple  expression,  il 

4»> 

suffit  de  diviser  ses  deux  termes  par  un  commun  diviseur  (136)  » 

30  _ 30  : 3 _ 10 
45  ~ 45  : 3 ~ 15’ 


30 

Pour  réduire  une  fraction  — à sa  plus  simple  expression,  on  divise 
ses  deux  termes  par  leur  plus  grand  commun  diviseur  15  (99)  : 


30  _ 30J15  _ 2 
45  45  ; 16  ~ 3; 

ou  encore  on  supprime  tous  les  facteurs  premiers  communs  à ses  deux 
termes  (122)  : 

30_2x3x5_2 
45  — 3 x3  x 5 “ 3’ 


138.  Le  plus  petit  commun  multiple  36  des  dénominateurs  de  plu- 
sieurs fractions  irréductibles  g > g * jTj  » est  le  plus  petit  dénomina  - 

teur  commun  auquel  on  puisse  réduire  ces  fractions  (138). 

139.  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  fractions  irréduc- 
tibles y,  est  la  fraction  qui  a pour  numérateur  le 

plus  grand  commun  diviseur  8 des  numérateurs  (101),  et  pour  dé- 
nominateur le  plus  petit  commun  multiple  140  de  leurs  dénomina- 
teurs (116). 

160.  Le  plus  petit  commun  multiple  de  plusieurs  fractions  irrèduc- 
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tibles  jj , est  la  fraction  irréductible  qui  a pour  nu- 

mérateur  le  plus  petit  commun  multiple  140  des  numérateurs  des  frac- 
tions proposées,  et  pour  dénominateur  le  plus  grand  commun  diviseur  3 
de  leurs  dénominateurs. 

NOMBRES  DÉCIMAUX. 


161 . Une  fraction  décimaleest  une  fraction  qui  a pour  dénominateur 

3 378 

une  puissance  de  10  (82  et  83).  Telles  sont  les  fractions  — et 

162.  On  nombre  décimal  est  un  nombre  composé  d’un  nombre  en- 
tier, qui  peut  être  nul,  et  d’une  ou  de  plusieurs  fractions  décimales 
dont  les  numérateurs  sont  moindres  que  la  base  10  et  dont  les  dénomi- 
nateurs sont  des  puissances  différentes  de  cette  base.  Tels  sont  les 
nombres  : 


(37 + io  + iooo)’  et  (io  + ioo  + iooo)‘ 


165.  Numération  des  nombres  décimaux.  Pour  simplifier  l’écriture 
d’un  nombre  décimal,  on  est  convenu  que  lorsque  plusieurs  chiffres 
seraient  écrits  les  uns  à la  suite  des  autres  sur  une  même  ligne  horizon- 
tale, et  séparés  en  deux  parties  par  une  virgule,  la  partie  à gauche 
exprimerait  des  unités;  le  premier  chiffre  à droite  de  la  virgule,  des 
dixiémes  ou  unités  décimales  du  •premier  ordre;  le  second,  des  cen- 
tièmes ou  des  unités  décimales  du  second  ordre,  et  ainsi  de  suite  ; de 
sorte  que  dans  un  nombre  décimal,  comme  dans  un  nombre  entier,  un 
chiffre  quelconque  placé  à la  gauche  d’un  autre  exprime  des  unités  dix 
fois  plus  grandes  que  celui-oi  (7). 


(fi  8 

37  + --  + s’écrit  37,508, 

1(i 


et  celui 


a+a+jm 

(10  100  1000/ 


s’écrit  0,357. 


Pour  énoncer  un  nombre  décimal  écrit  en  chiffres,  on  énonce  suc- 
cessivement la  partie  entière  et  la  partie  décimale,  en  ajoutant  à chaque 
énoncé  le  nom  des  unités  qu’exprime  le  premier  chiffre  à droite  de 
chaque  partie.  Ainsi  le  nombre  37,508  s’énonce  trente-sept  unités  cinq 
cent  huit  millièmes,  et  celui  0,357  s’énonce  zéro  unité  trois  cenl  cin- 
quante-sept millièmes,  ou  simplement,  en  négligeant  le  zéro,  trois  cent 
cinquante-sept  millièmes. 

Réciproquement,  pour  écrire  en  chiffres  un  nombre  décimal  énoncé, 
on  écrit  successivement  la  partie  entière,  que  l’on  remplace  par  un  0 
quand  elle  est  nulle,  la  virgule,  et  la  partie  décimale,  que  l’on  écrit 
comme  un  nombre  entier,  mais  de  manière  que  son  premier  chiffre  à 
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droite  exprime  des  unités  décimales  de  l’ordre  énoncé.  Ainsi  le  nombre 
décimal  dix-huit  unités  deux  cent  sept  dix-millièmes  s’écrit  18,01207,  et 
celui  trois  cent  cinquante-sept  millièmes  s’écrit  0,357. 

104.  Chacun  des  chiffres  placés  à la  droite  de  la  virgule  est  une  dé- 
cimale ou  un  chiffre  décimal  du  nombre  proposé.  Sa  forme  indique  sa 
valeur  absolue,  et  la  position  qu’il  occupe  sa  valeur  relative  (8). 

160.  Un  nombre  décimal  ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on  écrit  ou 
qu'on  supprime  un  ou  plusieurs  zéros  à sa  droite. 


32,45  = 32,4500,  et  3,12500  = 3,125. 


160.  Pour  mettre  un  nombre  décimal  sous  la  forme  d' une  fraction 
décimale  (161),  on  prend  pour  numérateur  de  la  fraction  demandée  le 
nombre  proposé,  abstraction  faite  de  la  virgule,  et  pour  dénomina- 
teur, l’unité  suivie  d’autant  de  zéros  qu’il  y a de  chiffres  décimaux. 


27,347  = 


27347 
100Ô  ’ 


167.  Réciproquement,  pour  mettre  une  fraction  décimale  sous  la 
forme  d'un  nombre  décimal,  il  suffit  d’écrire  son  numérateur  et  de 
séparer  sur  sa  droite  autant  de  chiffres  décimaux  qu’il  y a de  zéros  au 
dénominateur.  Dans  le  cas  où  le  nombre  des  chiffres  du  numérateur 
serait  moindre  que  celui  des  zéros  du  dénominateur,  on  y suppléerait 
en  écrivant  des  zéros  à la  gauche  du  numérateur. 


= 2,348,  et  -37-  = 0,037. 
1000  ’ 1000  ’ 


168.  Une  quantité  est  une  valeur  d’une  autre  quantité,  approchée  à 
moins  d'une  troisième  quantité,  lorsque  la  différence  des  deux  pre- 
mières quantités  est  moindre  que  la  troisième.  Ainsi  24,37  est  une 
valeur  approchée  de  24,376  à moins  de  un  centième,  parce  que  la  dif- 
férence 0,006  des  deux  premiers  nombres  est  moindre  que  0,01. 

169.  Une  valeur  d’une  quantité  est  dite  approchée  par  défaut  ou  par 
excès , suivant  qu’elle  est  plus  petite  ou  plus  grande  que  cette  quantité. 
Ainsi  8,7  est  une  valeur  de  8,76  approchée  par  défaut;  8,8  est  une  va- 
leur approchée  par  excès  (192  et  suivants). 

170.  La  valeur  la  plus  approchée  d'un  nombre  décimal,  à ?noins 
dune  unité  décimale  dun  ordre  déterminé , est  le  résultat  qu’on  obtient 
en  supprimant  dans  le  nombre  proposé  toutes  les  décimales  écrites  à la 
droite  du  chiffre  qui  exprime  des  unités  de  l’ordre  indiqué.  Ainsi  la 
valeur  du  nombre  7,46537 , approchée  à moins  d’un  millième,  est  7,465. 

171.  Pour  approcher  le  plus  possible  de  la  valeur  d'un  nombre  déci- 
mal en  ne  conservant  qu'un  nombre  déterminé  de  chiffres  décimaux,  on 
distingue  trois  cas  : 1°  si  le  premier  chiffre  qui  suit  ie  dernier  que  l’on 
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veut  conserver  est  moindre  que  5,  on  le  supprime  avec  ceux  qui  suivent  ; 
2"  s’il  est  plus  grand  que  5,  ou  si , étant  5,  il  est  suivi  d’autres  chiffres 
significatifs,  on  le  supprime  avec  ceux  qui  suivent,  et  on  augmente 
d’une  unité  le  dernier  chiffre  conservé;  3°  enfin,  s'il  est  5 sans  être 
suivi  d’autres  chiffres,  on  le  supprime  encore,  et  on  augmente  ou  non 
le  dernier  chiffre  conservé.  Dans  tous  les  cas,  l’erreur  ne  peut  excéder 
une  demi-unité  du  dernier  ordre  conservé.  En  ne  conservant  qu’un 
chiffre  décimal,  la  valeur  la  plus  approchée  de  4.8365  est  4,8;  en  en 
conservant  deux,  elle  est  4,84  ; en  en  conservant  trois,  elle  est  4,836 
ou  4,837. 

172.  Pour  multiplier  ou  pour  diviser  un  nombre  décimal  par  une 
puissance  de  10 , il  suffit  d’avancer  la  virgule  d’autant  de  rangs  vers  la 
droite  ou  vers  la  gauche  qu’il  y a d’unités  dans  le  degré  de  la  puis- 
sance (83). 

3,127  x 100  = 312,7  ; 25,83  : 1000  = 0,02583. 

Remarque.  La  même  règle  est  applicable  au  cas  où  le  dividende  est 
un  nombre  entier,  453  : 100  = 4,53. 

DES  QUATRE  OPÉRATIONS  SCR  LES  NOMBRES  DÉCIMAUX. 

173.  Pour  additionner  des  nombres  décimaux,  on  les  dispose  et  on 
opère  comme  pour  l’addition  des  nombres  entiers  (24) , en  plaçant  la 
virgule  au  résultat  sur  la  même  ligne  verticale  que  dans  les  nombres 
proposés.  (Cette  règle  est  également  applicable  au  cas  où  quelques-uns 
des  nombres  proposés  sont  entiers.) 

37,425 

8,72 

436 

0,54 

68,034 

550,719 

174.  Pour  trouver  la  différence  des  deux  nombres  décimaux,  ou 
d’un  nombre  décimal  et  d’un  nombre  entier,  on  les  dispose  et  on  opère 
comme  pour  les  nombres  entiers  (28),  en  plaçant  la  virgule  au  résultat 
sur  la  même  ligne  verticale  que  dans  les  nombres  proposés.  (Lorsqu’il 
y a plus  de  chiffres  décimaux  dans  l’un  des  nombres  que  dans  l’autre, 

on  écrit  ou  on  suppose  écrits  à la 
68,740  737  droite  de  ce  dernier  nombre  autant 

53,837  73,534  de  zéros  qu'il  est  nécessaire  pour 

1^903  663,466  qu’il  contienne  autant  de  chiffres 

décimaux  que  le  premier.) 

173.  Pour  effectuer  le  produit  de  plusieurs  nombres  décimaux,  ou 

3 
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de  plusieurs  nombres , les  uns  décimaux  et  les  autres  entiers,  on  opère 
comme  pour  les  nombres  entiers  (66),  en  faisant  abstraction  de  la  vir- 
gule, et  on  sépare  sur  la  droite  du  résultat  autant  de  chiffres  décimaux 
qu*il  y en  a dans  tous  les  facteurs  (167). 


3,27  0,2  8,75x4x6,3  = 220,500  = 220,5. 

4,005  0,3 

1635  0,06 

130800 
13,09635 

Remarque.  Tout  nombre  décimal  pouvant  être  mis  sous  la  forme 
d'une  fraction  décimale  (166),  les  principes  applicables  aux  fractions 
s’étendent  aux  nombres  décimaux  ,T50).  Ainsi , par  exemple,  le  produit 
de  plusieurs  nombres  décimaux  ne  change  pas  de  valeur  quand  on  in- 
tervertit l’ordre  des  facteurs. 

170.  Pour  diviser  un  nombre  décimal  par  un  nombre  entier , on  dis- 
pose les  opérations  comme  pour  les  nombres  entiers  (62).  Puis  on  divise 
la  partie  entière  du  dividende  par  le  diviseur,  ce  qui  donne  la  partie 
entière  du  quotients  on  convertit  le  reste  en  dixièmes,  auxquels  on 
ajoute  les  dixièmes  du  dividende,  ce  qui  se  fait  en  écrivant  simplement 
le  chiffre  des  dixièmes  du  dividende  à la  droite  du  reste;  on  divise 
le  nombre  qui  en  résulte  par  le  diviseur,  ce  qui  donne  le  chiffre  des 
dixièmes  du  quotient;  on  convertit  le  nouveau  reste  en  centièmes, 
auxquels  on  ajoute  les  centièmes  du  dividende,  c’est-à-dire  que  l’on 
écrit  le  chiffre  des  centièmes  du  dividende  à la  droite  du  nouveau  reste; 
on  divise  le  nombre  qui  en  résulte  par  le  diviseur,  ce  qui  donne  le  chiffre 
des  centièmes  du  quotient,  et  on  continue  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce 
qu’on  ait  un  reste  nul , ou  au  quotient  un  chiffre  qui  exprime  des  unités 
d’un  ordre  indiqué.  Dans  ce  dernier  cas,  on  a la  valeur  du  quotient  à 
moins  d’une  unité  décimale  de  cet  ordre.  Si  l’on  voulait  avoir  la  valeur 
la  plus  approchée  du  quotient , en  ne  conservant  qu’un  nombre  déter- 
miné de  chiffres  décimaux,  il  est  évident  qu’il  faudrait,  d’après  ce  qui 
a été  dit  n°  171,  calculer  le  chiffre  qui  suit  le  dernier  que  l’on  veut 
conserver. 

Cette  règle  est  encore  applicable  au  cas  où  le  dividende  étant  uu 
uombre  entier,  on  se  propose  d’obtenir  le  quotient  en  décimales. 


35,427  -12 

2,95225 

62 

27 

30 

60 

O 


135 

15 

30 

60 

0 


12 

11,25 
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SI  i’on  avait  demandé  ie  quotient  & moins  d'un  millième , on  aurait 
arrêté  l’opération  après  avoir  obtenu  2,952  au  quotient. 

177.  Pour  diviser  un  nombre  entier  ou  décimal  par  un  nombre  dé- 
cimal, on  prend  pour  diviseur  le  diviseur  proposé , abstraction  faite  de 
la  virgule,  et  pour  dividendo  le  nombre  qu’on  obtient  en  multipliant 
le  dividende  proposé  par  l’unité  suivie  d’autant  de  zéros  qu’il  y avait  de 
décimales  au  diviseur  (172),  ce  qui  ramène  l’opération  à la  division 
d’un  nombre  entier  ou  décimal  par  un  nombre  entier  (176).  Ainsi , pour 
diviser  3,3756  par  0,55,  on  opère  de  cette  manière  : 

337,56  _55 

22  & 7,501 

060 
15 

Remarque  1.  Les  propositions  du  n°  152  sont  encore  applicables  aux 
nombres  décimaux. 

Remarque  2.  Les  preuves  des  opérations  s'effectuent  pour  les  nom- 
bres décimaux  comme  pour  les  nombre  entiers  (25,  29,  57,  63).  Pour 
les  preuves  par  9,  on  néglige  la  virgule  (95,  95,  96,  97). 

RÉDUCTION  DES  FRACTIONS  EN  DÉCIMALES. 

178.  Dn  nombre  décimal  est  périodique , lorsqu’un  ou  plusieurs  de 

ses  chiffres  décimaux  se  reproduisent  dans  le  même  ordre  et  indéfini- 
ment: tel  est  le  nombre  2,37575 Le  nombre  75 , formé  par  les  chif- 

fres 7 et  5 qui  se  reproduisent  dans  le  même  ordre  et  indéfiniment,  est 
la  période  du  nombre  décimal. 

179.  lin  nombre  décimal  est  périodique  simple  ou  périodique  mixte 
selon  que  la  période  commence  ou  non  au  chiffre  des  dixièmes.  Ainsi 

le  nombre  décimal  3,5555 est  périodique  simple,  et  celui  2,37575 „ 

est  périodique  mixte. 

180.  Une  quantité  constante  est  limite  (rune  quantité  variable , 

lorsque  la  différence  de  ces  quantités  peut  devenir  aussi  petite  que 
l’on  veut  sans  être  nulle.  Ainsi  l'unité  est  la  limite  du  nombre  déci- 
mal 0,999 Car  on  peut  prendre  assez  de  chiffres  9 pour  que  l’excès 

de  l’unité  sur  le  nombre  qui  en  résulte  soit  moindre  qu’une  partie  ali- 
quote  ou  sous-multiple  de  l’unité  aussi  petit  que  l’on  veut  (37). 

Remarque.  Une  quantité  variable  0,999 ne  peut  avoir  qu’une 

limite  ; ou , autrement,  deux  quantités  variables  dont  les  valeurs  sont 
constamment  égales  entre  elles  ont  la  même  limite. 

181.  Réduire  une  fraction  en  décimales,  c’est  mettre  cette  fraction 
sous  la  forme  d'un  nombre  décimal. 

Ib2.  Pour  réduire  une  fraction  en  décimales,  on  divise  son  nuiné- 
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rateur  par  son  dénominateur,  en  opérant  comme  dans  la  division  d’un 
nombre  décimal  par  un  nombre  entier  (176). 

j = 3,375. 


183.  Lorsque  le  dénominateur  d'une  fraction  irréductible  (155)  ne 
contient  que  les  facteurs  premiers  2 et  5,  la  réduction  do  cette  fraction 
en  décimales  conduit  à un  quotient  exact,  dans  lequel  le  nombre  des 
chiffres  décimaux  est  égal  au  plus  grand  des  exposants  des  facteurs  2 
et  5 au  dénominateur. 


127  _ 127 
50  — 23x5 


3,175. 


184.  Toute  fraction  irréductible  dont  le  dénominateur  contient  un 
ou  plusieurs  facteurs  premiers  autres  que  2 et  5 ne  peut  pas  se  réduire 
exactement  en  décimales,  et  la  division  de  son  numérateur  par  son  dé- 
nominateur conduit  à un  quotient  périodique  (178).  * 


127  127 

30  ~ 2X3x5 


5,2333... 


183.  Toute  fraction  ~ est  la  limite  (180)  du  quotient  périodique 
oO 

5,2333...  auquel  conduit  sa  réduction  en  décimales  (182). 

7 

188.  Lorsque  le  dénominateur  d’une  fraction  irréductible  ^ ne  con- 
tient aucun  des  facteurs  2 et  5,  la  réduction  de  cette  fraction  en  déci- 
males conduit  à un  quotient  périodique  simple  (179). 


g — 2,333... 

187.  Lorsque  le  dénominateur  d’une  fraction  irréductible  contient 
un  ou  plusieurs  des  facteurs  2 et  5 avec  d'autres  facteurs  premiers,  la 
réduction  de  cette  fraction  en  décimales  conduit  à un  quotient  pé- 
riodique mixte  dans  lequel  le  nombre  des  chiffres  décimaux  non  pério- 
diques est  égal  au  plus  grand  des  exposants  des  facteurs  2 et  5 au  dé- 

85  85 

nominateur.  Ainsi  la  fraction  irréductible  ^ = is — s — = conduira 

85  2*  x 3 x 7 

à deux  chiffres  décimaux  non  périodiques. 

188.  Le  nombre  des  chiffres  contenus  dans  ta  'période  ne  peut  excé- 
der le  produit  moins  un  des  facteurs  premiers  autres  que  2 et  5 qui  en- 
trent au  dénominateur  de  la  fraction  proposée;  ainsi  dans  l’exemple 
précédent  il  ne  peut  excéder  3x7  — 1 ou  20. 

189.  Tout  nombre,  décimal  0,2727 , périodique  simple,  moindre 

que  l'unité,  et  dont  la  période  n'est  pas  9,  a pour  génératrice  la  frac- 
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tion  qui  a pour  numérateur  la  période  et  pour  dénominateur  le  nom- 
bre formé  d’autant  de  9 qu’il  y a de  chiffres  dans  la  période.  Ainsi, 

=0,2727....  (190,  Remarque.) 

190.  Tout  nombre  décimal  4,2727...,  périodique  simple,  plus  grand 
que  l’unité,  et  dont  la  période  n’est  pas  9,  provient  de  la  réduction 
d’une  fraction  en  décimales.  Il  en  est  de  même  de  toute  fraction  pério- 
dique mixte  4,342727 dont  la  période  n’est  pas  9. 

Puur  obtenir  la  fraction  génératrice  d'un  nombre  décimal  4.2727..., 
périodique  simple  et  plus  grand  que  l'unité,  il  suffit  de  prendre  pour  nu- 
mérateur la  partie  entière  suivie  de  la  période,  moins  la  partie  entière, 
et  pour  dénominateur  un  nombre  formé  d'autant  de  9 qu’il  y a de 
chiffres  dans  la  période.  Elle  est  donc 

427—4  _ 423 
99  — 99  * 

Pour  obtenir  la  fraction  génératrice  d'un  nombre  décimal  15,273434. ., 
périodique  mixte,  il  suffit  de  prendre  pour  numérateur  la  partie  entière 
suivie  de  la  partie  décimale  non  périodique  et  de  la  première  période, 
moins  la  partie  entière  suivie  de  la  partie  décimale  non  périodique,  et 
pour  dénominateur  un  nombre  formé  d’autant  de  9 qu’il  y a de  chiffres 
dans  la  période  et  suivi  d'autant  de  zéros  qu’il  y a de  chiffres  dans  la 
partie  décimale  non  périodique.  Elle  est  par  conséquent 

152734— 1527  _ 151207 
9900  “ ' 9900  * 


Remarque.  Lorsque  la  période  est  le  chiffre  9,  le  nombre  décimal  n’a 
pas  de  génératrice;  on  obtient  sa  limite  en  supprimant  les  périodes  et 
en  augmentant  d’une  unité  le  dernier  chiffre  4 droite  du  nombre  qui  en 
résulte.  On  a en  effet 


0,999...  = -=!;  4,999...= 


49-4  r 4349-431  , oc 

= 5;  4,34999...=  — — =4,35. 


900 


OPÉRATIONS  SUR  LES  NOMBRES  FRACTIONNAIRES  ET  DÉCIMAUX  COMBINÉS. 

191.  Pour  additionner  des  nombres  fractionnaires  et  décimaux,  on 
met  chaque  nombre  décimal  sous  forme  d’une  fraction  (166)  ; ce  qui  ra- 
mène l’opération  à une  addition  de  fractions  (139). 

Remarque.  Lorsque  les  nombres  décimaux  proposés  ont  un  nombre 
limité  de  chiffres  et  que  les  fractions  sont  exactement  réductibles  en 
décimales  (182),  on  peut,  en  effectuant  cette  réduction,  ramener  l’opé- 
ration à une  addition  de  nombres  décimaux. 
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On  (routera  de  même  la  différence  de  deux  nombres,  l’un  fraction- 
naire et  l'autre  décimal. 

Quant  à la  multiplication  et  à la  ditùsion  d’une  fraction  par- un 
nombre  décimal , elles  se  ramènent  aux  mêmes  opérations  sur  des  frac- 
tions, en  mettant  chaque  nombre  décimal  sous  la  forme  d’une  frac- 
tion (166),  sauf  à convertir  ensuite  la  fraction  résultante  en  déci- 
males (182). 


APPROXIMATIONS  NUMÉRIQUES.  OPÉRATIONS  ABRÉGÉES. 


102.  Lorsqu'on  remplace  une  quantité  par  une  valeur  approchée  par 
défaut  ou  par  excès  (16D),  la  différence  entre  la  valeur  exacte  et  la  va- 
leur approchée  se  nomme  erreur  absolue,  et  le  quotient  de  l'erreur  ab- 
solue par  la  valeur  exacte  est  appelée  erreur  relative. 

Ainsi  la  distance  de  deux  points  étant  de  40  mètres,  si  on  la  suppose 
égale  à 42  mètres  ou  à 38  mètres,  l'erreur  absolue  sera  de  42—40  ou 

2 1 

40—38  = 2 mètres,  et  l’erreur  relative  sera  — = — . 

40  20 

L’erreur  relative  exprime  quelle  fraction  l’erreur  absolue  commise 
est  de  la  quantié  considérée,  ou  encore  le  rapport  de  l’erreur  absolue  k 
cette  quantité  (200). 

193.  Lorsqu'on  remplace  un  nombre  entier  314159  par  314100,  ou 
un  nombre  décimal  3,14159  par  3,141,  ou  encore  0,0314169  par 
0,03141,  c’est-à-dire  lorsqu'on  supprime  des  chifTres  sur  la  droite  du 
nombre,  en  les  remplaçant  par  des  zéros  si  le  nombre  est  entier  ou  s'ils 
se  trouvent  à gauche  delà  virgule  dans  le  nombre  décimal,  l’erreur  ab- 
solue est  respectivement  59,  0,00059,  0,0000059,  nombres  formés  par 
les  chiffres  supprimés  ; et  l’erreur  relative  est 


59  _ 0,00059  _ 0,0000059 

314159  ~ 3,14159  ~ 0,0314159* 


Ces  exemples  font  voir  que,  pour  des  nombres  qui  ne  diffèrent  que 
par  la  position  de  la  virgule,  l’erreur  relative  ne  dépend  que  des  chif- 
fres supprimés,  et  non  de  la  position  de  la  virgule  ; mais  que  quant  4 
l’erreur  absolue,  elle  dépend  à la  fois  des  chiffres  supprimés  et  de  la 
position  de  la  virgule. 

V erreur  absolue  es I respectivement  moindre  que  100,  0,001  et  0,00001 , 
c'est-à-dire  qu’une  unité  de  l’ordre  du  dernier  chiffre  conservé,  et  l’er- 


...  ...  100  0,001 

reur  relative  est  moindre  que 

forte  raison  que  JgL  = ^ et  surtout  que 


0,00001 
: 0,0314159 


, et  à plus 


1000 


= 0,001 , c'est-à- 


dire  qu’une  unité  décimale  d'un  ordre  marqué  par  le  nombre  moins  un 
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des  chiffres  conservés , ce  nombre  ne  comprenant  pas  les  zéros  qui  peu- 
vent se  trouver  & gauche  du  premier  chiffre  significatif  conservé. 

Il  en  résulte  que  pour  avoir  une  valeur  approchée  par  défaut  d'un 
nombre  entier  ou  décimal  avec  une  erreur  relative  moindre  que  0,1, 
0,01,  0,001,  0,0001 il  suffit  de  conserver  respectivement  sur  la  gau- 

che du  nombre  2,  3,  h,  5....  chiffres,  à partir  du  premier  chiffre  signi- 
ficatif. Ainsi  la  valeur  approchée  par  défaut  des  nombres  314159, 
31415,9,  3,14159  et  0,0314159,  avec  une  erreur  relative  moindre  que 
0,001  est  respectivement  314100,  31410,  3,141  et  p, 05141. 

Remarque  L Lorsque  le  premier  chiffre  significatif  4 gauche  du  nom- 
bre est  plus  grand  que  1,  l’erreur  relative  fournie  par  la  règle  précé- 
dente est  moindre  qu’une  demi-unité  décimale  de  l'ordre  marqué  par  le 
nombre  moins  un  des  chiffres  conservés.  En  effet,  pour  le  nombre 
0,0314150  remplacé  par  0,03141,  l’erreur  relative  étant  moindre  que 

1 1 
2^,  elle  est  à plus  forte  raison  moindre  que  ou  qu’un  demi-mil- 
lième. 

Remarque  2.  Lorsque  le  premier  chiffre  significatif  à gauche  de  la 
partie  conservée  est  1,  et  que  le  premier  chiffre  à gauche  de  la  partie 
supprimée  est  plus  petit  que  5 ou  5 non  suivi  d’autres  chiffres  signifi- 
catifs, l’erreur  relative  est  encore  moindre  qu’une  demi-unité  de  l’or- 
dre  marqué  par  le  nombre  moins  un  des  chiffres  conservés.  En  effet,  le 
nombre  1,14137  étant  remplacé  par  1,141,  l’erreur  absolue  0,00037  est 
moindre  qu'un  demi-millième,  et  le  nombre  proposé  excédant  1000  mil- 
lièmes, l’erreur  relative  est  moindre  qu’un  demi-millième  divisé  par 
1000  millièmes  ou  par  1,  c’est-à-dire  que  un  demi-millième. 

Remarque  5.  Des  deux  remarques  précédentes  il  résulte  que  dans  la 
plupart  des  cas  (17  environ  sur  18),  la  valeur  relative  d’un  nombre  en- 
tier ou  décimal,  à la  droite  duquel  on  supprime  un  ou  plusieurs  chiffres, 
est  moindre  qu’une  demi -unité  décimale  de  l’ordre  marqué  par  le  nom- 
bre moins  1 des  chiffres  conservés  à partir  du  premier  chiffre  signifi- 
catif à gauche. 

Remarque  4.  Lorsqu’on  prend  une  valeur  approchée  par  excès  d’un 
nombre  entier  ou  décimal,  en  supprimant  des  chiffres  à sa  droite  et  en 
augmentant  d’une  unité  le  dernier  conservé,  tout  ce  qui  précède  est 
encore  applicable.  Ainsi  pour  approcher  par  excès  du  nombre  1,14159 
avec  une  erreur  relative  moindre  que  0,001,  on  le  remplacera  par 
1,142.  Le  nombre  3,14159  étant  remplacé  par  3,142,  l’erreur  relative 
sera  moindre  qu’un  demi-millième  ( Remarque  1). 

Remarque  3.  En  ne  oonservant  qu’un  nombre  déterminé  de  chiffres, 
il  est  évident  que  l'erreur  relative  sera  d’autant  plus  petite  que  l’er- 
reur absolue  sera  moindre;  il  y aura  donc  lieu  de  prendre  celle  des  va- 
leurs approchées  par  défaut  ou  par  excès  qui  donnera  la  plus  petite 
erreur  absolue  (171). 


Digitized  by  Google 


40 


PREMIÈRE  PARTIE,  —r  ARITHMÉTIQUE. 


194.  Addition.  L’erreur  absolue  de  la  somme  de  plusieurs  nombres 
dont  toutes  les  valeurs  sont  approchées  par  défaut  ou  par  excès  est 
égale  à la  somme  des  erreurs  absolues  de  ces  nombres. 

Lorsque  des  nombres  ont  des  valeurs  approchées  par  défaut  et  d’au- 
tres des  valeurs  approchées  par  excès,  on  fait  la  somme  des  erreurs  par 
défaut  et  celle  des  erreurs  par  excès,  et  la  différence  des  deux  résul- 
tats obtenus  est  l’erreur  absolue  de  la  somme  des  nombres  proposés. 
Le  sens  des  erreurs  qui  ont  fourni  la  plus  grande  somme  est  celui  de 
l’erreur  absolue  du  résultat  de  l’addition. 

L’erreur  relative  de  la  somme  de  plusieurs  nombres  est  égale  à l'er- 
reur absolue  divisée  par  cette  somme. 

Pour  calculer,  avec  une  erreur  absolue  moindre  qu’une  unité  d’un 
ordre  déterminé,  la  somme  de  moins  de  11  nombres,  on  fait  la  somme  à 
partir  des  chiffres  qui  expriment  des  unités  d’un  ordre  immédiatement 
inférieur  à celui  désigné,  en  négligeant  tous  les  chiffres  à droite.  Ainsi 
pour  calculer,  avec  une  erreur  absolue  moindre  que  0,1,  la  somme  des 
nombres  5,347,  8,7337,  0,0425,  on  fait  simplement  la  somme  des  nom- 
bres 5,34,  8,75  et  0,04.  En  effet,  l’erreur  absolue  sur  chaque  nombre 
étant  plus  petite  que  0,01,  comme  il  y a moins  de  11  nombres,  l’erreur 
absolue  de  la  somme  sera  plus  petite  que  0,01  x 10  = 0,1. 

S'il  y avait  plus  de  10  nombres  et  moins  de  101,  on  prendrait  un 
chiffre  décimal  de  plus  en  faisant  la  somme. 

Soit  maintenant  à calculer  la  somme  des  nombres  75,347,  8,7537  et 
0,6425  avec  une  erreur  relative  moindre  que  0,01. 

On  fait  la  somme  70  + 8 + 0,6=78,6  des  nombres  formés  par  les  pre- 
miers chiffres  à gauche  des  nombres  proposés;  on  divise  cette  somme 
par  100,  formé  de  l’unité  suivie  d’autant  de  zéros  que  l’indique  l’ordre 
de  l’unité  énoncé  (0,01),  ce  qui  donne  0,786;  on  divise  cette  somme  par 
le  nombre  3 des  nombres  à ajouter,  et  le  premier  chiffre  à gauche  du 
quotient  0,262  exprimant  des  dixièmes,  cela  indique  qu'il  suffit  de 
prendre  chacun  des  nombres  proposés  avec  un  chiffre  décimal  seule- 
ment. Si  ce  premier  chiffre  à gauche  avait  exprimé  des  centièmes,  on 
aurait  pris  les  nombres  avec  deux  chiffres  décimaux;  s’il  avait  exprimé 
des  millièmes,  on  en  aurait  pris  trois... 

Ainsi  la  somme  cherchée  est  75,3  + 8,7  + 0,6  = 84,6.  En  effet,  l’erreur 
relative  de  la  somme  des  nombres  proposés  devenant  moindre  que 
0,01  dès  que  l’erreur  absolue  est  moindre  que  la  centième  partie  de 
cette  somme  (193),  comme  la  somme  des  nombres  proposés  est  plus 
grande  que  70  + 8 + 0,6  = 78,6,  et  que,  par  suite,  sa  centième  partie  est 
plus  grande  que  78,6x0,01  = 0,786,  en  prenant  chacun  des  nombres 

0 786 

proposés  avec  une  erreur  absolue  moindre  que  = 0,262  et  moin- 

O 

dre  surtout  que  0,1,  ce  que  l’on  fait  en  les  prenant  avec  un  chiffre  dé- 
cimal, on  est  sûr  que  l’erreur  absolue  de  leur  somme  sera  moindre  que 


Digitlzed  by  Google 


uvrb  nr.  — fractions  bt  nombrbs  décimaux. 


41 


0,786  et  à plus  forte  raison  que  la  centième  partie  de  la  somme  des  nom- 
bres proposés  : la  somme  ainsi  calculée  satisfait  donc  à la  question. 

1 Oit.  Soustraction.  Le  plus  grand  nombre  étant  la  somme  du  plus 
petit  et  de  la  différence,  selon  que  les  erreurs  absolues  des  deux  nom- 
bres proposés  ont  un  même  sens,  c’est-à-dire  sont  toutes  les  deux  par  dé- 
faut ou  par  excès,  ou  que  ces  erreurs  sont  de  sens  contraires,  l’erreur 
absolue  du  résultat  est  égale  à la  différence  ou  à la  somme  des  erreurs 
absolues  de  ces  nombres  : 

8,67  8,6  0,07  8,7  0,03 

3^24  «L2  M4  (U  M4 

5,43  0,03  5,5  0,07 

D'après  ce  qui  a été  dit  pour  l’addition  (194),  il  résulte  que  pour  cal- 
culer la  différence  de  deux  nombres  75,3478  et  26,5963  avec  une  erreur 
relative  moindre  que  0,01,  par  exemple,  on  prend  la  différence 
70  —20=50  des  nombres  formés  par  les  premiers  chiffres  à gauche  de 
ces  nombres;  on  multiplie  cette  différence  par  l’unité  indiquée  0,01,  ce 
qui  donne  0,5;  on  prend  la  moitié  0,25  de  ce  produit,  et  le  premier 
chiffre  2 à gauche  de  cette  moitié  exprimant  des  dixièmes,  cela  indique 
qu’il  suffit  de  prendre  chacun  dos  nombres  proposés  avec  un  chiffre 
décimal  ; ce  qui  donne  75,3—26,5  = 48,8  pour  le  résultat  demandé. 

190.  Multiplication. 

1"  L’erreur  absolue  d’un  produit  de  deux  facteurs,  dont  l’un  est  ap- 
proché par  défaut  ou  par  excès  à moins  d’une  quantité,  est  égale  au 
produit  de  l'erreur  absolue  du  facteur  modifié  par  l’autre  facteur.  Quant 
à l’erreur  relative  du  produit,  elle  est  égale  à l’erreur  relative  du  fac- 
teur modifié  (193). 

Soit  à calculer  à moins  de  0,01  le  produit  3,1415926  x 271,8.  L’er- 
reur absolue  du  produit  étant  égale  à l’erreur  absolue  du  multiplicande 
multipliée  par  271,8,  il  suffit  de  prendre  le  multiplicande  avec  une  er- 
reur absolue  moindre  que  et  à plus  forte  raison  plus  petite  que 
.271,0 

= 0,00001  ; ce  qui  donne  3,14159. 

Cela  revient  à prendre  le  facteur  modifié  avec  un  nombre  de  chiffres 
décimaux  égal  à celui  que  l’on  veut  avoir  au  produit , plus  celui  des 
chiffres  de  la  partie  entière  du  facteur  non  modifié. 

Pour  calculer  le  même  produit  avec  une  erreur  relative  moindre  que 
0,01,  il  suffit  de  prendre  le  facteur  modifié  avec  une  erreur  relative 
moindre  que  0,01,  c’est-à-dire  avec  trois  chiffres  décimaux  (193),  ce 
qui  donne  3,141  x 271,8. 

2”  Lorsque  les  deux  facteurs  d'un  produit  sont  remplacés  par  des  va- 
leurs approchées  par  défaut,  l’erreur  absolue  du  produit  est  moindre 
que  la  somme  des  produits  de  chacun  des  facteurs  par  l’erreur  absolue 
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de  l’autre  faoteur,  d'une  quantité  égale  au  produit  dea  erreurs  absolues 
des  deux  facteurs.  L'erreur  relative  du  produit  est  moindre  que  la 
somme  des  erreurs  relatives  des  deux  facteurs. 

Soit  à calculer  le  produit  314,15826...  x 27,18381838...  avec  une  er- 
reur absolue  moindre  que  0,01.  L'erreur  absolue  du  produit  répondra  à 

la  question  dès  qu'elle  sera  moindre  que  + ^ïT7t  et  & plus  forte 

40  Oltl 

raison  que  =0,00016...  + 0,800012...,  condition  qui  sera 

oO  t|ÜU 

satisfaite  en  prenant  le  premier  facteur  avec  4 chiffres  décimaux  et  le 
second  avec  5. 

Au  lieu  de  diviser  en  deux  parties  égales  l'erreur  absolue  0,01,  on 
peut  la  diviser  d’une  manière  quelconque  pourvu  que  la  somme  des 
deux  parties  soit  égale  à 0,01. 

Pour  avoir  le  produit  précédent  avec  une  erreur  relative  moindre  que 
0,01,  il  suffit  que  l’erreur  relative  de  chaque  facteur  soit  moindre  que 
0,005,  et  à plus  forte  raison  que  0,001  ; ce  qui  conduit  à prendre  les  4 
chiffres  à gauche  de  chacun  des  facteurs,  et  on  a 314,1  x 27,18. 

L’erreur  relative  d’un  produit  de  plusieurs  facteurs  remplacés  par 
des  valeurs  approchées  par  défaut  est  moindre  que  la  somme  des  er- 
reurs relatives  de  tous  les  facteurs  ; et  l’erreur  relative  de  la  puissance 
d’un  nombre  remplacé  par  une  valeur  approchée  par  défaut  est  moin- 
dre que  le  produit  de  l’erreur  relative  de  ce  nombre  par  le  degré  de  la 
puissance. 

Soit  à calculer,  avec  une  erreur  relative  moindre  que  0,01,  le  produit 

814.15926.. .  x 27,18281828...  x 2,34246755...  11  suffit  que  la  somme  des 
erreurs  relatives  des  faoteurs  soit  moindre  que  0,01  ; par  conséquent , 
en  prenant  chacun  des  facteurs  avec  une  erreur  relative  moindre  que 

et  surtout  que  0,001,  ce  qui  conduit  au  produit  314,1x27,18  x 

2,342,  on  est  sûr  de  satisfaire  à la  question  (193). 

Pour  un  produit  de  valeurs  approchées  314,15  x 27,18x2,34,  es  er- 
reurs relatives  des  facteurs  étant  respectivement  moindres  que  0,0001, 
0,001  et  0,01,  dont  la  somme  est  0,0111,  on  en  conclut  que  l’erreur  re- 
lative du  produit  est  moindre  que  0,1,  et  probablement  môme  que  0,01. 
SI  l’on  demandait  le  produit  314,15926....  x 27,18281828....  x 

2.34246735.. .  avec  une  erreur  absolue  moindre  que  0,1,  on  remarque- 
rait qu’il  suffit  que  l’erreur  relative  soit  moindre  que  0,1  divisé  par  un 
nombre  320  x 30  x 3=  28800  plus  grand  que  le  produit  ; ce  qui  fait  pour 

chaque  facteur  une  erreur  relative  moindre  que  ^ x°^8oô  “ ~8G'iO(T 

et  à plus  forte  raison  moindre  que  =0,000001  ; ce  qui  indique  qu’il 

faut  prendre  chaque  facteur  avec  ses  7 premiers  chiffres  à gauche: 
314,1592  x 27,18281  x 2,342467. 
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197.  Multiplication  abrégée  (COughtred . Pour  calculer,  à moins 
d'une  unité  entière  ou  décimale,  0,1  par  exemple,  le  produit  de  deux 
nombres  entiers  ou  décimaux,  3, 1416926...  x 32,18642.,.  (suivre  l’opé- 
ration suivante)  on  écrit,  dans  un  ordre  inverse,  les  chiffres  du  multi- 
plicateur sous  le  multiplicande,  de  manière  que  le  chiffre  2 des  unités 
simples  corresponde  h celui  1 du  multiplicande,  qui  exprime  des  (0,001) 
unités  cent  fois  plus  petites  que  celles  de  l’ordre  énoncé  (0,1);  puis,  à 
partir  de  la  droite,  on  multiplie  successivement  le  multiplicande  par 
chaque  chiffre  du  multiplicateur,  en  négligeant  les  chiffres  du  multi- 
plicande qui  se  trouvent  à la  droite  de  celui  qui  sert  de  multiplicateur 
(Pour  le  chiffre  3,  par  exemple,  on  néglige  926...);  ce  qui  conduit  à ne 
pas  employer  les  chiffres  du  multiplicateur  qui  se  trouvent  à gauche  du 
dernier  chiffre  3 du  multiplicande.  On  écrit  les  produits  partiels  sous 
le  multiplicateur,  en  plaçant  leurs  premiers  chiffres  à droite  dans  une 
mémo  colonne  verticale,  et  on  en  fait  la  somme  en  les  considérant 
comme  exprimant  des  unités  cent  fois  plus  petites  que  celle  de  l’ordre 
énoncé  (0,1);  enfin  on  supprime  deux  chiffres  (07)  sur  la  droite  du  ré- 
sultat, et  on  augmente  d’une  unité  le  dernier  chiffre  conservé.  On  ob- 
tient ainsi  101,2  pour  le  produit  cherché 

3,14  15926...  v ' 

..46  8 1,23 
94  2 45 
6 2 82 
3 14 
2 48 
18 

10  1,1  07 

10  1,2 

Remarque.  La  règle  précédente  suppose  le  cas  le  plus  général  où  la 
somme  des  chiffres  employés  au  multiplicateur,  augmentée  du  premier 
chiffre  négligé  4,  est  plus  grande  que  10  et  moindre  que  101.  Dans  le 
cas  où  cette  somme  ne  dépasserait  pas  10,  et  dans  celui  où  elle  serait 
comprise  entre  100  et  1001,  on  opérerait  encore  de  la  môme  manière, 
mais  en  écrivant  le  chiffre  des  unités  du  multiplicateur  respectivement 
sous  le  chiffre  du  multiplicande  qui  exprime  des  unités  dix  fois  ou 
mille  fols  plus  petites  que  celles  de  l'ordre  énoncé, 

198.  Division. 

Quand  on  remplace  le  dividende  par  une  valeur  approchée  par  dé- 
faut ou  par  excès  (192; , l’erreur  absolue  du  quotient  est  égale  à l’erreur 
absolue  du  dividende  divisée  par  le  diviseur,  et  son  erreur  relative  est 

3 1A159  3 il\ 

égale  à celle  du  dividende.  Ainsi  remplaçant  —55 — par  -^r,  l’erreur 

oo  uo 

. , . 0,00159  . , it  , 0,00159 

absolue  du  quotient  est  — ag— , et  son  erreur  relative  est  3 1/lldg- 
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Quand  on  remplace  le  diviseur  par  une  valeur  approchée  par  défaut 
ou  par  excès,  l'erreur  absolue  du  quotient  est  égale  à ce  quotient  mul- 
tiplié par  l’erreur  absolue  du  diviseur  divisée  par  sa  valeur  approchée, 
et  son  erreur  relative  est  égale  à l’erreur  absolue  du  diviseur  divisée 

38  38 

par  sa  valeur  approchée.  Ainsi,  remplaçant  ■ ■ . - par  5-ry  l'erreur 

U^lLllâ9  Uylt| 

...  , 38  0,00159  . . 

absolue  du  quotient  est  x - -,  et  son  erreur  relative  est 

U|lt|lü«;  0)X_| 

0,00159 

3,15  ’ 

De  l’expression  de  l’erreur  relative  il  découle  que,  suivant  que  le  di- 
viseur est  approché  par  défaut  ou  par  excès,  l’erreur  relative  du  quo- 
tient est  plus  grande  ou  plus  petite  que  celle  du  diviseur  ; et  de  celle  de 
l’erreur  absolue  il  résulte  que  quand  la  partie  entière  du  diviseur  est 
plus  grande  que  le  quotient  multiplié  par  un  nombre  a,  si  l'on  remplace 
ce  diviseur  par  sa  partie  entière,  l’erreur  absolue  du  quotient  est 

1 8 8 8 

moindre  que  -,  Ainsi,  remplaçant  — = par  -,  comme  on  a 6 > r-=  x 5 , 
ci  0,7  o o,/ 

1 

Terreur  absolue  sera  moindre  que 

Le  dividende  étant  égal  au  produit  du  diviseur  par  le  quotient,  l’er- 
reur relative  du  quotient  pourra  être  considérée  comme  étant  égale  à la 
différence  des  erreurs  relatives  du  dividende  et  du  diviseur  (2°  196),  et, 
par  suite,  moindre  que  l’une  d’elles  au  moins.  Par  conséquent,  pour 
rendre  l’erreur  relative  du  quotient  de  deux  nombres  moindre  que  0.1, 
0,01,0,001...,  on  rendra  les  erreurs  relatives  de  ces  deux  nombres  moin- 
dres que  ces  mêmes  quantités,  c’est-à-dire  qu’on  prendra  respective- 
ment les  2,  3,  5...  premiers  chiffres  à gauche  du  dividende  et  du  diviseur. 
Ainsi  pour  calculer,  avec  une  erreur  relative  moindre  que  0,001,  le  quo- 
tient de  3,1515926...  par  32,1865...  on  divisera  3,151  par  32,18. 

199.  Division  abrégée.  Pour  calculer  à moins  d’une  unité  entière  ou 
décimale,  0,001  par  exemple,  le  quotient  d’un  nombre  entier  ou  décimal 
par  un  nombre  entier  ou  décimal,  3,15159265...  par  0,32186518...  par 
exemple,  on  commence  par  déterminer  le  nombre  1 des  chiffres  qu’il  y 
aura  à la  partie  entière  du  quotient  (62),  et,  par  suite,  le  nombre  total 
n = l+  3=5  des  chiffres  qu’il  y aura  au  quotient  cherché.  Si  la  partie 
entière  était  nulle,  on  aurait  ti=3;  si  de  plus  le  chiffre  des  dixièmes  du 
quotient  était  égal  à 0,  ou  aurait  n =2  ; et  si  le  chiffre  des  centièmes 
était  encore  nul,  on  aurait  n=l;  (l’inspection  du  dividende  et  du  di- 
viseur fait  facilement  reconnaître  de  quel  ordre  seront  les  plus  hautes 
unités  du  quotient,  et,  par  suite,  quelle  sera  la  valeur  de  îî).  Puis, 
(suivre  sur  l’opération  suivante)  faisant  abstraction  des  virgules  du  di- 
vidende et  du  diviseur,  on  prend  sur  la  gauche  du  diviseur  juste  assez 
de  chiffres  pour  que  le  nombre  32  qui  en  résulte  soit  au  -moins  égal  à 
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n = 4;  à la  droite  de  32  on  écrit  les  n=4  chiffres  suivants  du  diviseur, 
et  le  nombre  321864  qui  en  résulte  est  le  premier  diviseur  partiel.  Pour 
former  le  premier  dividende  partiel , on  sépare  sur  la  gauche  du  divi- 
dende juste  assez  de  chiffres  pour  que  le  nombre  décimal  3141592,65... 
qui  en  résulte  soit  au  moins  égal  au  nombre  décimal  321864,18.  ..  formé 
en  plaçant  dans  le  diviseur  donné  une  virgule  à la  droite  du  premier 
diviseur  partiel,  et  la  partie  3141592  séparée  à gauche  du  dividende 
est  le  premier  dividende  partiel.  Le  quotient  9 de  la  division  du  premier 
dividende  partiel  par  le  premier  diviseur  partiel  est  le  premier  chiffre 
à gauche  du  quotient  cherché.  On  prend  le  reste  obtenu  244816  pour 
second  dividende  partiel , et  en  négligeant  le  premier  chiffre  4 à la 
droite  du  premier  diviseur  partiel,  le  nombre  32186  ainsi  formé  est  le 
second  diviseur  partiel;  le  quotient  7 de  244816  par  32186  est  le  second 
chiffre  du  quotient  demandé.  Prenant  le  nouveau  reste  19514  pour  troi- 
sième dividende  partiel,  et  le  nombre  3218,  obtenu  en  supprimant  le 
premier  chiffre  6 à droite  du  second  diviseur  partiel,  pour  troisième 
diviseur  partiel , et  continuant  ainsi  de  suite  jusqu’à  ce  qu’on  ait  obtenu 
les  ts=4  chiffres  du  quotient,  en  séparant  sur  la  droite  assez  de  chif- 
fres pour  que  le  premier  à droite  exprime  des  unités  de  l’ordre  énoncé 
(des  0,001),  le  nombre  9,760  que  l’on  obtient  est  le  quotient  cherché. 

3,14159265...  0,32186418...  3141592  321'8'6'4 

— 244816  Q non 

19514  9,760 

206 


Il  peut  arriver  qu’un  dividende  partiel  contienne  10  fois  le  diviseur 
partiel  correspondant,  alors  on  prend  10  pour  quotient  partiel , c’est-à- 
dire  qu’on  écrit  0 au  quotient  et  augmente  d’une  unité  le  dernier  chif- 
fre précédemment  obtenu  ; en  continuant  la  règle,  on  arrive  à des  0 
pour  tous  les  chiffres  suivants.  Le  quotient  que  l’on  obtient  dans  ce  cas 
est  toujours  approché  par  excès  à moins  d’une  unité  de  l’ordre  énoncé. 
Un  exemple  qui  est  dans  ce  cas  est  celui  où  l’on  a à calculer,  à moins  de 
0,001,  le  quotient  de  26,389292...  .par  3,1415926. 


2638929 

125657 

31412 

2 


314'1'5'9 

~ 83 
10 

8,400 


DÉFINITIONS  RELATIVES  AUX  MESURES  USITÉES. 

S OO.  Le  rapport  de  deux  quantités  de  même  espèce  est  un  nombre  tel, 
qu'en  multipliant  la  seconde  des  deux  quantités  par  ce  nombre,  on  re- 
produit la  première.  Ainsi,  par  exemple,  lorsqu’une  longueur  contient 
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5 fols  exactement  une  autre  longueur,  le  rapport  de  la  première  lon- 
gueur à la  seconde  est  égal  à 6,  et  le  rapport  de  la  seconde  à la  pre- 
mière est  égal  à 1/5. 

Rcmarqu e.  Le  rapport  d'un  nombre  à un  autre  est  égal  au  quotient 
de  la  division  du  premier  par  le  second,  ou  encore  à une  fraction  qui 
a le  premier  nombre  pour  numérateur  et  le  second  pour  dénomina- 
teur (131). 

SOI . Rapporter  une  quantité  à une  autre,  c’est  chercher  le  rapport 
de  la  première  à la  seconde, 

202.  On  nomme  unité  ou  mesure,  toute  quantité  à laquelle  on  rap- 
porte d’autres  quantités  de  même  espèce  pour  se  former  une  idée  de 
leur  grandeur.  Le  nombre  un,  qu'il  est  inutile  et  d'ailleurs  impossible 
de  définir,  est  l 'unité  numérique  (5). 

203.  Mesurer  une  quantité,  c’est  la  rapporter  à l’unité  de  son  espèce. 

204.  Le  rapport  d’une  quantité  à l’unité  de  son  espèce  est  la  mesure 
de  cette  quantité. 

203.  Une  quantité  est  une  commune  mesure  de  plusieurs  autres  quan- 
tités, lorsqu’elle  est  contenue  une  ou  plusieurs  fois  exactement  dans 
chacune  d’elles. 

200.  Deux  quantités  sont  commensurables  ou  incommensurables , se- 
lon qu’elles  ont  une  commune  mesure  ou  qu’elles  n’en  ont  pas.  Ou  dit 
aussi  dans  les  mêmes  cas,  que  le  rapport  de  ces  deux  quantités  est  com- 
mensurable  Ou  incommensurable. 

207.  La  moyenne  de  plusieurs  quantités  de  même  espèce  est  le  quo- 
tient de  la  somme  de  ces  quantités  par  leur  nombre  : ainsi  la  moyenne 

dos  nombres  3,  7 et  5 est  — - 5 =5. 

U 

SYSTÈME  MÉTRIQUE. 

200.  Op  désigne  sous  le  nom  de  système  métrique,  l’ensemble  des 
unités  ou  mesures  qui  ont  pour  base  le  mètre,  qui  est  la  dix-miilio- 
nième  partie  du  quart  du  méridien  terrestre  (202). 

20il  Le  système  métrique  comprend  cinq  principales  unités,  qui 
sont  : l’unité  linéaire  ou  de  longueur;  l’unité  de  superficie  on  de  sur- 
face; l'unité  de  volume  ou  de  capacité;  l’unité  de  poids,  et  l'unité 
monétaire. 

1"  L’unité  linéaire  est  lo  nu  ire  (208). 

2"  L’unité  de  surface  est  le  mètre  carré,  ou  le  carré  qui  a un  mètre 
de  côté. 

Les  surfaces  des  terrains  s'évaluent  en  ares  : l'are  est  un  carré  dont 
le  cêté  a JO  mètres  ; il  équivaut  à 100  mètres  carrés. 

3°  L’unité  de  volume  est  le  mètre  cube,  ou  le  cube  qui  a un  mètre 
de  cété. 
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Le  mètre  cube  se  désigne  sous  le  nom  de  stère  lorsqu’il  s’agit  de  la 
mesura  des  bois. 

Pour  mesurer  les  grains  et  les  liquides  on  emploie  le  litre , qui  est 
un  cylindre  creux  dont  la  capacité  est  un  décimètre  cube,  ou  un  cube 
qui  a pour  côté  la  dixième  partie  du  mètre;  il  équivaut  à la  millième 
partie  d’un  mètre  cube. 

h'  L’unité  de  poids  est  le  gramme,  ou  le  poids  d’un  centimètre  cube 
d’eau  distillée,  prise  à son  maximum  de  densité,  qui  correspond  à la 
température  de  U degrés  centigrades  au-dessus  de  zéro.  Le  centimètre 
cube  est  un  cube  qui  a pour  côté  la  centième  partie  du  mètre  ; il  équi- 
vaut à la  millième  partie  d’un  décimètre  cube  ou  à la  millionième  partie 
d’un  mètre  cube. 

5“  L’unité  monétaire  est  le  franc;  le  franc  est  une  pièce  qui  se  com- 
pose de  quatre  grammes  et  demi  d’argent  alliés  avec  un  demi-gramme 
de  cuivre. 

210.  Pour  exprimer,  dans  le  système  métrique,  les  multiples  d'une 
unité,  on  fait  précéder  le  nom  de  cette  unité  îles  mots  déca,  hecto, 
kilo,  myria,  qui  signifient  respectivement  10,  100,  1000,  10000.  Ainsi, 
pour  exprimer  1000  grammes,  on  dit  un  kilogramme,  et  pour  expri- 
mer 10000  mètres,  on  dit  un  myriamètrc.  Ces  mots  ne  sont  pas  em- 
ployés pour  désigner  les  multiples  de  l’unité  monétaire. 

Pour  exprimer  les  sous-multiples  d'une  unité  (37),  on  fait  précéder 
le  nom  de  cette  unité  des  mots  déci,  centi,  milli,  qui  signifient  res- 
111 

pectivement  ^ . Ainsi,  pour  exprimer  la  centième  partie 

du  gramme,  on  dit  un  centigramme , et  pour  exprimer  la  millième 
partie  du  mètre,  on  dit  un  millimètre. 

lorsqu'il  s’agit  de  l’unité  monétaire,  on  remplace  le  mot  franc  par 
la  terminaison  me;  ainsi,  au  lieu  de  dire  un  décifranc,  un  centifranc, 
un  millifranc,  on  dit  un  décime,  un  centime,  un  millime. 

211.  Dans  le  système  métrique,  les  unités  multiples  de  l’unité  prin- 
cipale étant , comme  dans  les  nombres  décimaux , de  dix  en  dix  fois 
plus  grands,  et  les  unités  sous-multiples  étant  de  dix  en  dix  fois  plus 
petits,  il  en  résulte: 

1°  Qu'un  nombre  déiimal  concret  (12)  s’énonce  comme  un  nom- 
bre décimal  abstrait(163),  mais  en  remplaçant  le  nom  de  l’unité  abstraite 
par  celui  de  l’unité  concrète  qu’elle  représente.  Ainsi  le  nombre  325,87, 
considéré  comme  exprimant  des  mètres,  s'énonce  325  mètres  87  cen- 
timètres. 

2“  Qu’un  nombre  décimal  concret  s'écrit  comme  un  nombre  décimal 
abstrait,  mais  en  mettant  à la  droite  et  un  peu  au-dessus  du  chiffre  des 
unités  la  lettre  initiale  du  mot  qui  exprime  l'imité  concrète.  Ainsi  le 
nombre  précédent  s’écrit  325“,87. 

212.  Les  mesures  dont  on  fait  principalement  usage  sont  ; 
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I”  Pour  les  longueurs  : 

myriamétre , kilomètre , décamètre , mitre , décimètre , centimètre , millimètre , 
qui  valent  respectivement  en  mètres  : 

10000”  1000”  10”  I”  0”,1  0”,0I  0",004 

Dans  l'industrie  on  se  sert  ordinairement  du  mètre;  dans  l'arpentage  on  mesure  les 
distances  avec  une  chaîne  qui  a I décamètre  de  longueur  ; les  distances  géographiques 
s'évaluent  en  myriamèlrcs  ou  en  kilomètres,  cl  quelquefois  en  lieues  de  poste.  La  lieue 
de  poste  vaut  4 kilomètres  ou  4000  mètres 

2°  Pour  les  surfaces  : 

mètre  carre,  décimètre  carré , centimètre  carré,  millimètre  carré , 
qui  valent  en  mètres  carrés  : 

(m.e.  O”- c ,01  0m-  o-, 0001  0m- «•, 000001 

On  voit  que  le  décimètre  carré  n'est  que  le  0,01  d'un  mètre  carré. 

hectare , are,  déciare,  centiare , 
dont  les  valeurs  respectives  en  ares  do  100  mètres  carrés  sont  : 

100«  4«  0*,|d  0*,0I« 

3*  Pour  les  Tolumes  : 

mètre  cube , décimètre  cube , centimètre  cube , millimétré  cube , 
qui  valent  en  mètres  cubes  : 

1m-  c.  oblcu.,001  0”  000001  0®.  «>,000000001 

On  voit  que  le  décimètre  cube  n’est  que  le  0,001  du  mètre  cube. 

hectolitre,  décalitre,  litre,  décilitre,  centilitre, 
qui  valent  en  litres  : 

I00>  101  O 0l,l  01,01 

décastère,  stère,  décistire,  cenlislire,  ministère, 
qui  valent  en  mètres  cubes  ou  en  stères  : 

10*1  1*1  0*1,1  0*t,0l  0*1,001 

Dans  les  chantiers  de  Paris  le  bois  de  chauffage  sc  mesure  le  plus  souvent  i la  voie  , 
qui  vaut  2 stères. 

4"  Pour  les  poids  : 

myriagramme , kitog,,  heciog,,  décag.,  gramme,  décig.,  cenlig.,  millig., 
qui  valent  en  grammes  : 

10000*  1000*  100*  10*  I*  0*,1  0«,0I  0«,00l 

Dans  l'industrie,  pour  évaluer  des  poids  considérables,  on  fait  quelquefois  usage  du 
quintal  métrique , qui  vaut  100  kilogrammes,  et  du  millier,  qui  vaut  10  quintaux 
métriques  ou  1000  kilogrammes.  Dans  la  marine  on  emploie  le  tonneau,  qui  est  de 
1000  kilogrammes.  Pour  le  transport  des  marchandises  sur  routes,  chemins  de  fer  et 
canaux  on  fait  usage  de  la  tonne,  qui  vaut  1000  kilogrammes. 
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5°  Pour  le»  monnaies  : 

franc , décime , centime , 

dont  la  râleur  en  France  est  : 

I'  0',t  01,01 

215.  En  faisant  fondre  ensemble  plusieurs  métaux  on  obtient  un 
alliage. 

Le  titre  de  l’alliage  par  rapport  à l’un  des  métaux  qui  le  composent 
est  le  rapport  du  poids  de  ce  métal  à celui  de  l’alliage.  Ainsi  en  faisant 
fondre  ensemble  0 grammes  d’argent  et  1 gramme  de  cuivre,  par  rap 

9 

port  à l’argent  le  titre  de  l’alliage  est  — . 

Les  métaux  précieux,  comme  l’or  et  l’argent,  sont  appelés  métaux 
fins,  et  l’alliage  précédent  est  dit  à 9/10  de  fin. 

214.  Le  système  monétaire  français  se  compose  de  pièces  d’or,  d’ar- 
gent et  de  bronze.  Les  pièces  d’or  et  d’argent  sont  au  titre  de  0,9  de  (in 
avec  une  tolérance  de  0,002  en  plus  ou  en  moins,  et  celles  en  bronze 
se  composent  de  95  de  cuivre , U d’étain  et  1 de  zinc. 

Les  difficultés  d’exécution  ont  fait  admettre  une  tolérance  sur  les 
poids  des  pièces  comme  sur  les  titres. 


Tableau  des  valeurs  nominales,  des  poids  et  des  diamètres 
des  pièces  de  monnaie. 


VÀLEULS  UES  PIÈCES. 

POIDS. 

TOLÉRANCES 

du  poids 
par 

kilogramme. 

DIAJliTRES. 

■ 

OI\. 

grammes. 

gramme*. 

millimètre*. 

100 

franc!.  . 

33,35800 

i 

35 

50 

id • 

16,11900 

s 

28 

20 

id 

6,45161 

3 

21 

10 

id 

3,32580 

3 

19 

5 

id 

1,61390 

3 

17 

ARGENT. 

G 

francs 

25 

3 

37 

3 

id 

10 

5 

37 

1 

id 

S 

s 

33 

50 

confîmes 

2,5 

7 

18 

30 

id 

1 

10 

15 

Ct’IYRE. 

10 

centimes 

10 

10 

30 

5 

id 

5 

10 

25 

o 

id 

2 

15 

20 

id. 

1 

13 

15 

k 
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A l’aide  de  ce  tableau  il  est  facile  de  faire  voir,  qu’à  poids  égal,  la 
monnaie  d’or  vaut  15  fois  et  demie  celle  d’argent,  et  que  celle  de  cuivre 
vaut  20  fois  moins. 

21.5.  Unités  de  temps.  Les  diverses  unités  de  temps  ne  sont  pas  liées 
entre  elles  par  la  loi  décimale,  et  elles  sont  indépendantes  du  système 
métrique  (208). 

Le  jour  vrai  est  le  temps  qui  s’écoule  entre  deux  passages  consécu- 
tifs du  soleil  au  même  méridien  terrestre,  et  d'un  même  côté  de  l'axe 
de  la  terre. 

L'annnée  solaire  est  le  temps  que  met  la  terre  à faire  une  révolution 
entière  autour  du  soleil  ; elle  se  compose  d’un  nombre  de  jours  vrais 
compris  entre  305  et  366. 

L’année  solaire  est  constante , mais  les  jours  vrais  dont  elle  se  com- 
pose n’ont  pas  tous  la  même  durée. 

L 'unité  principale  de  temps  est  le  jour  moyen  ou  la  valeur  moyenne 
des  365  jours  vrais  qui  font  partie  de  l’année  solaire.  Le  jour  moyen 
se  divise  en  25  portions  égales  appelées  heures,  l’heure  en  60  parties 
égales  qu’on  appelle  minutes,  la  minute  en  60  parties  égales  dites 
secondes. 

Pour  qu’un  nombre  écrit  en  chiffres  exprime  des  minutes  ou  des 
secondes , on  écrit  un  ou  deux  accents  à la  droite  et  un  peu  au-dessus 
du  nombre  proposé.  Ainsi,  3*  8"  35'  55"  représente  3 jours  8 heures 
35  minutes  55  secmdes. 

Remarque.  Le  rapport  de  l’année  solaire  au  jour  moyen  est  environ 
365,25225. 

L 'année  civile  est  l’année  solaire  appropriée  aux  usages  civils,  c’est- 
à-dire  diminuée  ou  augmentée  de  manière  que  le  temps  qui  en  résulte 
se  compose  toujours  d’un  nombre  entier  365  ou  366  jours  moyens. 

Cent  années  consécutives  forment  un  siècle. 

L’année  civile  se  divise  en  12  parties  qu’on  appelle  mois,  et  qui  se 
désignent  sous  les  noms  de  janvier,  février,  mars , avril , mai , juin , 
juillet , août,  septembre,  octobre,  novembre,  décembre.  Avril,  juin, 
septembre  et  novembre  se  composent  chacun  de  30  jours  moyens; 
février  en  contient  ordinairement  28,  et  chacun  des  7 autres  mois  se 
compose  de  31  jours,  ce  qui  reproduit  les  365  jours  qui  forment  la 
durée  ordinaire  de  l’année  civile. 

L’excèsde  l’année  solaire  surl’année  civile  ordinaire  étant  O5, 25 225, 
on  voit  que  si  l’année  civile  se  composait  constamment  de  365  jours, 
elle  serait , au  bout  de  5 ans , en  avance  sur  l’année  solaire  de  01, 969  : 
c’est  pourquoi  tous  les  5 ans  on  ajoute  un  jour  à l’année  civile,  qui 
alors  se  compose  de  366  jours,  et  qu’on  nomme  année  bissextile.  Cette 
augmentation  porte  sur  le  mois  de  février,  qui  contient  alors  29  jours 
au  lieu  de  28.  Il  résulte  de  cette  première  correction,  que  tous  les  5 ans 
l’année  civile  est  en  retard  sur  l’année  solaire  de  1 — 0,969  = 01031  : 
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SI 


cette  différence  produit,  au  bout  de  100  ans  ou  d’un  siècle,  O1, 031x25 
= OL 775;  c'est  pourquoi  la  dernière  année  de  chaque  siècle  n'est  pas 
bissextile.  Ainsi  l'année  civile  est  tous  les  siècles  en  avance  sur  l’année 
solaire  de  l1  — 0j,775  = 0J,225 , et  tous  les  4 siècles  de  0J, 225x4  = oj,9 
= l1 — tW  ; ce  qui  conduit  à rétablir,  tous  les  4 siècles,  une  année  bis- 
sextile. Après  cette  3*  correction,  l’année  civile  est  en  retard  sur  l’année 
solaire  de  (P.l  tous  les  400  ans  ou  d’un  jour  tous  les  4000  ans;  de  sorte 
qu'en  supprimant  tous  les  4000  ans  une  année  bissextile , l’année  civile 
se  termine  au  même  instant  que  l’année  solaire,  en  admettant  comme 
exacte  la  valeur  365^ 24225,  qui  n’est  en  réalité  qu’une  valeur  appro- 
chée de  l’année  solaire.  On  peut  se  représenter  ces  quatre  corrections 
successives  en  mettant  le  rapport  de  l’année  solaire  au  jour  moyen  sous 


la  forme  365  + - 


1 

’ioo 


1 

4000" 


216.  La  circonférence  se  divise  en  360  parties  égales  qu'on  nomme 
degrés;  le  degré  en  60  parties  égales  qu’on  appelle  minutes,  et  la  mi- 
nute en  60  parties  égales  dites  secondes. 

Le  degré,  la  minute  et  la  seconde  sont  des  unités  qui  servent  à éva- 
luer les  arcs  ou  les  angles  correspondants.  ( Voir  Géométrie.) 

Ces  mesures  échappent,  comme  celles  du  temps,  à la  loi  décimale  et 
au  système  métrique  (208). 

Quelquefois  on  divise  la  circonférence  en  400  degrés,  le  degré  en 
100  minutes  et  la  minute  en  100  secondes. 


Pour  qu’un  nombre  écrit  en  chiffres  exprime  des  degrés,  on  place  le 
signe  * à la  droite  et  un  peu  au-dessus  du  nombre  proposé  ; ainsi  248“ 
représente  248  degrés.  La  minute  et  la  seconde  s’indiquent  par  un  et 
par  deux  accents,  comme  dans  le  cas  où  elles  sont  des  sous-multiples 
de  l'heure  (215);  ainsi  3”17’28"  signifie  3 degrés  17  minutes  28  secondes. 

217.  On  nomme  quantité  complexe,  une  quantité  composée  de  plu- 
sieurs parties  rapportées  à différentes  unités  de  son  espèce.  Telles  sont 
les  quantités  V 16h  34’  et  42”  21 15". 


ANCIENNES  MESURES. 


218.  Anciennes  mesures.  Le  système  des  nouvelles  mesures  est  obli- 
gatoire en  France  depuis  le  1"  janvier  1840.  Cependant,  comme  des 
praticiens  font  quelquefois  usage  des  anciennes  mesures,  et  qu’on  les 
rencontre  dans  des  ouvrages  anciens  bons  à consulter,  nous  allons  énu- 
mérer celles  dont  on  peut  avoir  besoin. 

1*  L’unité  de  longueur  était  la  toise , qui  se  subdivisait  en  6 pieds, 
le  pied  en  12  pouces,  le  pouce’  en  12  lignes  et  la  ligne  en  12  points. 

Un  nombre  composé , par  exemple , de  25  toises , 3 pieds,  5 pouces, 
7 lignes , 2 points , s’écrit  25'  S»1  5p°  7"  2p. 
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La  lotit vaut  (",94904;  le  pied,  0",  32484;  lepounr.  0", 02707,  el  la  ligne,  0", 002256. 

La  perche  des  eaux  et  forêts  avait  22p>  — '“,14647  de  longueur. 

La  perche  de  Parti  avait  (8P1  = 5", 847(4  de  longueur. 

Les  mesures  itinéraires  étaient  la  lieue  et  le  mille. 

La  lieue  terrestre , de  25  au  degré,  vaut  22801, 32888. 

La  lieue  marine , de  20  au  degré , vaut  28301,41 1 1 . 

La  lieue  de  poste  valait  2000  toises  et  le  mille  (000  toises. 

2*  Les  mesures  de  surface  étaient  la  toise  carrée , le  pied  carré , le 
pouce  carré , la  ligne  carrée  et  le  point  carré , qui  sont  des  carrés 
ayant  respectivement  pour  côté  une  toise,  un  pied,  un  pouce,  une 
ligne  et  un  point 

La  toise  carrée  vaut  36  pieds  carrés  ou  3,7987  mètres  carrés,  et  le  pied  carré , 
444  pouces  carrés  ou  0,(055  mètre  carré. 

Les  mesures  agraires  étaient  : 

La  perche  des  eaux  et  forêts,  carré  de  22  pieds  de  côté  ; ce  qui  fait  48  4P1  — 1 3*, 44  =r 
61", 072  carrés  de  surface. 

L’arpent  des  eaux  et  forêts,  qui  vaut  (00  perches  ou  5(07,20  mètres  carrés,  ou 
encore  0,5(072  hectare. 

La  perche  de  Paris,  carré  de  18  piedl  de  côté,  ce  qui  fait  324Pl  = 9‘  — 34B>,(887 
carrés  de  surface.  v 

L’arpent  de  Paris,  qui  vaut  (00  perches  ou  34(8,87  mètres  carrés,  ou  encore 
0,34(887  hectare. 

3°  Les  mesures  de  volume  étaient  la  toise  cube,  le  pied  cube,  le 
pouce  cube,  etc.,  cubes  qui  ont  respectivement  une  toise,  un  pied, 
un  pouce,  etc.,  de  côté. 

La  toise  cube  vaut  21  OP*  = 7“, 4039  cubes,  et  le  pied  cube,  (728Po=0“, 03428  cubes. 

Il"  Les  mesures  de  poids  étalent  le  quintal,  qui  vaut  100  livres;  la 
livre,  qui  vaut  2 marcs  ou  16  onces;  l’once,  8 gros,  et  le  gros,  72  grains . 

La  livre  vaut  02,4895;  l’once  30,59  grammes;  le  gros  3,82  grammes;  le  grain 
0,053  gramme. 

Le  kilogramme  vaut  2,0429  livres. 

5°  Les  unités  monétaires  étaient  la  livre  tournois , qui  vaut  20  sous  ; 
le  sou , qui  vaut  4 liards , et  le  liard,  3 deniers. 

PROBLÈMES  RELATIFS  AUX  MESURES. 


219.  En  général,  les  opérations  s' effectuent  sur  les  nombres  décimaux 
concrets  comme  sur  les  nombres  décimaux  abstraits  (173  à 177J. 

220.  Pour  rapporter  une  quantité  exprimée  par  un  nombre  décimal 
concret  à l'une  des  unités  de  son  espèce , il  suffit  de  placer  la  virgule  & 
la  droite  du  chiffre  qui  représente  des  unités  de  cette  grandeur.  Ainsi , 
pour  rapporter  la  quantité  365“, 867  au  centimètre , on  avance  la  virgule 
de  deux  rangs  vers  la  droite  et  on  a 36586e  ”,7 , c’est-ù-dire  un  nombre 
cent  fois  plus  grand  qui  exprime  des  unités  cent  fois  plus  petites  que 
le  nombre  proposé. 

221.  Rapporter  la  quantités  ans  7 mois  8 jours  à l'une  de  ses  unités. 
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Soit  à rapporter  cette  quantité  à l’année,  par  exemple,  ce  qui  revient 
à trouver  le  rapport  de  5*  7"  8*  à l’année.  L’année  valant  12  mois , 
5*  7“  valent  5x12  + 7 = 67“,  et  comme  un  mois  vaut  30  jours, 
67*  + 8j  valent  67x30  + 8 = 20181.  Mais  i*=  12x30  = 360*,  donc 

5*+7“  + 8‘=^a  = 5%60555...  (176). 

Le  mois  valant  301,  on  trouverait  de  même  que 

on<Q 

5*+7“  + 81=  — m=67“,2666... 


222.  Problème  inverse  du  ■précèdent.  Transformer  années  en  an- 
nées, mois,  jours,  etc. 

Cela  revient  à diviser  2018  ans  par  360  : 


2108* 

218 

12 

536 

218 

2616 

96 

30 

2880 

00 


360 

5‘  7“  8* 


La  division  de  2018  par  360  donnant  5 pour  quotient  et  218  pour 
reste,  c’est  que  l’on  a : 

2018  , 218  ,.,218x12  , ,.,2616 

-360'  aDS  = 5 + 360  a'  = 6 + 360  m°‘8=5  + W 

9fï  Qfi  y 

= 5*  + 7“  + gg0  mois  = 5*  + 7“  + -3g^  jours = 5'  + 7“  + 8*. 


225.  Même  problème,  le  nombre  d’années  5“, 60555...  étant  exprimé 
en  décimales. 

Mettant  le  nombre  décimal  sous  la  forme  d’une  fraction  décimale 
560555 

ïooood ’ on  ramène  l’opération  à la  précédente;  seulement  la  facilité 

d’effectuer  la  division  par  l’unité  suivie  de  zéros  rend  l’opération  plus 
simple  dans  ce  cas  que  dans  le  précédent,  en  la  ramenant  seulement  à 
une  série  de  multiplications  (172). 

On  a 5“, 60555  = 5*  + 0*, 60555  = 5*  + 0,60555  x 12  mois 

= 5*  + 7“,2666  = 5'  + 7“  + 0,2666  x 30  jours  = 5*  + 7m  + 8). 
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Remarque.  Ces  trois  problèmes  suffisent  pour  faire  voir  la  marche  à 
suivre  dans  la  résolution  de  tous  les  problèmes  analogues. 


LIVRE  IV. 

Carré*,  cake»,  racine»  carrée»  et  racine»  cnkiqae». 


DÉFINITIONS. 

224.  Ce  que  nous  avons  dit  n"*  82,  83,  84,  85,  relativement  aux 
puissances  des  nombres  entiers,  s’applique  également  aux  nombres 
fractionnaires  et  décimaux. 

223.  Tout  nombre  qui  a pour  puissance  un  nombre  donné  est  une 
racine  de  ce  nombre. 

22(1.  Deux  nombres  qui  sont  tels  que  l’un  est  la  puissance  d’un  degré 
quelconque  de  l'autre,  celui-ci  est  la  racine  du  même  degré  ou  indice 
du  premier.  Ainsi  3 ayant  3,  9,  27,  81 pour  1",  2%  3*,  4*...  puis- 

sances, ces  nombres  respectifs  ont  3 pour  racines  1",  2*,  3',  4V... 

227.  Les  racines  deuxième  et  troisième  prennent  respectivement  les 
noms  de  racine  carrée  et  racine  cubique. 

228.  Pour  indiquer  une  racine  d’un  nombre,  on  l’écrit  sous  le 
signe  v/  , appelé  radical,  entre  les  branches  duquel  on  écrit  l’indice 
de  la  racine.  Ainsi 

î'9,  ^27x3,  qT+W,  y/—, 

expriment  respectivement  les  racines  carrée,  cubique,  quatrième  et 

35 

cinquième  des  quantités  9,  27x3,  4 + 16  et 

Remarque.  La  racine  première  d’un  nombre  étant  égale  à ce  nom- 
bre, on  supprime  le  radical  et  l'indice.  Pour  la  racine  carrée  on  a l’ha- 
bitude de  supprimer  l’indice;  ainsi,  au  lieu  d'écrire  y/9»  on  écrit  sim- 
plement yfo 

CARRÉS  ET  RACINES  CARRÉES. 

220.  Pour  former  le  carré,  et  en  général  une  puissance  quelconque 
d'une  quantité,  on  n'éprouve  d'autres  difficultés  que  celles  provenant 
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de  la  multiplication  de  ces  quantités.  Ainsi  pour  obtenir,  par  exemple, 
le  carré  de  la  fraction  il  suffira  (147)  de  faire  le  produit 


3 3 3x3 

3! 

9 

4 * 4 ~ 4x4 

4S 

— 16’ 

230.  Tableau  des 

carrésjet  des  cubes  des  nombres  entiers 

non  supé- 

rieurs  à 10  : 

Racines 

0 

1 

2 3 4 5 

6 

7 8 

9 

10 

Carrés 

0 

1 

4 9 16  25 

36 

49  64 

81 

100 

Cubes 

0 

1 

8 27  64  125 

216 

343  512 

729 

1000 

251.  Le  carré  d’un  nombre  entier  d’un  seul  chiffre  n’a  qu’un  ou  deux 
chiffres;  celui  de  deux  en  a trois  ou  quatre;  celui  de  3 en  a 5 ou 
6,  etc.  De  là  il  résulte  que  pour  avoir  le  nombre  des  chiffres  de  la  ra- 
cine carrée  d'un  nombre  entier  donné,  il  suffit  de  séparer  ce  nombre  en 
tranches  de  deux  chiffres,  sauf  à n’en  laisser  qu’un  à la  dernière  tran- 
che. Le  nombre  des  tranches  indique  le'nornbre  des  chiffres. 

252.  Le  carré  d'une  quantité  formée  de  deux  parties  se  compose  : 
1»  du  carré  de  la  première  partie  ; 2°  du  double  produit  de  la  première 
partie  par  la  seconde  ; 3*  du  carré  de  la  seconde. 

Ainsi  (3  + 5)*=  31  + 2 x 3 x 5 + 5* = 9 + 30  + 25  = 64. 

Comme  cas  particulier,  le  carré  d'un  nombre  composé  de  dizaines  et 
(T unités  se  compose  : 1“  du  carré  des  dizaines  ; 2“  du  double  produit  des 
dizaines  par  les  unités;  3»  du  carré  des  unités  : 

54!  ==  50*  + 2 X 50  X h + 4!  = 2500  + 400  + 16  = 2916  ; 

273’  — 270*  + 2 X 270  X 3 + 3*  = 72900  + 1620  + 9 = 74529. 

255.  La  différence  des  carrés  de  deux  nombres  entiers  consécutifs  est 
égale  au  double  du  plus  petit  de  ces  nombres,  plus  un. 

(26  + 1)’ — 26®  = 26x2  + 1. 

234.  Pour  extraire  la  racine,  carrée  d'un  nombre  entier,  74529  par 
exemple,  on  le  sépare  en  tranches  de  deux  chiffres  à partir  de  la  droite, 
sauf  à ne  laisser  qu’un  ou  deux  chiffres  à la  dernière  tranche  à gauche  (le 
nombre  des  tranches  indique  des  chiffres  de  la  racine)  (231),  et  on  tire 
un  trait  vertical  à sa  droite  pour  le  séparer  de  la  racine.  On  prend  la 
racine  carrée  2 du  plus  grand  carré  4 contenu  dans  la  première  tranche 
à gauche  7;  cette  racine  2,  qui  ne  peut  avoir  qu’un  seul  chiffre  (231), 
est  le  premier  chiffre  à gauche  de  la  racine.  On  retranche  le  carré  du 
chiffre  trouvé  de  la  première  tranche  à gauche;  à la  droite  du  reste  3 
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7.45.29 

273 

7.4  5.29 

273 

4 

48  1 47 

543 

3 4.5 

48 

34.5 

8 ! 7 

3 

1 

47 

329 

162.9 

384  1 329 

1629 

1 62.9 
0 

543 

162  9 
0 

on  écrit  la  tranche  suivante  45  ; on  sépare  le  premier  chiffre  5 à droite 
du  nombre  qui  en  résulte;  on  divise  la  partie  à gauche  34,  considérée 
comme  exprimant  des  unités  simples,  par  le  double  4 de  la  partie  ob- 
tenue de  la  racine,  ce  qui  donne  pour  quotient  le  chiffre  8,  qui  est  le 
chiffre  suivant  de  la  racine,  ou  un  chiffre  trop  fort.  Pour  le  vérifier,  on 
l’écrit  à la  droite  du  double  de  la  partie  obtenue  de  la  racine  ; on  mul- 
tiplie le  nombre  48  qui  en  résulte  par  8,  et  le  produit  384  étant  plus 
fort  que  le  nombre  345,  c’est  que  le  chiffre  8 est  trop  fort.  Opérant  sur 
le  chiffre  7 comme  sur  le  chiffre  8,  le  produit  329  du  double  de  la  partie 
de  racine  obtenue  par  ce  chiffre  étant  moindre  que  345, 7 est  le  chiffre 
suivant  de  la  racine.  On  retranche  le  double  produit  329  de  345;  à la 
droite  du  reste  16  on  écrit  la  tranche  suivante  29;  on  sépare  le  chiffre  9 
4 droite  du  nombre  qui  en  résulte;  on  divise  la  partie  à gauche  162,  con- 
sidérée comme  exprimant  des  unités  simples,  par  le  double  27  x 2 =54 
de  la  partie  de  racine  obtenue,  ce  qui  donne  pour  quotient  le  chiffre 
suivant  de  la  racine  ou  un  chiffre  trop  fort;  on  le  vérifie  comme  dans  le 
cas  précédent,  et  on  continue  ainsi  de  suite  jusqu’à  ce  qu’on  ait  opéré 
sur  toutes  les  tranches. 

En  général , on  se  dispense  d’écrire  les  produits  par  les  chiffres  de  la 
racine,  et  on  retranche  ces  produits  au  fur  et  à 'mesure  qu’on  en  obtient 
les  chiffres;  c’est  ce  qui  a été  fait  dans  la  seconde-  manière  d’opérer  ci- 
dessus. 

238.  Quand,  pendant  l’extraction  de  la  racine  carrée,  le  reste  qui 
correspond  à la  partie  de  racine  obtenue  n’est  pas  moindre  que  le 
double  plus  1 de  cette  partie  de  racine,  la  partie  de  racine  obtenue 
est  trop  petite  au  moins  d’une  unité  ; et  lorsque  le  reste  est  moindre  que 
le  double  plus  1 de  la  partie  de  racine  obtenue,  cette  partie  de  racine 
no  peut  être  augmentée  de  i. 

Ainsi  le  dernier  reste  doit  toujours  être  moindre  que  le  double  de  la 
racine  plus  1.  Lorsqu’il  est  moindre  que  la  racine,  cette  racine  est 
approchée  par  défaut  à moins  d’une  demi-unité.  Dans  le  cas  contraire, 
cette  racine  augmentée  d’une  unité  est  approchée  par  excès  à moins 
d’une  demi-unité. 

230.  Si,  comme  dans  l’exemple  précédent,  on  obtient  un  dernier  reste 
nul , c’est  que  le  nombre  proposé  est  un  carré  parfait. 

Si  au  contraire  le  dernier  reste  n’est  pas  nul,  c’est  que  le  nombre  pro- 
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posé  n’est  pas  un  carré  parfait.  La  racine  obtenue  est  alors  sa  racine  à 
moins  d’une  unité  par  défaut  (235),  c’est-à-dire  la  partie  entière  de  la 
racine  exacte  (170).  Elle  est  la  racine  exacte  du  plus  grand  carré  parfait 
contenu  dans  le  nombre  proposé,  et  le  reste  est  la  différence  entre  le 
nombre  proposé  et  ce  plus  grand  carré.  La  racine  exacte  du  nombre 
proposé,  quoiqu’elle  existe,  ne  peut  être  exprimée  exactement  par 
aucun  nombre,  entier,  fractionnaire  ou  décimal  ; elle  est  incommensu- 
rable (206),  et  ne  peut  par  conséquent  non  plus  être  exprimée  par  un 
nombre  décimal  périodique  (189  et  190). 

257.  Pour  trouver  la  racine  carrée  d'un  nombre  entier,  74529  par 
exemple,  à moins  d'une  unité,  il  suffit  d’extraire  la  racine  carrée , à 
moins  d’une  unité  par  excès,  du  nombre  74500,  formé  en  prenant  sur  la 
gauche  du  nombre  proposé  plus  de  la  moitié  des  chiffres  et  en  rempla- 
çant par  des  zéros  les  autres  chiffres.  Ainsi , extrayant  la  racine  carrée 
de  74500,  on  obtient  272  avec  516  pour  reste;  la  racine  de  ce  nombre, 
approchée  par  excès  à moins  d’une  unité,  est  alors  273,  et  c’est  le  ré- 
sultat demandé. 

258.  Un  nombre  entier  n'est  pas  un  carré  parfait  : 

1*  Quand  il  ne  contient  pas  tous  ses  facteurs  premiers  à une  puis- 
sance d'un  degré  pair  (121 , 264)  ; 

2“  Quand,  étant  un  nombre  pair,  il  n’est  pas  divisible  par  2*  = 4; 

3”  Quand  les  zéros  qui  peuvent  le  terminer  ne  sont  pas  en  nombre 
pair  (44)  ; 

4°  Quand  il  est  terminé  par  un  des  4 chiffres  2,  3,  7,  8; 

5*  Quand,  étant  terminé  par  un  5,  son  chiffre  des  dizaines  n’est 
pas  2. 

CUBES  ET  RACINES  CUBIQUES. 

230.  Le  cube  d’un  nombre  entier  d’un  seul  chiffre  n’ayant  pas  plus 
de  trois  chiffres;  celui  d’un  nombre  de  deux  chiffres  n’en  renfermant 
que  4,  5 ou  6,  etc.,  il  en  résulte  que  pour  avoir  le  nombre  des  chiffres 
de  la  racine  cubique  d'un  nombre  cntiêr,  il  suffit  de  diviser  ce  nombre 
en  franches  de  trois  chiffres,  sauf  à n’en  laisser  qu’un  ou  deux  à la  der- 
nière tranche.  Le  nombre  des  tranches  est  celui  des  chiffres  de  la  ra- 
cine (231). 

240.  Le  cube  d'une  quantité  formée  de  deux  parties  se  compose:  1°  du 
cube  de  la  première  partie  ; 2’  du  triple  produit  du  carré  de  la  première 
partie  par  la  seconde  ; 3*  du  triple  produit  de  la  première  partie  par  le 
carré  de  la  seconde  ; 4"  du  cube  de  la  seconde.  Ainsi 
(4+5)î=4,  + 3x4,x5  + 3x4x5,  + 5J  = 64  + 240  + 300  + 125  = 729. 

Comme  cas  particulier,  le  cube  dun  nombre  renfermant  des  dizaines 
et  des  unités  se  compose  des  4 parties  : 1"  le  cube  des  dizaines  ; 2"  le  triple 
produit  du  carré  des  dizaines  par  les  unités;  3*  le  triple  produit  des 
dizaines  par  le  carré  des  unités;  4°  le  cube  des  unités.  Ainsi 
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145J=140’  + 3xl40*x5  + 3x  140x5’  + 55 

= 2744000  + 294000  +10500  +125  = 3048625. 

241 . La  différence  des  cubes  de  deux  nombres  entiers  consécutifs  est 
égale  au  triple  carré  du  plus  petit  de  ces  nombres,  plus  le  triple  de  ce 
plus  petit  nombre,  plus  1 

(26 + i)5—26’=26!x3  + 26x3  + 1. 

242.  Pour  extraire  la  racine  cubique  d'un  nombre  entier,  3048625 
par  exemple,  on  le  sépare  en  tranches  de  trois  chiffres  à partir  de  la 
droite,  sauf  à ne  laisser  qu’un  ou  deux  chiffres  à la  dernière  tranche  à 
gauche  (le  nombre  des  tranches  indique  le  nombre  des  chiffres  de  la 
racine)  (239). 


3.048.625 

145 

1 

3x  l’  = 3 

3 x 1*  = 3 

3 x 14*=588 

3xl0*x6  =1800 

3xl0*x4  =1200 

3 xl40*xô  =294000 

17  44 

3x10  X 6*=  1080 

3x10  x4!=  480 

3x140x5’=  10500 

3046.25 

6*=  216 

4a=  64 

5S=  125 

3046  25 
0 

3096 

1744 

304625 

On  prend  la  racine  cubique  1 du  plus  grand  cube  1 contenu  dans  la 
première  tranche  à gauche  3 ; cette  racine  1,  qui  ne  peut  avoir  qu'un 
seul  chiffre  (239),  est  le  premier  chiffre  à gauche  de  la  racine.  On  re- 
tranche le  cube  du  chiffre  trouvé  de  la  première  tranche  à gauche  ; à 
la  droite  du  reste  2 on  écrit  la  tranche  suivante  048;  on  sépare  les 
deux  chiffres  à droite  du  nombre  qui  en  résulte;  on  divise  la  partie  à 
gauche  20,  considérée  comme  des  unités  simples,  par  le  triple  carré 
3 x l’=3de  la  partie  obtenue  de  la  racine,  ce  qui  donne  pour  quotient 
le  chiffre  6,  qui  est  le  chiffre  suivant  de  la  racine  ou  un  chiffre  trop  fort. 
Pour  le  vérifier,  on  forme  les  trois  autres  parties  qui,  outre  le  cube  des 
dizaines,  qui  a été  retrauché,  estrent  dans  le  cube  5048,  c’est-à-dire  le 
triple  carré  des  dizaines  par  les  unités  3x  10*  x 6 = 1800,  le  triple  des 
dizaines  par  le  carré  des  unités  3 x 10  x 6*  = 1080,  et  le  cube  des  unités 
63=  216  ; on  fait  la  somme  3096  de  ces  trois  parties,  et  cette  somme 
étant  plus  forte  que  2048,  c’est  que  le  chiffre  6 est  trop  fort.  On  verrait 
de  même  que  le  chiffre  5 est  trop  grand.  Essayant  4,  la  somme  1744  des 
trois  autres  parties  qui  entrent  dans- 3048  étant  moindre  que  2048,  c’est 
que  ce  chiffre  est  le  suivant  de  la  racine.  On  retranche  la  somme  1744 
de  2048  ; à la  droite  du  reste  304  on  écrit  la  tranche  suivante  625  ; on 
sépare  deux  chiffres  sur  la  droite  du  nombre  qui  en  résulte;  on  divise  la 
partie  à gauche  3046,  considérée  comme  des  unités  simples,  par  le 
triple  carré  3 x 14* =588  de  la  partie  obtenue  de  la  racine,  ce  qui  donne 
pour  quotient  le  chiffre  5,  qui  est  le  chiffre  suivant  de  la  racine  ou  un 
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chiffre  trop  fort  Pour  le  vérifier,  comme  pour  le  précédent  on  forme 
les  trois  autres  parties  qui,  avec  le  cube  des  dizaines,  qui  a été  retran- 
ché, entrent  dans  le  cube  3068625,  c’est-à-dire  le  triple  carré  des  di- 
zaines par  les  unités  3 x 140* x5=  294000,  le  triple  des  dizaines  par  le 
carré  des  unités  3x  140x5*  = 10500,  et  le  cube  des  unités  6®  = 125;  on 
fait  la  somme  304625  de  ces  trois  parties,  et  cette  somme  n'étant  pas 
supérieure  au  nombre  304625,  duquel  on  doit  la  retrancher,  c’est  que 
le  chiffre  5 est  le  suivant  de  la  racine.  On  continuerait  ainsi  de  suite 
jusqu’à  ce  qu’on  ait  opéré  sur  toutes  les  tranches. 

213.  Le  plus  grand  reste  qu’il  est  possible  d’obtenir"  dans  l’extraction 
de  la  racine  cubique  ne  peut  atteindre  le  triple  carré  de  la  racine  déjà 
obtenue,  plus  le  triple  de  cette  même  racine,  plus  un.  Si  le  reste  attei- 
gnait ou  dépassait  cette  limite,  c’est  que  le  chiffre  de  la  racine  serait 
trop  faible;  il  faudrait  alors  l’augmenter. 

214.  Dans  tout  le  cours  des  opérations  relatives  à l’extraction  de  la 
racine  cubique,  chaque  reste,  suivi  de  toutes  les  tranches  sur  lesquelles 
on  n’a  pas  encore  opéré,  est  égal  au  nombre  dont  on  cherche  la  racine, 
diminué  du  cube  de  la  partie  de  racine  déjà  obtenue. 

Comme  pour  la  racine  carrée  (236),  si  la  racine  cubique  d’un  nombre 
entier  tombe  entre  deux  nombres  entiers  consécutifs,  cotte  racine,  quoi- 
qu'elle existe,  ne  peut  être  exprimée  par  aucun  nombre,  entier,  frac- 
tionnaire ou  décimal  ; elle  est  incommensurable. 

213.  Pour  trouver  la  racine  cubique  d'un  nombre  entier,  3048625  par 
exemple,  à moins  (Tune  unité,  il  suffit  d’extraire  la  racine  cubique,  à 
moins  d'une  unité  par  excès,  du  nombre  3040000 , formé  en  prenant  sur 
la  gauche  du  nombre  proposé^plus  du  tiers  des  chiffres  et  on  remplaçant 
par  des  zéros  les  autres  chiffres.  Aiusi,  en  extrayant  la  racine  cubique 
de  3040000,  on  obtient  144  avec  54016  pour  reste;  la  racine  de  ce  nom- 
bre, approchée  par  excès  à moins  d’une  unité,  est  alors  145,  et  c’est  le 
résultat  demandé. 

210.  Un  nombre  pair  ne  peut  être  un  cube  parfait  que  lorsqu’il  est  di- 
visible par  2*  = 8.  Un  nombre  terminé  par  des  zéros  ne  peut  être  un  cube 
parfait  que  quand  le  nombre  de  ces  zéros  est  un  multiple  de  3 (238). 

217.  Preuve  par  9.  Une  puissance  d'un  nombre  étant  le  résultat  de 
la  multiplication  de  ce  nombre  pris  plusieurs  fois  comme  facteur,  la 
preuve  par  9 de  l'élévation  d'un  nombre  à une  puissance  se  fait  d’après 
la  marche  suivie  pour  la  preuve  par  9 de  la  multiplication  (96). 

Pour  faire  la  preuve  par  9 de  l’extraction  d’une  racine,  le  nombre 
proposé  étant  égal  à une  puissance  de  la  racine  d’un  degré  égal  à l’in- 
dice, plus  le  reste,  on  suivra  une  marche  analogue  à celle  suivie  pour 
la  division  (97).  Ainsi  pour  faire  la  preuve  par  9 de  l’exemple  du  n°  242, 
on  cherche  le  reste  1 de  la  racine  145  par  9,  on  prend  le  cube  1 de  ce 
reste,  et  le  reste  1 de  ce  cube  par  9,  ajouté  au  reste  0 par  9 du  reste  do 
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l’extraction,  donne  une  somme  t,  dont  le  reste  1 par  9 doit  être  égal  au 
reste  par  9 du  nombre  proposé  3048625. 


CARRÉS,  CUBES,  RACINES  CARRÉES  ET  RACINES  CUBIQUES  DES  FRACTIONS 
ET  DES  NOMBRES  DÉCIMAUX. 


948.  Le  carré  d'une  fraction  étant  le  produit  do  cette  fraction  par 
elle-même,  on  l’obtient  en  élevant  chacun  de  ses  termes  au  carré  (147). 

AV  4*  _ 16 
\j)  ~V~  49' 

949.  De  même,  le  cube  d'une fractionfit&nt  le  produit  de  cette  frac- 
tion prise  trois  fois  comme  facteur,  on  l'obtient  en  élevant  chacun  de 
ses  termes  au  cube. 

/4\*_  45  _ J>4 
\5/  — 5’ — 125’ 

980.  De  la  manière  dont  se  forment  le  carré  et  le  cube  d’une  frac- 
tion (248,  249),  il  résulte  que  pour  obtenir  la  racine  carrée  ou  la  racine 
cubique  d’une  fraction,  il  suffit  d’extraire  la  racine  carrée  ou  la  racine 
cubique  de  ses  deux  termes  (226).  Ainsi 


*/6 4~  _ V 64  _ 4 
V 49  ~ v49  - 7’  Ct  V 125  ’/î 25  ” 5- 


9oI.  On  peut  ramener  le  calcul  de  l'extraction  de  la  racine  carrée 
ou  cubique  d'une  fraction  à l'extraction  de  la  racine  d'un  seul  nombre. 
Pour  cela,  il  suffit  de  multiplier  les  deux  termes  de  la  fraction  proposée 
par  le  dénominateur  de  cette  fraction*,  s’il  s'agit  d’extraire  la  racine 
carrée,  ou  par  le  carré  de  ce  dénominateur,  s'il  s’agit  d’extraire  la  ra- 
cine cubique.  En  effet, 


i/A  t/4x7 
V 7 V 7x7 


y/28  ^28 

~ 7 ’ 


et 


vin 


4x5‘  _ \J 4x5x5  ^100 


5x5* 


y 5’ 


On  voit  que,  par  cette  manière  d’opérer,  le  dénominateur  de  la  ra- 
cine obtenue  est  égal  au  dénominateur  de  la  fraction  proposée. 

289.  Le  carré  d’un  nombre  décimal  étant  le  produit  de  ce  nombre 
par  lui-même,  ct  le  cube  d’un  nombre  décimal  étant  le  produit  de  ce 
nombre  pris  trois  fois  comme  facteur,  on  obtiendra  le  carré  et  le  cube 
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d'un  nombre  décimal  d’après  la  règle  de  la  multiplication  des  nombres 
décimaux  (175). 

3,556* = 3,546  x 3,546  = 12,574116 
23,7’ = 23,7  x 23,7  x 23,7  = 1331 2, 053. 

2153.  La  règle  de  la  formation  du  carré  d'un  nombre  décimal  revenant 
à multiplier  ce  nombre  décimal  par  lui-même,  abstraction  faite  de  la 
virgule,  et  à séparer  sur  la  droite  du  produit  deux  fois  autant  de  chif- 
fres décimaux  qu’il  y en  a dans  le  nombre  proposé,  on  voit  que  le  Carré 
d’un  nombre  décimal  contient  tom'ours  un  nombre  pair  de  chiffres  dé- 
cimaux, et  que  ce  nombre  est  double  de  celui  des  chiff  res  décimaux  du 
nombre  proposé. 

De  la  règle  semblable  de  la  formation  du  cube  d’un  nombre  décimal , 
il  résulte  de  même  que  ce  cube  contient  trois  fois  autant  de  chiffres  dé- 
cimaux qu'il  y en  a dans  le  nombre  proposé. 

2154.  Des  règles  de  la  formation  du  carré  et  du  cube  d’un  nombre  dé- 
cimal (252),  on  conclut  : 

i“  Que  pour  revenir  du  carré  dun  nombre  décimal  à sa  racine,  on  en 
extrait  la  racine  carrée  comme  si  c’était  un  nombre  entier,  abr traction 
faite  de  la  virgule,  et  on  sépare  sur  la  droite  de  la  racine  trouvée  moitié 
moins  de  chiffres  décimaux  qu’il  y en  a dans  le  nombre  décimal  pro- 
posé : 

(166  et  250) 

\J  100  lu 


2*  Que  pour  revenir  du  cube  d'un  nombre  décimal  à sa  racine  cubique, 
on  extrait  la  racine  cubique  du  nombre  donné  comme  si  c’était  un 
nombre  entier,  abstraction  faite  de  la  virgule,  et  on  sépare  sur  la  droite 
de  la  racine  trouvée  trois  fois  moins  de  chiffres  décimaux  qu’il  y en  a 
dans  le  nombre  proposé  : 


^3, 048625  = 


y/3048625  = 145_,  As 

ÿioooooo  ~ loo-  ’ 


233.  Pour  obtenir  la  racine  carrée  dun  nombre  quelconque  à moins 
dune  unité  décimale  dun  ordre  déterminé  (170),  on  prépare  ce  nombre 
dé  manière  qu’il  contienne  deux  fois  autant  de  décimales  qu'on  en  de- 
mande à la  racine,  en  écrivant,  si  cela  est  nécessaire,  des  zéros  à la 
droite  du  nombre  proposé,  réduit  au  besoin  en  décimales;  ainsi,  lors- 
qu’on veut  obtenir  la  racine  carrée  à moins  d'une  unité,  ou  d’un 
dixième,  ou  d’un  centième,  ou  d’un  millième,  etc.,  on  prépare  le  nom- 
bre proposé  de  manière  qu'il  contienne  zéro,  ou  deux,  ou  quatre,  ou 
six,  etc.,  chiffres  décimaux.  Puis,  faisant  abstraction  de  la  virgule,  on 
calcule  la  partie  entière  de  la  racine  du  nombre  qui  en  résulte  (234), 
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et  on  sépare  sur  sa  droite  assez  de  chiffres  pour  que  le  dernier  exprime 
des  unités  de  l'ordre  déterminé. 

On  trouve  ainsi  que  la  racine  carrée  de  247  à moins  d’une  unité 
est  15  ; 

Que  celle  de  ce  même  nombre  à moins  d’un  centième  est  fournie 
par  ^247,0000,  et  qu’elle  est  15,71  ; 

Que  celle  de  2,5  à moins  d’un  centième  est  fournie  par 

V2,5  = y'2,5000,  ce  qui  donne  1,58. 

5 

Que  celle  de  & moins  d’un  millième  d’unité  est 

= VM54545...,  ce  qui  donne  0,674. 

2iîü.  Extraire  la  racine  carrée  de  0,454545...  à moins  de  0,001  reve- 
nant à extraire  la  racine  carrée  de  454545  à moins  d’une  unité  (255), 
et  à séparer  trois  chiffres  décimaux  sur  la  droite  du  résultat,  on  peut 
appliquer  la  règle  du  n’  237  aux  nombres  décimaux;  ainsi  on  calcule 
V^O, 454500,  ce  qui  donne  0,674  à la  racine  et  0,224  pour  reste;  et  la 
racine  cherchée,  approchée  & moins  de  0,001,  est  0,675. 

L’on  voit  qu'il  suffisait  de  calculer  4 chiffres  décimaux  du  quotient  de 

£ 

11* 

2i>7.  Pour  obtenir  la  racine  cubique  d'un  nombre  quelconque  à 
moins  d'une  unité  décimale  d'un  ordre  déterminé,  on  opère  comme 
pour  la  racine  carrée  (265)  ; seulement,  au  lieu  de  préparer  le  nombre 
proposé  de  manière  qu’il  contienne  deux  fois  plus  de  décimales  qu’on 
n'en  demande  à la  racine,  on  le  prépare  de  manière  qu’il  en  contienne 
trois  fois  ce  nombre.  Ainsi  la  racine  cubique  de  12,6  à moins  d’un  cen- 
tième est  donnée  par 

V 12,500000,  ce  qui  fournit  2,32  ; 

Celle  de  0,000012755427  à moins  d’un  millième  est  donnée  par 
{/0, 000012755,  et  on  trouve  0,023  ; 

71 

Celle  de  JJ  à moins  d’un  centième  est  donnée  par 
s 

y/ JJ  = ^3,227272,  ce  qui  fournit  1,47. 

238.  Comme  pour  la  racine  carrée  (256),  la  règle  du  n°  245  est  en- 
core applicable  aux  nombres  décimaux.  Ainsi  la  racine  cubique,  appro- 
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chée,  à moins  de  0,001,  du  nombre  0,000012755,  s’obtient  en  extrayant 
la  racine  cubique  0,023,  approchée  par  excès,  à moins  de  0,001,  du  nom- 
bre 0,000012000. 

De  même,  pour  obtenir  ia  racine  cubique,  à moins  de  0,01,  du  nom- 
bre 3,227272...,  Il  suffit  d'extraire  la  racine  cubique  1,48,  approchée,  à 
moins  de  0.01  par  excès,  du  nombre  3,220000. 

2 ü 9.  Remarque.  Les  racines  carrées  et  cubiques  que  l’on  a obtenues 
aux  numéros  255  et  257  pèchent  par  défaut  ; en  augmentant  d'un  leur 
dernier  chiffre  à droite,  on  aurait  encore,  mais  avec  excès,  les  racines 
demandées  à moins  d’une  unité  décimale  de  l’ordre  déterminé. 

Pour  obtenir  la  racine  la  plus  approchée , carrée  ou  cubique , 
<Tu7i  nombre  quelconque  en  ne  conservant  qu'un  nombre  déterminé  de 
chiffres  décimaux,  on  calcule  une  décimale  de  plus  qu’on  n’en  veut 
conserver  à la  racine , et  on  supprime  cette  décimale  d’après  la  règle 
du  n” 171. 

260.  Pour  déterminer  la  racine  carrée  ou  la  racine  cubique  d'un 
nombre  entier  à moins  d'une  fraction  donnée  dont  le  numérateur  est 
FunUé,  on  transforme  ce  nombre  en  une  fraction  équivalente  ayant 
pour  dénominateur  le  carré  ou  le  cube  du  dénominateur  de  la  fraction 
donnée,  et  on  en  extrait  la  racine  (133  et  250). 

1 

Ainsi  la  racine  carrée  de  8 à moins  de  - s'obtient  en  observant  que 


^ = = A*. 


La  racine  carrée  de  392  étant  comprise  entre  19  et  20,  celle  de  8 
19  20 

tombe  entre  — et  —,  et  chacune  de  ces  fractions  exprime  v'8  à moins 

1 

de  ^ d’unité. 

De  même,  la  racine  cubique  de  5 à moins  de  ^ d’unité  s’obtient  en 
observant  que 


7a y 1715 


et  que  ^1715  étant  comprise  entre  11  et  12,  celle  de  5 à moins  de 


1 est  11  et  12 
^ est  T et  y. 


PUISSANCES  ET  RACINES  DE  DECRÉS  OU  INDICES  QUELCONQUES. 

261.  Le  produit  de  plusieurs  puissances  d’un  même  nombre  est  une 
puissance  de  ce  nombre,  d’un  degré  égal  à la  somme  des  degrés  des 
puissances  des  facteurs. 


i 
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3*x3*=3‘  = 81;  3*x3sx3‘=3*=i9683. 

262.  Toute  puissance  d'une  puissance  d'tm  nombre  est  une  puissance 
de  ce  nombre,  d'un  degré  égal  au  produit  des  degrés  désignés.  Ainsi 


(3*)‘=3‘  = 81;  (3*)*:=3,=729;  ((2*)S)>=2',=2621AA. 

263.  Du  numéro  précédent,  il  résulte  que  pour  extraire  d'un  nom- 
bre une  racine  dont  l'indice  ne  renferme  que  les  facteurs  2 et  3,  11 
suffit  d’extraire  successivement  autant  de  racines  carrées  et  cubiques 
que  les  facteurs  respectifs  2 et  3 entrent  de  fols  dans  l’indice  de  la  ra- 
cine. Ainsi 

v/8t  = v/7S=  v9  = 3 

y 4096  = yvA  096  = y 64  = 4 

V 26ÎÏÏ44  = \l y V Ü62ÏÂÂ  = y V* 5 1 2 = ^8  = 2. 


264.  Pour  élever  au  carré  ou  au  cube,  et  en  général  à une  puissance 
quelconque  le  produit  de  plusieurs  fadeurs,  on  élève  chacun  de  ses 
facteurs  A la  puissance  indiquée  : 

(3  x 4)* = 3*  x 4’ = 144  ; (2>  x 5)> = 2e  x 5» = 8000. 


268.  Puissance  d’un  quotient.  On  a de  même 

©»_2*_  32^ 

3S  243' 


266.  Pour  extraire  une  racine  d’un  produit , on  extrait  cette  racine 
de  chacun  des  facteurs  du  produit  Ainsi 


y'èx  9=  v/ïx^9  = 2x3  = 6; 


267.  Racine  d'un  quotient.  On  a aussi 

*/16_  v/Î6 2 

V 81  y 8Ï~3’ 

268.  Pour  élever  la  somme  ou  la  différence  de  plusieurs  nombres  à 
une  puissance,  on  effectue  la  somme  ou  la  différence,  et  on  l’élève  à 
la  puissance  indiquée  : 

(3  + 4 + 5),=  12*=144;  (9  + 2— 5)*=6*=36; 

Q +1,4 + 3^  =(0,5 + 1,4  + 3;1 = (4,9)s = 11 7.G49. 

269.  De  même,  pour  extraire  une  racine  de  la  somme  ou  de  la  dif- 
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fèrence  de  plusieurs  nombres , on  effectue  la  somme  ou  la  différence  de 
ces  nombres,  et  on  extrait  la  racine  du  résultat  Ainsi 


^87  + 57=^144  = 12;  v25— 9=  vÏ6  = 4; 
y/25,17 + 49,715 +42,764  = ^117,649=4,9. 

270.  Le  quotient  d'une  puissance  d'unnombre  divisée  par  une  puis- 
sance de  ce  nombre  est  égal  à ce  meme  nombre  élevé  à une  puissance 
d'un  degré  égal  au  degré  de  la  puissance  dividende , moins  le  degré  de 
la  puissance  diviseur. 


Ainsi 

et 

Comme 
on  a donc 
Cas  particulier 


2! 

3S 


=36-,=3k; 


3* 

|j  = 3*-«  = 3-*. 

3*_  3*  1 

36_ 3*x3v  3k’ 


3‘ 

3* 


ou  l=3k-‘=3°; 


ce  qui  montre  qu’un  nombre  élevé  à la  puissance  0 est  égal  à 1. 
||  ou  3=3s-‘  = 3*, 


ce  qui  fait  voir  que  la  puissance  du  degré  1 d’un  nombre  est  égale  à ce 
nombre. 

3*  4 

On  a de  même  ou  - =3*'5  = 3~‘. 

o 3 

27 1 . Une  racine  d'une  puissance  <Pun  nombre  est  égale,  à ce  nombre 
élevé  à une  puissance  d’un  degré  fractionnaire  dont  le  numérateur  est 
le  degré  de  la  puissance  primitive , et  le  dénominateur,  P indice  de  la 
racine.  Ainsi 

î'3*=3f=3,1 
^ ou  5/3  = 3'»  =3*. 

, 6 jT  ___  I 

y/âOU 

6 
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LIVRE  V. 

■apports.  Proportions.  Progression». 


DÉFINITIONS. 

272.  On  nomme  rapport  le  résultat  de  la  comparaison  de  deux  quan- 
tités de  même  espèce.  Cette  comparaison  se  fait  en  prenant  la  diffé- 
rence des  deux  quantités  ou  cherchant  le  quotient  de  l’une  par  l’autre. 

Le  rapport  arithmétique  ou  par  différence  des  deux  quantités  18  et  6 
est  la  différence  12  de  ces  quantités.  On  l'èCrit 

18-6  ou  18—6, 

et  on  l’énonce  18  est  à 6 ou  18  moins  6. 

Dans  le  cas  où  le  second  nombre  est  plus  grand  que  le  premier,  la  * 
différence  ou  rapport  s’affecte  dû  signé  — \ qui  indique  line  quantité 
qui  n’a  pu  être  retranchée  (30).  Ainsi 

6—18  =— 12.  ' 

Le  rapport  géométrique  ou  par  quotient  d’une  quantité  18  à une 
autre  6 est  le  quotient  3 de  la  première  par  la  seconde  (200).  On  l’écrit 

18 

18:6  ou  ^2, 
b 

et  on  l’énonce  18  est  à 6,  du  18  divisé  par  6,  ou  encore  le  rapport  de 
18  à 6. 

Remarque.  Lorsqu’on  emploie  le  mot  rapport  sans  aucune  indica- 
tion , on  entend  toujours  parler  d’un  rapport  géométrique. 

273.  Dans  les  rapports  arithmétique  et  géométrique  précédents 
(272),  18  et  6 sont  les  deux  termes  du  rapport;  le  premier  terme  18  en 
est  Yanlécéilenl,  et  le  deuxième  6 en  est  le  conséquent. 

27-1.  Un  rapport  arithmétique  étant  la  différence  de  deux  quantités, 
les  propriétés  posées  n”’  27, 33  et  60  se  répètent  ici.  Ainsi,  par  exemple, 
un  rapport  arithmétique  ne  change  pas  lorsqu’on  augmente  ou  qu'on 
diminue  ses  deux  termes  d’une  même  quantité. 

276.  De  même,  un  rapport  géométrique  'étant  le  quotient  d’une 
quantité  par  une  autre , les  propriétés  posées  n«  68,  69,  70,  71 , 74 , se 
répètent  ici.  Ainsi,  par  exemple,  un  rapport  géométrique  ne  change 
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]Mt  tjuand.  cm  multiplie  ou  quand  on  divise  ses  deux  termes  par  un 
même  nombre. 

276.  L’ensemble  de  deux  rapports  arithmétiques  égaux  forme  une 

proportion  arithmétique.  Ainsi  le  rapport  de  8 à U étant  égal  à celui  de 
13  à 9,  ces  quatre  nombres  forment  une  proportion , que  l’on  écrit 

8 -4:  «-9,  ou  8—4=13—8, 

et  que  l’on  énonce  8 est  à 4 comme  13  est  à 9,  ou  8 moins  4 égale  13 
moins  9. 

277.  De  même,  l’ensemble  de  deux  rapports  géométriques  égaux 
forme  une  proportion  géométrique.  Ainsi  le  rapport  géométrique  de  8 

11  4 étant  égal  à celui  de  12  à 6,  ces  quatre  nombres  forment  une  pro- 
portion géométrique,  que  l’on  écrit 

r 8 12 

8:4  ::12;6,  ou  8:4  = 12:6,  ou  encore  r = -.-, 

u o 

et  que  l’on  énonce  8 est  à 4 comme  12  est  à 6,  ou  8 divisé  par  4 égale 

12  divisé  par  6,  ou  encore  le  rapport  vie  8 à 4 égale  le  rapport  de  12 

à 6.  ' ’ - 

Remarque  1.  Deux  rajqwrts  incommensurables  sont  égaux , lorsque 
l’antécédent  du  premier  rapport  contient  une  fraction  de  son  consé- 
quent, aussi  petite  qu’on  veut,  autant  de  fois  que  l’antécédent  du  se- 
cond rapport  contient  la  même  fraction  de  son  conséquent  (149  et  266). 

Remarque  2.  L’expression  proportion  , sans  aucune  autre  indication , 
désigne  toujours  une  proportion  géométrique. 

270.  La  raison  d’une  proportion  est  l’un  des  deux  rapports  égaux 
qui  forment  cette  proportion  (272). 

27».  On  dit  que  quatre  quantités  8,  4,  12,  6 sont  proportionnelles 
ou  en  proportion , lorsque  le  rapport  8:4  de  la  première  à la  se- 
conde est  égal  à celui  12:6  de  la  troisième  à la  quatrième.  On  dit 
aussi , dans  ce  cas,  que  les  deux  premières  ou  les  deux  dernières  quan- 
tités sont  dans  un  rapport  direct  ou  en  raison  directe  avec  les  deux 
autres. 

Si  les  quatre  quantités  8.  4,  6, 12  sont  telles  que  le  rapport  4 : 8 de 
la  seconde  à la  première  soit  égal  au  rapport  6 : 12  de  la  troisième  à la 
quatrième,  on  dit  qu’elles  sont  inversement  proportionnelles  ou  dans 
un  rapport  inverse  ou  euoore  en  raison  inverse. 

Deux  quantités  8 et  4 variant  de  telle  manière  qu’à  une  nouvelle 
valeur  quelconque  12  de  la  première  corresponde  une  valeur  6 de  la 
seconde,  telle  que  l’on  ait 

.*  8:4=42:6  ou  8:12=4:6, 

on  dit  que  ces  deux  quantités  varient  proportionnellement  ou  dans 
un  rapport  direct  .ou  onetine  en  raison  directe. 
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On  dit,  au  contraire,  que  deux  quantités  8 et  4 varient  dans  un  rap- 
port inverse  ou  en  raison  inverse , lorsqu’à  une  nouvelle  valeur  quel- 
conque 6 de  la  première  correspond  une  valeur  12  de  la  seconde , telle 
que  l’on  a 

8:4=12:6  ou  8:12=4:6. 

280.  Dans  toute  proportion  arithmétique  ou  géométrique,  on  ap- 
pelle respectivement  premier  antécédent,  deuxième  antécédent , pre- 
mier conséquent  et  deuxième  conséquent , l’antécédent  du  premier  rap- 
port, l’antécédent  du  second,  le  conséquent  du  premier  rapport  et  le 
conséquent  du  second.  Le  premier  et  le  quatrième  terme  d'une  propor- 
tion sont  les  extrêmes , le  deuxième  et  le  troisième  sont  les  moyens. 

281.  Le  quatrième  terme  d’une  proportion  est  ce  qu’on  nomme  une 
quatrième  proportionnelle  aux  trois  autres  termes  (279).  C’est  une  qua- 
trième arithmétique  ou  une  quatrième  géométrique  suivant  que  la  pro- 
portion est  arithmétique  ou  géométrique. 

282.  Dans  une  proportion  arithmétique  telle  que 

5-7  : 7-9, 

dont  les  moyens  sont  égaux,  le  terme  moyen  7 est  une  moyenne  arith- 
métique entre  les  deux  autres  5 et  9 , et  le  terme  9 est  une  troisième 
arithmétique  aux  deux  autres  5 et  7. 

Une  telle  proportion  est  dite  continue,  et  on  peut  l’écrire  f 5 *7  - 9. 

283.  De  même,  dans  une  proportion  géométrique 

h : 12  ::  12  : 36, 

dont  les  moyens  sont  égaux,  le  terme  moyen  12  est  une  moyenne  pro- 
portionnelle  entre  les  deux  autres  à et  36 , et  36  est  une  troisième 
proportionnelle  à à et  12. 

Une  telle  proportion  est  encore  dite  continue,  et  on  peut  l’écrire 
ff  li  : 12  : 36. 

284.  Remarque.  1”  Lorsque  les  antécédents  ou  les  conséquents  d’une 
proportion  arithmétique  ou  géométrique  sont  égaux  entre  eux,  les  con- 
séquents ou  les  antécédents  sont  égaux  ; 2*  lorsque  deux  proportions 
arithmétiques  ou  géométriques  ont  un  rapport  commun,  les  rapports 
non  communs  forment  une  proportion , c’est-à-dire  sont  égaux. 

PROPORTIONS  ARITHMÉTIQUES. 

28iî.  Dans  toute  proportion  arithmétique  la  somme  des  extrêmes 
est  égalé  à celle  des  moyens.  Ainsi  ayant 

9—4  = 13—8,  on  a 9 + 8 = 4 + 13. 
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£86.  Lorsque  la  somme  9 + 8 de  deux  nombres  est  égale  à la  somme 
4 + 13  de  deux  autres,  les  quatre  nombres  forment  une  proportion 
arithmétique  dans  laquelle  les  deux  nombres  qui  composent  une  des 
sommes  sont  les  extrêmes  ou  les  moyens,  et  les  deux  autres  sont  res- 
pectivement les  moyens  ou  les  extrêmes. 

287.  Lorsque  quatre  nombres  ne  sont  pas  en  proportion  arithmé- 
tique, la  somme  des  extrêmes  n’est  pas  égale  à la  somme  des  moyens. 

288.  On  n'altère  pas  une  proportion  arithmétique  : 1°  lorsqu'on  aug- 
mente ou  qu’on  diminue  un  extrême  et  un  moyen  d’une  même  quan- 
tité ; 2*  lorsqu’on  multiplie  ou  qu’on  divise  tous  ses  termes  par  un  même 
nombre.  Ainsi  la  proportion  précédente  donne 

(9+2)—  (4+2)  = 13—8,  (9+2)— 4 = (13+2)— 8,  etc., 
et  (9x2) — (4x2)  = (13x2) — (8x2),  etc. 

289.  Dans  toute  proportion  arithmétique , chaque  extrême  est  égal 
à la  somme  des  moyens  diminuée  de  Vautre  extrême , et  chaque  moyen 
est  égal  à la  somme  des  extrêmes  diminuée  de  Vautre  moyen.  Ainsi  la 
proportion  8 — 4 = 13  — 9 donne 

8 = 4 + 13  — 9,  et  13  = 8 + 9— 4. 

De  là  il  résulte  que  connaissant  trois  termes  d’une  proportion  arith- 
métique on  peut  toujours  en  déduire  le  quatrième. 

290.  La  nuyyenne  arithmétique  entre  deux  nombres  5 et  9 est  la 
moitié  7 de  la  somme  14  de  ces  nombres.  On  a en  effet 

5 — 7 = 7— 9.  (207) 

291.  On  peut  faire  subir  à une  proportion  arithmétique  toutes  les 
transformations  qui  n’altèrent  pas  l’égalité  entre  la  somme  des  extrêmes 
et  celle. des  moyens  (286).  Ainsi,  ayant  9 + 8 = 4 + 13,  ces  quatre 
nombres  fournissent  les  huit  proportions  suivantes: 

9—4  = 13—8,  9—13  = 4 — 8,  8—4  = 13—9,  8—13  = 4—9, 

4—9  = 8—13,  4 — 8=9—13,  13—9  = 8—4,  13—8  = 9—4. 

Les  remarques  du  n°  298  sont  applicables  à ces  proportions  arithmé- 
tiques comme  aux  proportions  géométriques. 

PROPORTIONS  GÉOMÉTRIQUES. 

292.  Dans  toute  proportion  géométrique,  le  produit  des  extrêmes 
est  égal  au  produit  des  moyens.  Ainsi  la  proportion 

8 : 4 = 12  : 6 donne  8 x 6 = 4 x 12. 

295.  Quand  le  produit  8 x 6 de  deux  nombres  est  égal  au  produit 


Digitized  by  Google 


70 


PREMIÈRE  PARTIE.  — ARITHMÉTIQUE. 


4 x 12  de  deux  antres  nombres , ces  quatre  nombres  forment  une  pro- 
portion , dans  laquelle  les  deux  facteurs  d'un  des  produits  sont  les 
extrêmes  ou  les  moyens,  et  les  deux  autres  sont  respectivement  les 
moyens  ou  les  extrêmes. 

294.  Lorsque  quatre  nombres  ne  sont  pas  en  proportion  le  produit 
des  extrêmes  n’est  pas  égal  à celui  des  moyens. 

298.  On  n’altère  pas  une  proportion  géométrique  lorsqu’on  multiplie 
ou  qu’on  divise  un  extrême  et  un  moyen  par  un  même  nombre.  Ainsi 
la  proportion  précédente  donne 


8 x 2 _ 12 
4x2  6 ’ 


8x2  _ 12x2 
4 ~ 6 


etc. 


29(1.  Dans  foule  proportion , chaque  extrême  est  égal  au  produit 
des  moyens  divisé  par  l’autre  extrême,  et  chaque  moyen  est  égal  au 
produit  des  extrêmes  divisé  par  l’autre  moyen. 

De  là  résulte  que , par  exemple , le  quatrième  terme  x de  la  pro- 
portion 

2 x 24  • 

6 : 2 = 24  : x,  est  x—  = 8. 

b 

297.  La  moyenne  géométrique  x entre  deux  nombres  4 et  36  est 

à la  racine  carrée  du  produit  de  ces  deux  nombres  (290).  En  effet , la 
proportion 

4 : x = x ; 36  donne  x‘  = 4 x 36 , ou  x = y'ix  36  = 12. 

On  a bien  4 : 12  = 12  : 36. 

298.  On  peut  faire  subir  à une  proportion  toutes  les  transformations 
qui  n’altèrent  pas  l’égalité  entre  le  produit  des  extrêmes  et  celui  des 
moyens.  Ainsi  ayant  8 x 3 = 2 x 12 , ces  quatre  nombres  fournissent 
les  huit  proportions  suivantes  : 

8:2  = 12:3,  8 : 12  = 2 : 3,  >3  : 2 =12  : 8,  3:12  = 2:8, 
2:8  = 3:12,  2.3=8:12.  12:8  = 3:2,  12:3  = 8:2. 


Remarques.  Les  quatre  premières  de  ces  proportions  font  voir  que 
si  quatre  nombres  sont  en  proportion , ils  le  seront  encore  lorsqu’on 
transposera  les  moyens  ou  les  extrêmes  (293). 

Les  quatre  dernières  de  ces  proportions  montrent  qu'une  proportion 
n’est  pas  troublée  quand  on  met  les  extrêmes  à la  place  des  moyens,  et 
les  moyens  à la  place  des  extrêmes. 

La  première  proportion  8 : 2 =12  : 3 donnant  8 : 12  = 2 : 3,  il  en 
résulte  que  dans  toute  proportion  le  premier  antécédent  est  au  deuxième 
antécédent  comme  le  premier  conséquent  est  au  deuxième  conséquent. 

299.  On  peut  multiplier  ou  diviser  les  quatre  termes  d’une  propor- 
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tîon,  ou  seulement  un  extrême  et  un  moyen,  par  un  même  nombre 
ans  que  la  proportion  cesse  d'exister  (275).  Ainsi  ayant 

8:  2 = 12  ; 3,  on  a aussi  8x3:2x8  = i2x  3:3x3, 

300.  De  là  il  résulte  que  Von  peut  faire  disparaître  les  termes  frac- 
rmaires d'une,  proportion.  On  réduit  (es  termes  de  la  fraction  au  môme 
nominateur  et  on  supprime  ce  dénominateur. 


I : ! = 3 : 1 donne  |:|  = ou  3:1^12:6. 


Lorsqu'il  n’y  a de  fractionnaire  qu’un  extrême  ou  qu’un  moyen,  ou 
un  extrême  et  un  moyen,  on  peut  ne  réduire  au  môme  dénominateur 
que  deux  termes  de  la  proportion  (275  et  293). 


| ; 4 = 3 : 18  donne  | : y = 3 : 18  ou  2 : 12  = 3 : 18;  . 
7 : 18  = 1 : 8 donne  ^ : 18  = ^ : 8 ou  9 : 18  = 4 : 8. 

U «i  12  12 


On  peut  aussi  simplifier  les  termes  d'une  proportion  en  divisant  ses 
quatre  termes,  ou  seulement  un  extrême  et  un  moyen  par  un  même 
nombre. 

9 : 3 = 36  : 12  donne  3: 1 = 12  : 4. 

501.  Lorsque  deux  proportions  out  les  mêmes  antécédents  ou  les 
mêmes  conséquents,  leurs  conséquents  ou  leurs  antécédents  sont  pro- 
portionnels (284  et  298). 


3 ; 9 = 15  : 45  et  3 : 6 = 15  : 30  donnent  9 : 45  = 6 : 30. 

302.  Dans  toute  proportion,  8 : 4 = 6 ; 3 par  exemple  : 

1*  La  somme  ou  la  différence  des  deux  premiers  termes  est  au  second 
ou  au  premier  terme  comme  la  somme  ou  la  différence  des  dêu?  der- 
niers est  au  quatrième  ou  au  troisième.  On  a : 

(8  + 4)  : 4 = (6  + 3)  : 3 jet  (8  + 4)  ? 8 = (6  + 3)  : 6; 

(8—4)  : 4 = (6-3)  : 3 et  (8—4)  : 8 = (6—3)  : 8. 

2°  La  somme  des  deux  premiers  termes  est  à la  somme  des  deux  der- 
niers comme  la  différence  des  deux  premiers  est  à la  différence  des  deux 
derniers. 

(8 + 4):  (6 + 3)  =(8-4)  : (6-3). 

3’  La  somme  ou  la  différence  des  antécédents  est  au  second  ou  au 
premier  antécédent  comme  la  somme  ou  la  différence  des  conséquents 
est  au  second  ou  au  premier  conséquent 
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(8  + 6)  : 6 = (4  + 3)  : 3 et  (8  + 6)  ; 8 = (4  + 3):  4; 

(8—6)  : 6 = (4—3)  : 3 et  (8—6)  : 8 = .(4— 3)  : 4. 

4*  La  somme  des  antécédents  est  4 celle  des  conséquents  comme  la 
différence  des  antécédents  est  4 celle  des  conséquents. 

/ 

(8  + 6)  : (4  + 3)=  (8-6)  : (4  — 3). 

5”  La  somme  ou  la  différence  des  antécédents  est  4 la  somme  ou  4 la 
différence  des  conséquents  comme  un  antécédent  quelconque  est  4 son 
conséquent. 

(8  + 6):  (4  + 3)  = 8:4  = 6:3, 

(8-6)  : (4—3)  = 8 : 4 = 6 : 3. 

505.  Lorsqu’on  multiplie  les  termes  de  plusieurs  proportions  les  uns 
par  les  autres  et  par  ordre,  les  quatre  produits  forment  une  proportion. 
Ainsi,  ayant 

4:2  = 6:3,  7:5  = 14:10,  3:9  = 6:18, 

on  a 4x7x3:2x5x9  = 6x14x6:3x10x18. 

504.  Les  quotients  que  l’on  obtient  en  divisant  par  ordre  les  termes 
d’une  proportion  par  ceux  d’une  autre  sont  en  proportion.  Ainsi  on  a 

û • ? _ A • JL 

7 ' & “ 14  ‘ 10' 

503.  Les  puissances  et  les  racines  semblables  des  quatre  termes  d’une 
proportion  forment  une  proportion.  Ainsi,  ayant  3 : 7 = 6 : 14.  on  a 
aussi 

3" : 7»  = 65 : 14%  et  v/3:v/7=v^:v/ü- 

SOC.  Dans  une  suite  de  rapports  égaux,  la  somme  d’un  nombre 
quelconque  d’antécédents  est  4 la  somme  de  leurs  conséquents  comme 
un  antécédent  quelconque  est  4 son  conséquent  Ainsi , ayant 

3:6=4:8=7:i4=5:io, 

on  a (3  + 4 + 7)  :(6+8  + 14)=3:6=5:l0. 

507.  Dans  toute  proportion,  le  produit  des  antécédents  est  au  pro- 
duit des  conséquents  comme  le  carré  d’un  antécédent  est  au  carré  de 
son  conséquent  : 

3:7=6:14  donne  3x6:7xl4::3,;7*. 

508.  Dans  une  suite  de  rapports  égaux,  le  produit  d’un  certain 
nombre  d’antécédents  est  au  produit  de  leurs  conséquents  comme  un 
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antécédent  quelconque  élevé  à une  puissance  d'un  degré  égal  au  nombre 
des  facteurs  antécédents  est  à son  conséquent  élevé  à la  môme  puis- 
sance : 

3:6=4:8=7:u=5:io 

donne  3 x 4 x 7 : 6 x 8 x 14 = 35 : 6J = 5’  : 10\ 

PROGRESSIONS  ARITHMÉTIQUES. 

509.  üne  suite  de  nombres  croissants  ou  décroissants,  tels  que  le 
rapport  arithmétique  de  chacun  d'eux  à celui  qui  la  précède  immé- 
diatement est  constant  (272),  forme  une  progression  arithmétique  ou 
par  différence.  Ces  nombres  sont  les  termes  de  la  progression,  et 
le  rapport  constant  de  chaque  terme  à celui  qui  le  précède  immé- 
diatement en  est  la  raison..  Ainsi  les  nombres  4,  7,  10, 13,  16  forment 
une  progression  arithmétique  croissante  dont  la  raison  est  7 — 4 ou  3. 
On  Vécrit 

f4. 7. 10. 13. 16,  (a) 

et  on  Tènonce  comme  4 est  à 7 est  à 10  est  à 13,  etc. 

Remarque.  Les  mômes  nombres  écrits  dans  un  ordre  inverse  donnent 
la  progression  arithmétique  décroissante 

fl6.13,10.7.4.  (5) 


310.  On  n’altère  pas  une  progression  arithmétique  lorsqu’on  aug- 
mente ou  qu’on  diminue  tous  ses  termes  d’une  môme  quantité  (4*,  27)  ; 
on  ne  l’altère  pas  non  plus  quand  on  multiplie  ou  quand  on  divise  tous 
ses  termes  par  un  même  nombre,  mats  la  raison  est  multipliée  ou  divi- 
sée par  ce  nombre  (33  et  60). 

511.  Suivant  qu’une  progression  arithmétique  est  croissante  ou  dé- 
croissante, chaque  terme  est  égal  au  premier  plus  ou  moins  la  raison 
prise  autant  de  fois  qu'il  y a de  termes  avant  celui  que  l'on  considère. 
Ainsi  dans  la  progression  (a)  le  5'  terme  est  4 + 3x4  = 16,  et  dans  la 
progression  (A)  le  3*  terme  est  16—3x2  = 10. 

312.  La  somme  de  deux  termes  également  distants  des  extrêmes  est 
égale  à la  somme  des  extrêmes  dans  une  progression  arithmétique. 
Ainsi  t4'7-10'13’16  donne 

4 + 16=7  + 13=10  + 10. 

315.  La  somme  s des  termes  d'une  progression  arithmétique  est 
égale  au  produit  de  la  demi-somme  des  extrêmes  par  le  nombre  des 
termes  de  la  progression.  La  progression  ci-dessus  donne 


s— 


4 + 16 
2 


x 5 = 50. 
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314.  Pour  insérer  un  certain  nombre  (le  moyen*  arithmétiques  entre 
deu*  nombres  donnés,  on  détermine  la  raison  de  la  progression  qui  doit 
en  résulter,  ce  qui  se  fait  en  prenant  la  différence  entre  les  deux  nom- 
bres donnés  et  en  divisant  cette  différence  par  le  nombre  de  moyens 
augmenté  de  t.  Ajoutant  successivement  cette  raison  au  petit  nombre 
donné  et  aux  sommes  obtenues,  on  obtient  les  divers  moyens. 

Soit  à insérer  3 moyens  entre  h et  28. 


La  raison  est 


28- 4 _ 24 

3 + 1 4 ’ 


et  ajoutant  6 à 4 et  successivement  aux  sommes  obtenues,  on  a 


±4.  10. 16.22.28. 

On  arriverait  au  même  résultat  en  retranchant  la  raison  6 du  grand 
nombre  28  et  successivement  des  restes  obtenus. 

513.  Quand  le  nombre  des  moyens  arithmétiques  à insérer  est  une 
puissance  de  2 diminuée  de  1,  on  trouve  directement  ces  moyens 
arithmétiques  en  prenant  une  moyenne  arithmétique  entre  les  deux 
nombres  donnés  (290);  puis  une  moyenne  arithmétique  entre  chacun 
des  nombres  donnés  et  le  terme  trouvé,  et  ainsi  de  suite. 

Soit  à insérer  2’— 1 = 3 moyens  entra  0 et  1.  Prenant  la  moyenne 
arithmétique  0,5,  entre  0 et  1,  on  a d’abord  la  progression  ±0.  0,5.1; 
insérant  ensuite  une  moyenne  arithmétique  entre  chacun  des  termes 
consécutifs  de  cette  progression , on  obtient  la  progression  demandée 


f 0.0,25.0,50.0,75.1, 


516.  En  insérant  un  même  nombre  de  moyens  arithmétiques  entre 
les  termes  consécutifs  d’une  progression  arithmétique,  l’epsemble  de 
tous  les  termes  forme  une  nouvelle  progression  arithmétique. 

Insérant  trois  moyens  entre  les  termes  consécutifs  de  la  progression 
±2.14.26,  on  obtient  la  nouvelle  progression 

±2.5.8.11,14.17,20.23.26. 

/ . ' 

317.  Les  sommes  des  termes  correspondants  de  plusieurs  progres- 
sions arithmétiques  forment  une  progression  arithmétique,  dont  la 
raison  est  la  somme  des  raisons  des  progressions  dont  on  a ajouté  les 
termes. 

En  retranchant  les  termes  d'une  progression  arithmétique  des 
ternies  correspondants  d'une  autre  progression  arithmétique,  les  restes 
forment  une  progression  arithmétique,  dont  la  raison  est  la  différence 
des  raisons  des  progressions  proposées. 
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PROGRESSIONS  GÉOMÉTRIQUES. 

318.  Une  suite  de  nombres  croissants  ou  décroissants,  tels  que  le 
rapport  géométrique  de  chacun  d'eux  à celui  qui  le  précède  immédia- 
tement est  constant,  forme  une  progression  géométrique  ou  par  quo- 
tient. Ces  nombres  sont  les  termes  de  la  progression , et  le  rapport 
constant  de  chaque  terme  à celui  qui  le  précède  en  est  la  raison  (272). 

Ainsi  les  nombres  2,  6,  18,  6 4,  162  forment  une  progression  géo- 
métrique croissante  dont  la  raison  est  8.  Un  t’écrit 

H2: 6:i8: 54: 162, 

et  on  l'énonce  nomme  2 est  à 6 est  à 18  est  à 54,  etc. 

Remarque.  Les  mêmes  nombres  écrits  dans  un  ordre  inverse  donnent 
une  progression  géométrique  décroissante  dont  la  raison  est  *. 

319.  On  n'altère  pas  une  progression  en  multipliant  ou  en  divisant 
tous  ses  termes  par  un  même  nombre  (275). 

389.  Dans  une  progression  géométrique  croissante  ou  décroissante, 
un  terme  quelconque  est  égal  au  premier  multiplié  par  la  raison 
élevée  à une  puissance  d'Un  degré  égal  au  nombre  des  termes  qui  pré- 
cèdent celui  que  l'on  considère.  Ainsi,  dans  la  progression  précédente, 
le  cinquième  terme  est  égal  à 

2x3*=2x^=162. 

i ' 

581.  Le  produit  de.  deux  termes  également  distants  des  extrêmes  est 
égal  au  produit  des  extrêmes.  L’exemple  du  n°  318  donne 

2x162  = 6 x 54  = 18x18. 

‘ * . , 

388.  Le  produit  p des  termes  d'une  progression  géométrique  est 
égal  à la  racine  carrée  du  produit  des  extrêmes  élevé  & une  puissance 
marquée  par  le  nombre  des  termes  de  la  progression.  Ainsi  l’exemple 

ci-dessus  donne 

p = y (2  x 162)5  = 1889568. 

383.  La  somme  a des  termes  d'une  progression  géométrique  s’ob- 
tient en  retranchant  le  premier  terme  du  produit  du  dernier  terme  par 
ia  raison,  et  eu  divisant  la  différence  par  la  raison  moins  1.  La  pro- 
gression du  n*  318  donne 

(162X3) -2 
3—1 

Si  la  progression  était  décroissante,  la  somme  des  termes  s’obtieo  - 
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(irait  en  divisant  par  l'unité  moins  la  raison  le  premier  terme  diminué  du 
produit  du  dernier  par  la  raison.  Ainsi  la  progression  H 162 : 54  ; 18 : 6 : 2 
donne 


162-2 x | 


162x3—2 

2 


242. 


324.  Pour  insérer  un  certain  nombre  de  moyens  géométriques  entre 
deux  nombres  donnés,  on  détermine  la  raison  de  la  progression  qui 
doit  en  résulter,  ce  qui  se  fait  en  divisant  le  second  des  nombres 
donnés  par  le  premier,  et  en  extrayant  du  quotient  la  racine  du  degré 
indiqué  par  le  nombre  de  moyens  géométriques  à insérer  augmenté  de  1. 
Multipliant  par  cette  raison  le  premier  nombre  donné,  on  a le  premier 
moyen  ou  le  deuxième  terme  de  la  progression,  lequel  multiplié  par  la 
raison  donne  le  deuxième  moyen,  et  ainsi  de  suite. 

Soit  à insérer  trois  moyens  géométriques  entre  2 et  162.  La  raison 
est 

^/^  = ^8Ï  = Vvlï=V/9=3.  (263) 


Multipliant  par  3 le  premier  terme  2 et  successivement  les  produits 
obtenus,  on  obtient  la  progression  fî 2 : 6 : 18 : 54 : 162. 

323.  Quand,  comme  dans  l’exemple  précédent,  le  nombre  des  moyens 
géométriques  à insérer  est  une  puissance  de  2 diminuée  de  1,  on  trouve 
ces  moyens  en  prenant  une  moyenne  géométrique  entre  les  deux 
nombres  donnés  (297)  ; puis  une  moyenne  géométrique  entre  chacun 
des  nombres  donnés  et  le  terme  trouvé,  et  ainsi  de  suite.  Soit  à insérer 
2’— 1 = 3 moyens  géométriques  entre  2 et  162.  Prenant  la  moyenne 
géométrique  y 2 x 162  = 18,  entre  2 et  162,  on  obtient  d'abord  la  pro- 
gression 2: 18;  162.  Insérant  ensuite  une  moyenne  géométrique 
entre  chacun  des  termes  consécutifs  2 et  18,  18  et  162  de  cette  pro- 
gression, on  obtient  la  progression  demandée 


H2;6:i8:54:i62. 


326.  En  insérant  un  même  nombre  de  moyens  géométriques  entre 
les  termes  consécutifs  d’une  progression  géométrique,  l’ensemble  de 
tous  les  termes  forme  une  nouvelle  progression  géométrique. 

Ainsi , en  insérant  trois  moyens  entre  chacun  des  termes  consécutifs 
de  la  progression  ff  1 : 81 : 6561,  on  obtient  la  nouvelle  progression. 

ffl  : 3 : 9 : 27  : 81 : 243 ' 729 : 2187  : 6561. 

327.  Les  produits  des  termes  correspondants  de  plusieurs  progres- 
sions géométriques  forment  une  progression  géométrique,  dont  la  raison 
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est  égale  au  produit  des  raisons  des  progressions  dont  on  a multiplié 
les  termes. 

En  divisant  les  termes  d'une  progression  géométrique  par  les  termes 
correspondants  iTune  autre  progression  géométrique,  les  quotients  for- 
ment une  progression  géométrique,  dont  la  raison  est  égale  à la  raison 
de  la  première  progression  divisée  par  la  raison  de  la  seconde. 

En  élevant  tous  les  termes  d'une  progression  à une  même  puissance, 
on  obtient  une  nouvelle  progression  géométrique,  dont  la  raison  est 
égale  à la  même  puissance  de  la  raison  de  la  progression  proposée. 

De  même  en  extrayant  une  même  racine  de  tous  les  termes  d'une 
progression  géométrique,  on  obtient  une  nouvelle  progression,  dont  la 
raison  est  égale  à la  même  racine  de  la  raison  de  la  progression  pro- 
posée. 


LIVRE  VI. 


RiglM  diverse*. 


RÈGLES  DE  TROIS. 

528.  Une  règle  de  trois  est  une  règle  par  laquelle  on  résout  un  pro- 
blème, c’est-à-dire  détermine  la  valeur  d'une  inconnue,  au  moyen  d’une 
ou  de  plusieurs  proportions  (277). 

529.  La  règle  de  trois  est  simple,  lorsqu’elle  consiste  dans  la  détermi- 
nation du  quatrième  terme  d’une  proportion,  dont  les  trois  autres  sont 
donnés  dans  l’énoncé  du  problème  (296).  Si,  au  contraire,  ces  trois 
termes  ne  sont  pas  donnés  directement,  et  que  leur  détermination 
exige  quelques  opérations  préalables,  ou  que  la  solution  du  problème 
exige  l’emploi  de  plusieurs  règles  de  trois  simples  ou  proportions,  la  règle 
prend  le  nom  de  règle  de  trois  composée. 

550.  L’énoncé  de  tout  problème  qui  se  résout  au  moyen  de  la  règle 
de  trois  simple  contient  deux  quantités  connues  de  même  espèce,  et 
deux  autres  quantités  de  même  espèce  dont  une  seule  est  connue. 

On  ne  peut  établir  de  rapport  qu’entre  les  quantités  de  même  espèce, 
et  selon  que  le  rapport  des  quantités  de  même  espèce,  dont  une  seule 
est  connue,  est  direct  ou  inverse  de  celui  des  deux  autres  (279),  ce  que 
l’on  reconnaît  facilement  à l’énoncé  du  problème,  la  règle  de  trois 
simple  est  dite  directe  ou  inverse. 

531.  Règle  de  trois  simple  directe. 
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5  ouvriers  ont  fait  25  mètres  ffowcrage,  combien  7 ouvriers  en  feront- 

ils  dans  le  même  temps? 

Il  est  évident  que  les  nombres  de  mètres  d’ouvrage  sont  en  raison  di- 
recte des  nombres  d'ouvriers  qui  les  font  ; donc,  en  désignant  par  x le 
nombre  des  mètres  d’ouvrage  faits  par  les  7 ouvriers,  on  aura  (279) 

7 

6  ; 7=25  : x,  d’où  x — — - — = 35  mètres. 

o 

On  peut  résoudre  ce  problème,  ainsi  que  tous  ceux  relatifs  aux  règles 
de  trois  simple  ou  composée,  par  la  méthode  suivante,  dite  méthode  de 
réduction  à l'unité,  dans  laquelle  on  ne  fait  pas  usage  des  proportions. 

25 

5 ouvriers  ayant  fait  25  mètres  d’ouvrage,  1 ouvrier  en  fera  dans 
le  môme  temps,  et  7 ouvriers  en  feront 
25x7 

— - — = 35  mètres. 

5 

352.  Règle  de  trois  simple  inverse  (330). 

1"  Problème,  h ouvriers  ont  mis  20  heures  pour  faire  un  ouvrage, 
trouver  en  combien  (V  heures  10  ouvriers  feront  le  même  ouvrage. 

Les  nombres  d’heures  employées  étant  en  raison  inverse  des  nombres 
d'ouvriers,  x étant  le  nombre  d’heures  de  travail  des  10  ouvriers, 
on  a (279) 

ù : 10  =x  : 20,  d’où  x — î0* ^ = 8 heures. 

10 

Méthode  de  réduction  à Vunité.  Puisque  h ouvriers  ont  mis  20  heures 
pour  faire  l’ouvrage,  1 ouvrier  mettra  20  x à heures,  et  10  ouvriers, 


20  x h 

10 


= 8 heures. 


2*  Problème.  Combien  doit-an  employer  de  mètres  de  toile  à - de 


large  pour  doubler  55  mètres  à ^ ? 


Les  longueurs  étant  en  raison  inverse  des  largeurs,  on  a 

3 a 


^.  -=*5:*,  d’où  « = =^^=5x7x2  = 70". 


Métlwde  de  réduction  à tunitè.  55  mètres  à - de  large  valent 

7 ^ 

55  x 6 mètres  de  1 mètre  de  largeur,  et  à | de  large  ils  valent 
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45x- 

— = =70  mètres. 

< *» 

h 

535.  Exemples  de  règles  de  trais  composées  (329)  : 

1”  2 mwriers,  travaillant  3 heures  par  jour,  ont  fait  enb  jours  90  mè- 
tres il  ouvrage;  combien  3 ouvriers , travaillant  7 heures  par  jour,  fe- 
ront-ils de  mètres  du  même  ouvrage  en  2 jours  ? 

Ayant  disposé  les  données  et  l'inconnue  de  la  manière  suivante  : 

2*  3‘  51  90” 

3°  T 2*  z”, 

on  peut  Arriver  à la  solution  de  ce  problème  A l’aMe  d’une  série  de 
règles  de  trois  simples  ou  proportions;  mais  il  est  plus  commode  de  ra- 
mener le  problème  au  cas  d’une  règle  de  trois  simple,  en  opérant  comme 
il  suit  : 

2 ouvriers,  travaillant  3 heures  par  jour,  font  autant  d’ouvrage  que 
2x3  ouvriers  travaillant  pendant  1 heure,  et  2x3  ouvriers  qui  tra- 
vail lent  1 heure  par  jour  pendant  5 jours  équivalent  à 2x3x6  ou- 
vriers qui  travaillent  pendant  une  heure. 

De  même,  3 ouvriers,  travaillant  7 heures  par  jour  pendant  2 jours, 
font  autant  d’ouvrage  que  3 x $ x 2 oùVriefs  qui  travailleraient  pendant 
l heure. 

Le  problème  est  donc  ramoné  au  suivant: 

2x3x6  ouvriers  ont  fait  90  mètres  d’ouvrage,  combien  3x7x2 
ouvriers  feront-ils  de  mètres  du  même  ouvrage  dans  le  même  temps? 

La  solution  de  ce  problème  est  donnée  par  nne  règle  de  trois  simple 
directe,  et  on  a (331) 

00  y S y 7x2 

2x3x5 :3x7x 2 =90;^d’où*=  f f T -18 x 7 = 126 mfet. 

2 X i5  X O 

Il  convient  d’écrire  les  termes  de  la  proportion  avec  tous  leurs  fac- 
teurs, afin  de  profiter  des  réductions'qoi  peuvent  se  présenter  (157). 

Méthode  de  réduction  à l'unité.  Puisque  2 ouvriers,  travaillant  3 heures 
par  jour  pendant  5 jours,  ont  fait  90  'mètres  d’ouvrage,  1 ouvrier,  tra- 

90 

vaillant  1 heure  par  jour  pendant  1 jour,  en  fera  — 5 — - mètres,  et, 

J X u X o 

par  suite,  3 ouvriers,  travaillant  7 heures  par  jour  pendant  2 jours,  en 
feront 

90  x 3 x 7 x’2  . . 

— s — 5 — = — = 120  mètres. 

2x3x5 

2”  2 ouvriers,  travaillant  3 heurespar  jour,  font  en  5 jours  90  métros 
d'ouvrage;  combien  faudra-t-il  de  jours  à 8 'ouvriers  gui  travaillent  7 
heures  par  jour  pour  faire  te  même  ouvrage? 
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2°  3h  & 90“ 

3”  7k  ï1  90“. 

En  raisonnant  comme  dans  le  cas  précédent,  on  ramène  le  problème 
au  suivant,  dont  la  solution  dépend  d’une  règle  de  trois  simple  in- 
verse : 

2x3  ouvriers  ont  mis  5 jours  pour  faire  un  ouvrage,  combien  3x7 
ouvriers  mettront-ils  de  jours  à faire  le  même  ouvrage  7 

On  a (332) 

2x3:3  x 7=i  : 5,  d’où  z = ■’ jours. 

oX7 


Méthode  de  réduction  à Funilé.  D’après  l’énoncé,  1 ouvrier  travail- 
lant 1 heure  par  jour  mettra  5x2x3  jours  pour  faire  90  mètres  d’ou- 
vrage ; donc  3 ouvriers  travaillant  7 heures  par  jour  mettront 


5x2x3 

3x7 


jours. 


3°  Si  les  3 ouvriers,  travaillant  7 heures  par  jour,  avaient  dû  faire 
non  pas  90  mètres  d’ouvrage,  comme  les  premiers,  mais  126  mètres,  par 
exemple, 

2“  3k  y 90“ 

3°  7k  x>  126", 


on  aurait  divisé  l’opération  en  deux  parties  en  cherchant  d’abord  le 
5 x 2 x 3 

nombre  — r — - — jours  qu’ils  mettent  à faire  90  mètres  d’ouvrage,  en 

O X / 

opérant  comme  ci-dessus  ; et  le  problème  étant  ramené  à celui-ci  : 

3 x 2 x 3 

Des  ouvriers  mettent  — — — jours  à faire  90  mètres  d’ouvrage, 

u X / 

combien  mettront-ils  de  jours  pour  en  faire  126? 


On  aurait  eu  (331) 


90  ; 126  :: 


5x2x3 
3x7  : X' 


d’où 


5x2x3x126 126 

3x7x90  — 7x9 


— — 2 jours. 


Méthode  de  réduction  à runité.  1 ouvrier,  travaillant  1 heure  par 
5x2x3 

jour,  mettra  — ^ — jours  pour  faire  1 mètre  d’ouvrage  ; donc  3 ou- 
vriers, travaillant  7 heures  par  jour,  mettront  pour  faire  126  mètres 
d’ouvrage 


5x2x3x126 

3x7x90 


= 2 jours. 
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354.  Règle  générale  pour  résoudre  une  règle  de  trois  simple  ou 
composée  (331,  332  et  333). 

Les  quantités  qui  entrent  dans  l’énoncé  d’une  règle  de  trois  sont 
deux  à deux  de  même  espèce,  et  le  rapport  de  l’inconnue  à la  quantité 
connue  de  même  espèce  est  égal  au  produit  des  rapports  directs  ou  in- 
verses des  autres  quantités;  ainsi,  dans  le  problème  du  3”  n"  333,  le 
rapport  des  nombres  d’ouvriers  et  celui  des  nombres  d’heures  étant  in- 
verses de  celui  des  nombres  de  jours,  et  celui  des  nombres  de  mètres 
d'ouvrage  étant  direct,  on  a 


x 2 3 126 

s-;)*?*  90  ’ 


d’où 


x — àx 


2 x 3 x 126 
3 x 7 x 90 


2 jours. 


RÈGLES  D’IüTÉRÊTS. 

338.  On  nomme  intérêt  ce  que  rapporte  une  somme  d’argent  prêtée 
pendant  un  certain  temps.  La  somme  prêtée  est  appelée  capital. 

336.  L’intérêt  de  100  francs  placés  pendant  un  an  est  le  faux  de  l’in- 
térêt ou  le  taux  de  l’argent.  Ainsi,  lorsque  100  francs  rapportent  5 
francs  par  an,  on  dit  que  le  taux  de  l’argent  est  à 5 pour  100  par  an,  ou 
simplement  que  l’argent  est  à 6 p.  100  ; c'est  ce  que  l’on  écrit  ainsi  d’une 
manière  abrégée,  5 p.  ou  même  5 

Le  taux  légal  est  de  5 p.  100  clans  les  transactions  ordinaires,  et  de 
6 p.  100  en  matière  commerciale. 

537.  L 'intérêt  est  simple  quand  le  capital  reste  le  même  pendant 
toute  la  durée  du  prêt 

558.  L'intérêt  est  composé  lorsqu’il  se  joint  au  capital  à la  fin  de  cha- 
que année  pour  porter  lui-même  intérêt,  c’est-à-dire  quand  on  a égard 
aux  intérêts  des  intérêts.  Les  caisses  d’épargne  offrent  une  application 
de  cette  règle. 

530.  Les  solutions  des  questions  sur  les  intérêts  se  déduisent  des  deux 
principes  suivants  : 

1*  L'intérêt  simple  d'un  capital  est  proportionnel  au  temps  pendant 
lequel  ce  capital  est  prêté  (279). 

2°  Deux  capitaux  placés  pendant  le  même  temps  et  au  même  taux 
sont  en  raison  directe  de  leurs  intérêts  (279). 

540.  Problèmes  sur  les  intérêts  simples. 

1”  Combien  A5000  francs,  argent  comptant,  vaudront-ils  dans  U ans 
à 5 p.  100  1 

100  francs  rapportant  5 fr.  en  un  an,  ils  rapportent  5 x U francs  pour 
h ans  (1%  n°  339),  et,  désignant  par  a;  l’intérêt  du  capital  Û5000  francs 
pour  k ans,  on  a (2*,  n°  339) 

100:ù5000  = 5x4:z,  d’où  z— ^500°*5  x ^ = 9000  fr. 

6 
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Co  qui  montre  que  pour  avoir  Pinttrêt  d'un  capital  proie  pendant  un 
■nombre  détermine  < Tannées , il  suffit  de  multiplier  le  capital  fuir  le 
taux  et  par  le  nombre  d'années,  et  de  diviser  le  produit  par  100. 

L’on  peut  encore  arriver  à ce  résultat  sans  faire  usage  do  proportion, 
en  employant  la  méthode  do  réduction  à l'unité  (331  à 333).  Ainsi , 
puisque  100  francs  rapportent  5 franc»- en  un  an,  1 franc  rappor- 
tera fr.;  pour  h ans  l'intérêt  de  1 franc  sera  alors  fr.  et  celui 
de  45000  francs  sera 


45000x5x4 

ÏÔÔ 


9000  fr. 


Les  régies  d’intérêts  n’étant  autre  chose  que  des  règles  de  trois,  on 
peut  en  général  leur  appliquer  la  méthode  de  réduction  à l'unité. 

Le  capital  45000  francs  devient  donc  après  4 ans 


X = 45000  + 9000  = 54000  fr. 


Résultat  que  l’on  obtient  directement  4 l’aide  de  la  proportion 
100 : 45000  = (100  + 5 x 4) :X.  d’où  x _ 46000x120 _5,l000  fr. 

Ou  encore  en  disant,  puisque  100  francs  valent  100  + 5x4  francs 
100-4-  5 x li 

après  4 ans,  1 franc  vaut  — -f-  - — - francs,  et  45000  fr.  deviennent 
...  100 

45000  x "°~ibo5  X'/l= 54000  fr- 


2"  Combien  45000  francs  comptant  vaudront-ils  dans  4 ans  3 mois  • 
Comme  dans  le  cas  précédent,  100  francs  rapportant  5 francs  en  un 


51  51 

an.  en  4 ans  3 mois  ou  51  mois  ou  — ans  il  rapportera  5 x ■ - francs; 

1 2 12 

5 51 

l’intérêt  de  1 franc  pour  le  même  temps  est  alors  — x — , et  celui  de 
45000  francs, 

45000x5  51 

100  x12-9j6-- 50’ 


Le  capital  devient  donc  après  4 ans  3 mois 

45000  + 9562,  50  = 54562',  50. 


Résultat  que  l’on  obtient  directement  en  remarquant  qu’après  4 ans 

51 

3 mois  100  francs  devenant  100  + 5 x =;  = 121',  25, 1 franedevient  i',2125, 

12 

et  45000  francs  valent 

1,2125  X 45000  = 54562',  50. 
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3°  Combien  45000  franc»  comptant  vaudront-ils  dans  48  jours 
5 pour  1007 

Oc  même  que  l'on  considère  le  mois  comme  étant  le  de  l’an- 
née (2  ),  on  considère  le  jour  comme  étant  le  trentième  du  mois,  et 
1 

par  suite  le  de  l'année. 
obO 

Alors  l’intérêt  do  100  francs  pour  48  jours,  ou an,  est  5 x 48  fr.  : 

360  360 

5 X A8 

celui  do  1 franc  est  —:<1  - francs,  et  celui  de  45000  francs. 


45000  x 48  x mkm = 45000  x ^8  x tL = 300  fr- 

De  cette  valeur  de  x on  déduit  la  règle  générale  suivante  : 

Pour  obtenir  F intérêt  <tun  capital  prêté  à 5 p.  100  pendant  un  cer* 
tain  nombre  de  jours,  on  multiplie  le  capital  par  le  nombre  de  jours, 
et  on  divise  le  produit  pur  7200. 

Lorsque  le  taux  (lu  l’argent  est  46  p,  100,  les  opérations  précédentes 
conduisent  à 

45000  x 48  x 36ô5îoô  .=* 45000  * 48  * m>  = 360  fr- 

D où  il  résulte  qu’alors,  pour  obtenir  F intérêt,  on  multiplie  le  capi- 
tal par  le  nombre  de  jours,  et  on  divise  le  produit  par  6000.  Ou  trou- 
verait de  même  que  le  diviseur  est  8000  lorsque  le  taux  est  4 et 

9000  s’il  est  4,  12000  s’il  est  3,  14400  s’il  est  2 et  et  18000  s’il 
est  2. 

Ajoutant  l’intérêt  4 la  somme  prêtée,  on  a la  valeur  45300  francs  du 
capital  après  48  jours. 

On  peut  encore  obtenir  directement  cette  valeur  en  opérant  comme 
au  2*.  ce  qui  donne 


45000  x 


‘00+5*sro 

100 


= 45300  fr. 


4°  Combien  54562',  50,  payables  dans  ti  ans  3 mois,  valent-ils  ar- 
gent comptant  , le  taux  étant  de  5 p.  100  7 
Ayant  trouvé,  eu  opérant  comme  au  2»,  que  1 franc  devient  l',2125 
après  4 ans  3 mois,  puisque  l',2425  payables  après  4 ans  3 mois  valent 
1 franc  argent  comptant,  54562', 50  valent 


54662',  50 
4,2125 


=*45000  fr. 
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En  général,  quand  on  divise  une  somme  payable  après  un  certain 
temps  par  la  valeur  d'un  franc  après  ce  temps,  le  quotient  est  le  ca- 
pital primitif. 

5"  Trouver  dans  combien  d'années  le  capital  45000  fr.,  prêté  à 5 p. 
100,  vaudra  54562', 50. 

Le  capital  45000  francs  rapporte  en  un  an 


45000  x jÿÿ  = 


45000 

20 


=2250  fr. 


(!*)■ 


Le  temps  pendant  lequel  il  faut  le  prêter  pour  qu’il  rapporte 
54562',  50— 45000  = 9562', 50  est  alors 


— 4, 25  années  ou  4 ans  3 mois  (223). 

2250 

34 1 . Probl imws  sur  les  intérêts  composés  (338  et  343). 

1°  Combien  le  capital  45000  francs,  prêté  à intérêt  composé,  vau- 
dra-t-il  dans  4 ans  ! 

1 fr. devenant  \ — = = fr.  après  la  première  année,  45000  fr.  de- 
100  20 

viennent 

45000  x ^ fr. 

Ce  nouveau  capital,  prêté  pendant  une  seconde  année,  devient  à la  fin 
de  cette  année 

21  21  /2i\  * 

45000  x 2Ô  x m = i5(>00  x (âôj  fr’ 

Cet  autre  capital  vaudra  à la  fin  de  la  troisième  année 

S5.0(lx(|J)’x?î=B»00x(|t)’fr. 

et  ainsi  de  suite;  ce  qui  montre  qu’un  capital  prêté  à intérêt  composé 
vaut , après  un  nombre  entier  quelconque  d'années,  sa  première  valeur 
21 

multipliée  par  la  fraction  élevée  à une  puissance  d'un  degre  égal 

au  nombre  des  années.  Ainsi , après  4 années , le  capital  45000  fr. 
vaudra  (265). 

45080  x(|l)‘=  S5000  X mm». 

Remarque.  Si  le  taux  n’était  pas  5,  mais 3,  4,6,  etc.,  au  lieu  de 

°1  105 

multiplier  le  capital  par  la  fraction  ~ ou  élevée  à la  puissance  in- 
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diquée  par  le  nombre  des  années,  on  le  multiplierait  respectivement  par 
la  fraction  — -,  —,  etc.,  élevée  a cette  même  puissance. 

2*  Combien  le  capital  45000  fr.  prêté  à intérêt  composé  vaudra-t-il 
dans  4 ans  3 mois? 

On  cherche  d'abord  ce  que  devient  le  capital  après  les  4 années  en- 
tières, en  opérant  comme  dans  le  cas  précédent.  Puis  on  détermine  ce 
que  vaut  le  capital  trouvé  54697,78 , prêté  à intérêt  simple  pendant 
3 mois,  ce  qui  donne  (340) 


100  + 5x^ 

64697,78  x - = 55381', 50. 

1UU 

3*  Quel  capital  faut-il  placer  à intérêt  composé  pour  valoir  55381',50  * 
après  4 ans  3 mois? 

/21\* 

100  francs  après  4 ans  valent  100  x (-1  , et  après  4 ans  3 mois, 
/21\*  100+6><Ï2 

100X  ( 20  ) x — 123', 07;  un  franc  après  ce  temps  vaut 

donc  i',2307. 

Puisque  l',2307  placés  pendant  4 ans  3 mois  valent  1 fr.  argent 
comptant,  55381',50  valent  donc 


55381,50 

T23oV  = Û500°fr- 


4*  Dans  combien  de  temps  le  capital  45000  fr.,  prêté  à intérêt  com- 
posé, vaudra-t-il  55381', 50  7 

Calculant,  comme  au  1*,  ce  que  vaut  le  capital  45000  fr.  après  la  1", 
2*,  3*,  etc.,  année,  on  reconnaît  ainsi  qu’après  la  4*  année  il  vaut 
54697', 78,  et  que  par  suite  la  durée  totale  du  prêt  est  comprise  entre  4 
et  5 ans. 

Il  s'agit  alors  de  trouver  en  combien  de  mois  le  capital  54697' ,78 
rapportera  55381,50  — 54697,78  = 683',72,  ce  qui  se  fait  eu  opérant 
comme  au  5*,  n‘  340. 

5 

En  12  mois  le  capital  54697,78  rapportera  54697,78  x — fr.,  et  en 


un  mois, 


54697,78x5 
100  x 12 


Le  nombre  de  mois  pendant  lequel  il  rapportera  683', 72  est  alors 


rRo  . 54697,78  X 5 683,72  X 100  x 12 

68J’7'2'  100x12  ~ 54697,78  x5 


= 3 mois. 


La  durée  totale  du  prêt  est  donc  de  4 ans  3 mois. 
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542.  Valeur  acquise  à la  fin  de  chruptc  année,  par  1 fr.  placé 
à inlèrèt  composé  (34  i). 


Alt  NËES. 

U 

pour  100. 

h V, 

pour  100. 

& 

pour  100. 

» 

pour  100. 

i 

fr. 

1,0  V0  000  00 

fr. 

1 ,0V5  000  00 

fr. 

1 ,0.’»0  000  00 

fr. 

1,055  000  00 

5 

1,08!  600  00 

1,092  025  00 

1,102  500  00 

1,113  025  00 

3 

1,124  864  00 

1.141  166  12 

1 , 1 57  62*7  00 

1,174  241  37 

A 

1 , 1 69  858  56 

1,192  518  60 

1,215  506  25 

1 ,238  824  65 

5 

1,216  052  90 

1,246  181  94 

1.270  28 1 56 

1,306  960  01 

G 

1,263  318  02 

1,302  260  13 

1,340  096  64 

1,378  842  81 

7 

1,315  931  78 

1,360  861  83 

1,407  100  12 

1,454  679  16 

S 

4 ,368  869  03 

1,422  100  61 

1,477  435  44 

1,534  686  51 

9 

1,423  311  81 

1,486  095  14 

1,551  328  22 

1,619  094  27 

10 

1.480  244  28 

1 ,552  969  42 

1,628  894  63 

1,708  1 H 45 

II 

1,539  454  05 

1,622  85.1  04 

1,710  339  36 

1,802  00?  30 

H 

1,601  032  21 

1,695  881  43 

1,795  866  33 

1,901  207  47 

13 

1 .665  073  50 

1,772  196  09 

1 ,885  649  1 4 

2,005  77  3 88 

U 

1,731  676  44 

1,851  944  91 

1,979  9.71  60 

2,116  091  44 

1 15 

1 ,800  943  50 

1,9.15  28  2 43 

2,078  928  18 

2,2.12  476  47 

IC 

1,87  2 9 81  2V 

2,022  370  1 4 

2,182  874  59 

2,355  262  6S 

17 

1 ,947  900  49 

2,113  376  80 

2,292  018  32 

2,484  802  43 

18 

2,025  816  51 

2,208  478  76 

2,406  619  23 

2,621  466  25 

19 

2,106  849  17 

2,307  860  30 

2,526  950  19 

2,765  646  89 

20 

2,101  123  14  . 

2,411  714  01 

2,653  WH7  70 

2,917  757  47 

| 21 

2,278  768  07 

2,520  241  14 

2,785  962  58 

3,078  234  13 

1 32 

2,369  918  79 
2,46 4 715  5 4 

2.633  651  99 

2.925  260  71 

3,247  5.17  01 

23 

2,7.5?  166  33 

3,071  523  75 

3,426  151  55 

2 A 

2,363  304  16 

2,876  01.1  81 

3,225  099  9 4 

3,61  4 589  89 

25 

2,663  836  33 

3,005  434  4.1 

3.386  354  94 

3,813  392  33 

ifi 

2,772  469  78 

3,140  678  98 

3,553  672  69 

4,02.1  128  91 

27 

2,883  368  57 

3,2R2  00‘J  53 

3,733  456  32 

4,244  401  00 

28 

2,998  703  31 

3,429  099  96 

.1,920  129  1 4 

4,477  843  06 

20 

3,118  631  44 

3,384  036  46 

4,116  135  60 

4,724  124  43 

30 

3,243  397  50 

3,743  318  10 

4,321  942  38 

4,983  951  27 

31 

3,373  133  40 

3,913  857  41 

4,538  039  50 

5,238  «68  59 

3,508  038  74 

4,0X9  980  99 

4.764  941  47 

6,547  26  2 36 

3,648  381  09 

4.27  4 030  13 

5,003  1X854 

5,852  361  79 

31 

3,794  310  3.1 

4,466  301  49 

5,25.1  347  97 

6,174  24 1 69 

35 

3,946  088  98 

4,667  3V7  79 

8,516  015  37 

6,513  824  98 

30  • 

4,103  932  34 

4.877  378  il 

5,791  816  14 

6.872  085  35 

37 

4,268  089  84 

5,096  860  44 

6,081  406  93 

7,350  050  04 

;m 

4,438  813  43 

5,326  219  16 

6,385  477  30 

7,648  802  79 

30 

4,616  363  97 

5,563  899  01 

6,704  751  16 

8,069  486  94  j 

40 

4.801  020  61 

5,816  364  47 

7,039  988  72 

8,513  308  72 

41 

4,993  061  43 

6,078  1 00  87 

7,391  988  16 

8,981  540  70 

42 

6,192  783  89 

6,351  615  41 

7,761  587  57 

9,475  525  4 4 

43 

5,400  495  25 

6,637  438  10 

8,149  «68  95 

9,996  679  3 4 

44 

5,616  515  06 

6,936  122  R! 

8,557  150  30 

40,546  496  70  1 

45 

6,841  175  66 

7,248  248  34 

8,985  007  81 

11,126  554  02 

46 

6,074  822  69 

7.574  419  52 

8,434  268  18 

11,738  514  49 

47 

6,317  815  60 

7,915  268  40 

9,905  971  09 

12,384  132  79 

48 

6,570  528  22 

8,271  453  48 

10,401  269  64 

13,065  260  09 

40 

6,833  349  33 

8,643  670  98 

40,921  333  12 

43,783  839  39 

50 

7,106  683  32 

9,0.12  638  17 

11,467  399  79 

14,541  961  <1 
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Valeur  acquise  à la  fin  de  chaque  année  par  i fr.  placé 
à intérêt  composé. 


H 

G 

pour  100. 

6 •/, 
pour  100. 

7 

pour  400. 

8 

pour  100. 

« 

fr. 

4 ,060  000  00 

fr. 

1 ,06">  000  00 

fr- 

1 ,070  000  00 

fr. 

1,080  000  00 

1,4  23  600  00 

4,134  225  00 

1,144  900  00 

4,406  400  00 

4,191  016  00 

1 ,207  949  62 

1 ,225  043  00 

4,259  712  00 

4,262  476  96 

4 ,286  466  35 

4,310  796  04 

1,360  488  96 

4 ,338  223  58 

1,370  086  60 

4 ,402  554  73 

1,469  328  08 

( > 

4,418  519  1 1 

4,459  142  29 

1,500  730  35 

1,580  874  33 

7 

1 ,503  630  26 

4 ,553  986  54 
4,654  995  67 

1,605  781  47 

1,713  824  28 

8 

4,593  8 48  08 

4,748  186  17 

4,850  930  2* 

9 

4 ,689  478  96 

1,762  570  39 

1,838  459  20 

1,999  004  04 

10 

1 ,790  847  70 

1,877  437  47 

1,967  151  34 

2,458  925  01 

II 

4,898  398  56 

1,999  154  40 

9,104  851  93 

2,331  039  04 

II 

2,012  496  47 

2,4  29  096  24 

2,252  191  57 

2,518  170  13 

13 

2,432  928  26 

2,267  487  50 

2,409  844  98 

2,719  6*3  74 

14 

2,260  903  96 

2,414  874  49 

2,578  534  43 

2,937  193  64 

45 

2,396  338  20 

3,571  844  01 

2,759  031  52 

3,172  169  13 

16 

2,540  351  69 

2,739-010  68 

2,959  163  73 

3,425  94*  66 

47 

3,692  772  79 

2,917  0 46  37 

3,158  815  19 

3,700  018  07 

48 

3,854  339  16 

3,406  654  38 

3,379  932  25 

3,996  019  52 

49 

3,023  599  54 

3,308  586  91 

3,616  527  51 

4,315  701  08 

20 

3,207  435  48 

3,523  645  06 

3,869  684  44 

4,060  957  17 

34 

3,399  363  61 

3,753  681  99 

4,140  562  35 

5,033  833  74 

32 

3,603  337  43 

3,996  606  32 

4,430  404  71 

5, 436  540  44 

23 

3,819  7 49  68 

4,256  383  73 

4,740  529  83 

5,871  403  68 

*4 

4,048  93  4 66 

4,633  050  80 

5,072  366  92 

6,341  180  77 

2"> 

4,29  1 870  7 4 

4,827  699  10 

5,427  432  60 

6,848  475  *3 

36 

4,549  382  98 

5,141  499  54 

5,807  352  88 

7,396  353  25 

37 

4,822  345  96 

5,475-097  01 

6,213  867  58 

7,988  064  54 

28 

5,14  1 686  72 

5,831  617  32 

6,648  838  3| 

8,627  tl>6  43 

29 

6,418  387  92 

6,210  672  45 

7,144  250  99 

9,317  274  94 

30 

5,743  494  20 

6,614  366  16 

7,812  254  98 

10,062  656  94 

31 

6,088  4 00  67 

7,044  299  96 

8,4  45  112  83 

10,807  669  50 

32 

6,453  386  7 1 

7,502  179  46 

8,715  270  73 

1 1 ,737  083  06 

33 

6,840  589  94 

7,989  821  12 

9,325  339  68 

12,676  049  70 

34 

7,251  025  30 

8,509  159  49 
9,062  254  86 

9,978  113  46 

13,690  133  08 

35 

7,686  086  82 

40,676  581  40 

14,785  344  37 

36 

8,147  25  2 03 

9,654  301  4S 

14,423  942  40 

4 5,968  171  92 

37 

8,636  087  45 

10,278  636  02 

12,223  618  03 

17,245  625  87 

38 

9,154  252  38 

10,946  747  36 

13,079  271  34 

18,625  275  72 

39 

9,703  507  59 

41,658  285  94 

13,094  820  30 

20,145  297  78 

40 

10,985  547  97 

4 2,416  074  53 

4 4,974  457  72 

21,724  5*1  GO 

41 

10,902  861  05 

43,223  4 49  37 

46,022  669  76 

23,462  483  33 

42 

14,557  032  71 

44,082  622  43 

17,144  250  64 

25,339  482  00 

43 

1 2,250  45  4 67 

1 4,997  992  57 

48,344  354  60 

27,306  640  5G 

44 

12,985  481  95 

15,97  2 8 6 2 09 

19,028  459  42 

29,555  971  80 

45 

43,764  610  87 

17,011  098  43 

21,002  451  58 

34 ,920  4-49  54 

46 

1 4,590  487  52 

18,116  819  51 

22,472  623  18 

34,474  085  50 

47 

15,465  916  77 

49,294  41  2 79 

24,045  706  80 

37,232  012  34 

48 

46,393  874  78 

20.548  549  62 

25,7*8  906  98 

40,210  573  33 

49 

47,377  504  09 

21,884  205  34 

27,529  929  7 2 

43,427  419  20 

50 

18,420  154  34 

23,306  678  69 

29,457  024  80 

40,901  614  74 
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543.  La  table  précédente  permet  d'abréger  considérablement  les  cal- 
culs que  nécessitent  les  règles  d’intérêt  composé. 

Si  l'on  a,  par  exemple,  à déterminer  combien  le  capital  45000  fr., 
prêté  à intérêt  composé  au  taux  de  5 p.  100,  vaudra  dans  h ans  (341). 
La  table  donnant  i',21 550625  pour  la  valeur  de  1 fr.  après  U ans,  45000  fr. 
vaudront  1 ,21550625  x 45000=54697',78. 

RESTES  SUR  L’ÉTAT. 


544.  On  appelle  rente  sur  P État,  l’intérêt  que  le  gouvernemenfpaye 
pour  un  capital  non  remboursable  qu’il  doit  à des  particuliers  et  à des 
établissements  publics , et  qui  provient  d’emprunts  faits  à différentes 
époques. 

345  Une  inscription  au  grand  livre  est  le  titre  qui  constate  la  pro- 
priété d’une  certaine  rente. 

Tout  créancier  de  l’État  peut  vendre  son  inscription  entotalitéou  en 
partie.  Cette  vente  se  fait  à la  criée , à la  bourse  de  Paris , par  l’inter- 
médiaire d’un  agent  de  change,  qui  en  fait  \e  transfert.  Les  prix  obtenus 
forment  les  cours  de  la  rente,  cotés  à la  bourse,  et  publiés  dans  les  jour- 
naux; ainsi  quand  on  voit  le  3 p.  100  coté  à 76', 50 , cela  veut  dire  que 
3 fr.  de  rente  se  sont  vendus  ce  jour-là  76', 50  ; de  même  le  4 1/2  p.  100 
étant  coté  à 94,  cela  Indique  que  ti',50  de  rente  se  sont  vendus  94  fr. 

On  dit  que  la  rente  est  au  pair  quand  5 fr.  de  rente  se  vendent  100  fr. 

546.  En  France  la  rente  sur  l'État  est  en  3 p.  100  et  en  4 1/2  p.  100. 
Elle  se  paye  par  semestre,  le  22  juin  et  le  22  décembre  pour  le  3 p.  100, 
et  le  22  mars  et  le  22  septembre  pour  le  4 1/2  p.  100.  A Paris  le  paye- 
ment a lieu  au  ministère  des  finances;  dans  les  départements  il  se  fait 
chez  les  receveurs  généraux. 

347.  Problèmes  sur  les  rentes: 

1*  Combien  coûteront  900 fr.  de  renie  4 1/2  p.  100  au  cours  de  94  fr.? 

' 94 

ù',50  coûtant  94  fr.,  un  franc  coûtera  j-r? , et  900  fr., 

4,50 


94x900 

4,50 


= 18800  fr. 


2”  Combien  aura-t-on  de  rente  4 1/2  p.  100  au  cours  de  94  fr.  pour 
18800  fr.? 


r gQ 

Pour  1 fr.  on  aura  , et  pour  18800  fr., 


4,50  x 18800 
94 


900  fr. 


3-  900  fr.  de 
de  la  rente? 

1 fr.  coûtant 


rente  4 1/2  p.  100  coûtent  18800  fr.,  quel  est  le  cours 
18800 

4', 60  coûtent 
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18800  xû, 50  ..  . 

9ÔÔ = 9/,fr‘ 

RÈGLES  D’ESCOMPTE. 

548.  On  billet  à ordre  ou  une  lettre  de  change  est  une  promesse 
écrite  de  payer  une  somme  d'argent  à une  époque  désignée , appelée 
échéance. 

Modèles  d'un  billet  à ordre  et  (Tune  lettre  de  change. 


Timbre.  B-  P-  P-  2000. 


Au  premier  juin  prochain  je  payerai  à l’ordre  de  M Albert, 
papetier,  la  somme  de  deux  mille  francs,  valeur  reçue  en 
marchandises. 

Paris,  le  premier  mira  mille  hait  ce&L-... 

Glllais, 

Rne  , n° 


Paris,  le  premier  mars  18...  

Timbre.  B.  P.  F.  3000. 


Au  premier  juin  prochain  payer,  par  cetto  première  de 
change,  à l’ordre  de  M.  Albert,  papetier,  la  somme  de 
trois  mille  francs,  valeur  reçue  comptant,  que  passerez  suivant 
ou  sans  autre  avis 

A Monsieur 

André , négociant  à Orléans. 

• Gàllais. 


Si  Albert  donne  le  billet  à ordre  ou  la  lettre  de  change  en  payement 
à un  tiers  ou  s’il  le  fait  escompter,  il  l 'endosse , c’estrà-dire  qu'il  appose 
sa  signatur^au  dos;  il  peut  y avoir  plusieurs  endosseurs.  L’acquit  s’é- 
crit également  au  dos. 
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549.  L'escompte  est  la  retenue  faite  sur  le  montant  d’un  billet  quand 
on  le  touche  avant  son  échéance  (348). 

Il  y a deux  sortes  d’escomptes  : Y escompte  en  dedans  et  Y escompte  en 
dehors  (350  et  351). 

530.  V escompte  en  dedans  est  l’intérêt  simple  du  montant  du  billet 
évalué  argent  comptant,  cet  intérêt  étant  compté  du  jour  où  l'on  es- 
compte le  billet  à celui  de  l'échéance  (4“  n°340).  Ainsi  la  somme  que 
l'on  reçoit,  placée  à Intérêt  simple  au  taux  de  l’escompte  depuis  le  jour 
de  l’escompte  jusqu’à  celui  de  l’échéance,  reproduit  le  montant  du 
billet.  Cet  escompte  est  donc  très-équitable. 

Problème.  Quel  est  l'escompte  en  dedans,  à 6 p.  100  par  an,  pour 
une  somme  de  4745', 25  payable  dans  327  jours? 

Ce  problème  revient  à évaluer  la  somme  4745', 25  argent  comptant 
(4‘  n°  340),  et  à retrancher  le  résultat  trouvé  de  cette  somme. 

Or  l’intérêt  de  1 fr.  pour  327  jours,  à 6 p.  100,  étant  (3°  n°  340) 

327  _ 327 
X 6000  _ 6000  rr-’ 

327  63°7 

1 + fr.  après  327  jours  valent  1 fr.  argent  comptant,  et 

b000  OUUO 

par  conséquent  4745', 25  valent 


4743'  25  • ????•• 
ü7“3  • 6000 


4745', 25  x 6000 
Z 6327 


: 4500  fr. 


L’escompte  demandé  est  donc  4745,25 — 4500  = 245', 25. 

Les  autres  problèmes  qu’on  peut  se  proposer  sur  l’escompte  en  de- 
dans, en  prenant  pour  inconnue  soit  le  temps,  soit  la  somme  escomptée, 
ou  encore  le  taux,  se  résolvent  comme  les  questions  analogues  d’intérêt 
simple  (340).  * 

53t.  L 'escompte  en  dehors,  qui  est  le  seul  usité  en  France,  estl’in- 
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et 


térèt  simple  du  montant  même  du  billet,  cet  Intérêt  étant  compté  du 

jour  de  l’escompte  à celui  de  l’échéance. 

Ainsi  l'escompte  en  dehors  se  compose  de  l’intérêt  du  montant  du 
billet  évalué  argent  comptant,  c'est-à-dire  de  l’escompte  en  dedans  (350), 
plus  l’intérêt  de  l’escompte  en  dedans.  11  en  résulte  que  la  somme  que 
l’on  reçoit,  placée  à intérêt  simple  au  taux  de  l’escompte  depuis  le  jour 
de  l’escompte  jusqu’à  celui  de  l'échéance,  ne  peut  reproduire  le  mon- 
tant du  billet 

Problèmes.  De  la  définition  do  l’escompte  en  dehors,  il  résulte  que 
tous  les  problèmes  que  l’on  peut  se  proposer,  en  prenant  pour  inconnue 
l’escompte,  le  taux  do  l’escompte,  le  montant  du  billet  ou  le  temps  qui 
s’écoule  du  jour  de  l’escompte  à celui  de  l’échéance,  se  résoudront 
comme  les  questions  analogues  sur  les  intérêts  simples  (350). 

1°  Quel  est  l'escompte  en  dehors,  à 6p.  100  par  an,  pour  un  billet 
de  4745',25  jxiyable  dans  327  jours? 

Cet  escompte  est  (3°  n°  340) 

4745,25  x 327 


6000 


: 258' ,61 


50 


La  somme  reçue  comptant  est  alors  4745,25  — 238, G1  =4486,64. 

Ces  résultats  sont  sensiblement  différents  de  ceux  trouvés  au  n' 
pour  l'escompte  en  dedans. 

il  est  à remarquer  que  les  règle»  posées  au  3»  du  n”  340,  pour  obtenir 
l’intérêt  simple  d’un  capital  pour  un  nombre  de  jours,  s’appliquent  éga- 
lement à la  règle  d’escompte  en  dehors. 

Ainsi,  par  exemple,  pour  obtenir,  au  taux  de  fl  p.  100  par  an,  l’escompte 
d'un  billet  payable  dans  un  certain  nombre  de  jours,  on  multiplie  le 
montant  du  billet  j>ar  le  nombre  de  jours  et  on  divise  le  produit  par  6000. 

2’  Un  billet  de  A745',25  payable  dans  327  jours  a été  escompté  pour 
4486', 64  argent  comptant  : quel  est  le  taux  de  l'escompte  t 

307 

4745,25  — 4486, 64  = 258', 61  étant  l’escompte  de  4745',25  pour  — - an, 

06O 


l’escompte  de  1 fr.  pour  le  même  temps  est  — 


258,61 


100  fr.  est 


258,61  x 100 


4745,25 


fr.,  et  celui  de 


fr. 


4745,25 

Pour  un  an  l’escompte  de  100  fr.  est  donc 

258,61x100,327  _ 268,61  X 100  x 360  _6 


4745,25  360 


4745,25  x 327 


RÈGLE  d’annuité. 


532.  Un  capital  étant  prêté  à intérêt  composé  (338),  on  appelle  an- 
nuité lasommp,  ordinairement  constante,  qu’il  faut  payer  à la  fin  de 
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chaque  année,  pour  rembourser  en  un  nombre  déterminé  d’années  le 
capital  et  les  intérêts. 

333.  Quelle  est  F annuité  x qu'il  faut  payer  pour  rembourser  en  4 ans 
le  capital  4000  fr.  prêté  à 5 "/„? 

Les  4000  fr.  comptant  valant  au  bout  de  la  4'  année  (1°,  n*  341). 


4000  x 


(|)‘=M00x 


194481 

160000 


= 4862  fr., 


les  quatre  payements  réunis,  évalués  à cette  époque,  doivent  valoir 
4862  fr. 

Or  le  premier  payement  x , effectué  à la  fin  de  la  1"  année,  vaut, 

(21\ 5 

) ; celui  effectué  à la  fin  de  la  2*  an- 

(21\  * 

2Q 1 ; celui  de  la  3*  année  vaut 

21 

à la  fin  de  la  4*.  x x ^ , et  celui  fait  à la  fin  de  la  4'  année  vaut  x 4 
cette  même  époque  ; donc 


*><(»)'+1><(a)’+:‘><  là  +*=MM  ”■ 

»,  (»•  SS)  « [(!)'+  (l)'+l  + *]  = «»sfr. 

ou  encore,  en  remarquant  que  la  quantité  placée  entre  parenthèses  est 
la  somme  des  termes  d’une  progression  géométrique  dont  le  premier 

(2i\*  21 

et  la  raison  2Q  (n"  323), 

-x  1=»x  [(§)“*]  20  = *862  fr’ 


D’où  on  conclut 


4862 


= 1128',05. 


20 


Ce  qui  fait  voir  que,  à 5 */.,  l'annuité  s’obtient  en  divisant  le  capital 

21 

évalué  à la  fin  de  la  dernière  année  par  20  fois  l'excès  de  la  fraction  — 

élevée  à une  puissance  marquée  par  le  nombre  des  années  sur  l'unité. 
Vérification.  Le  capital  4000  fr.  vaut  à la  fin  de  la  première  année 
21 

4000  x ^ - =4200  fr.  Après  avoir  fait  le  premier  payement,  il  reste  dû 
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4200— 1128, 05  = 3071', 95.  Ce  nouveau  capital  vaut  à la  fin  de  la  se- 

2i 

conde  année  307i',95x  — =3225', 55.  Après  le  second  payement,  on 

doit  encore  3225',55 — 1128',05  = 2097',50.  Ce  troisième  capital  vaut  à 

21 

la  fin  de  la  troisième  année  2097', 50  x ^ =2202', 38,  desquels  retran- 
chant le  troisième  payement,  il  reste  dû  2202’, 38— 1I28',05  = 
1075', 33.  Ce  nouveau  capital  devient  à la  fin  de  la  quatrième  année 
21 

1075', 33  x r - =1128', 05,  que  l’on  acquitte  par  le  dernier  payement. 


PROBABILITÉS.  RENTES  VIAGÈRES. 

334.  La  probabilité  mathématique  d’un  événement  est  le  rapport 
du  nombre  dos  cas  favorables  5 cet  événement  au  nombre  des  cas  pos- 
sibles. 

Exemple.  Dans  une  urne  on  a placé  12  boules  égales , dont  5 blanches 
et  7 noires;  en  en  tirant  une  au  hasard,  la  probabilité  qu’elle  sera 
5 

blanche  est  En  effet,  le  nombre  des  cas  possibles  est  12,  puisque 

l’on  peut  prendre  indifféremment  l’une  quelconque  des  12  boules  qui  se 
trouvent  dans  l’urne , et  celui  des  cas  favorables  est  5 , puisqu’il  y a 
5 boules  blanches.  La  probabilité  que  l’on  tirera  une  boule  noire 


Si  un  joueur  parie  qu’une  boule  blanche  sortira,  contre  un  second 
joueur  qui  parie  pour  une  boule  noire,  l’enjeu,  20  fr.  par  exemple, 
du  premier  sera,  à celui  x du  second,  dans  le  rapport  direct  des  pro- 
babilités qu'ils  ont  de  gagner.  Ainsi  ou  aura 

K 7 Ofly7 

20:X=ê  :Ï2  = 5:7,  d’0Ù  X=  =28', 00. 

533.  Si  l'événement , au  lieu  d’être  simple,  comme  au  n”  précédent, 
est  composé  de  plusieurs  événements  simples,  la  probabilité  est  égale 
au  produit  des  probabilités  partielles  de  tous  les  événements  sim- 
ples. 

Exemple.  Une  première  urne  contenant  5 boules  blanches  et  7 noires, 
et  une  seconde  en  contenant  3 blanches  et  8 noires,  la  probabilité 
qu’en  tirant  une  boule  de  chaque  urne  elles  seront  toutes  les  deux 
blanches  est 

5 3 __  15  _ 6 

12  X 11  _ 132  ~ 55‘ 

336.  La  probabilité  d’un  événement  qui  peut  avoir  lieu  de  plusieurs 
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manières  distinctes  est  égale  à la  sommo  do  ses  probabilités  dans  le» 
diverses  manières  dont  il  peut  arriver. 

Exemple.  Une  urne  contient  5 boules  blanches  et  7 noires,  une 
autro  en  contient  3 blanches  et  7 noires,  et  une  troisième  9 blanches 
et  h noires;  quelle  est  la  probabilité  que  l'on  tirera  une  boule  blanche 
en  portant  au  hasard  la  main  dans  Tune  quelconque  des  urnes? 

En  remarquant  que  la  probabilité  que  l'on  portera  la  main  sur  la  pre- 
mière, la  deuxième  et  la  troisième  urne,  et  qu’on  en  tirera  uno  boule 
blanche  étant  respectivement  (354  et  356)  3 x ^ x fjj  e1,  ^ x > 
la  probabilité  demandée  est 


+ 5x 


X 


JB  _ 1 / 5 
13  ~ 3 \12 


9 \ _ 1099 
+ 13/  2340* 


537.  On  appelle  table  de  mortalité  uno  table  qui  contient,  sur  un 
grand  nombre  N de  naissances,  un  million  par  exemple,  les  nombres 
N„  N jt  N, des  individus  qui  vivent  après  1 an,  2 ans,  3 ans,  etc. 


Table  de  mortalité  en  France  d'après  Duvillard. 

(Extrait  da  l'Aunuain)  du  bureau  dus  longitude*.) 


AGES. 

yis  uns. 

AGES. 

VIVANTS. 

AGES. 

VIVANTS. 

AGES. 

VIVANTS. 

0 

1000000 

28 

451 635 

56 

248782 

84 

15  175  • 

1 

767  525 

29 

444932 

57 

240  24  4 

85 

Il  886 

2 

671  834 

30 

438  183 

58 

234  488 

86 

9 224 

3 

624  668 

31 

431  398 

59 

222  605 

87 

7 165 

4 

598  713 

32 

424  583 

60 

213  567 

KH 

5 670 

6 

583  4SI 

33 

447744 

61 

204  380 

HJ 

4 686 

6 

578  025 

:H 

410886 

62 

195  054 

90 

3 830 

7 

565  838 

35 

404  012 

63 

185  600 

91 

3 093 

8 

560  2V5 

36 

397  1 23 

64 

176  035 

92 

2 466 

9 

555  486 

37 

390  219 

65 

466:177 

93 

4 938 

to 

554  4 2» 

38 

383  300 

66 

1 56  65t 

94 

1 499 

II 

546  888 

39 

376  363 

67 

1 46  882 

95 

4 140 

42 

542  630 

40 

369  404 

68 

137  102 

96 

850 

43 

638  255 

44 

362  419 

69 

127  347 

97 

621 

44 

533  714 

42 

355  400 

70 

4 17  636 

98 

442 

45 

528  969 

43 

348  342 

71 

108  070 

99 

307 

IS 

624020 

44 

344  235 

7* 

98  637 

100 

207 

47 

518  863 

45 

334  072 

73 

89  404 

101 

435 

48 

543  502 

46 

326  843 

74 

80  423 

102 

84 

49 

507  949 

47 

319  539 

75 

74  745 

103 

51 

20 

502  246 

48 

312  4 48 

76 

63  424 

104 

29 

21 

496  317 

V9 

304  662 

77 

55  511 

105 

16 

22 

490  267 

50 

297  070 

78 

48  057 

106 

8 

23 

484  083 

51 

289  361 

79 

41  107 

107 

4 

2i 

477  777 

52 

281  527 

80 

34  705 

108 

2 

88 

474  366 

53 

273  560 

81 

28  886 

109 

1 

26 

464  863 

54 

*65  450 

82 

23  680 

110 

0 

27 

458  282 

55 

267193 

83 

19106 
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338.  La  probabilité  qu’a  un  individu  âgé  de  20  ans,  par  exemple,  d’at- 
teindre au  moins  l’âge  de  50  ans  est  (354) 

297070 

602216’ 

En  effet  d’après  la  table  de  mortalité  (357),  sur  502216  cas  possibles, 
il  y en  a 297070  de  favorables. 

3iîi).  La  t ne  probable  d’un  Individu  est  l’âge  qu'il  a autant  de  chance 
d'atteindre  que  de  ne  pas  atteindre;  c'est,  par  conséquent,  l’âge  auquel 

1 

la  probabilité  que  l’individu  a d'Btteindre  est  égale  à 7).  Ainsi,  en  con- 
sultant la  table  de  mortalité,  on  voit  que  la  vie  probable  d’un  individu  â 
sa  naissance  est  entre  20  et  21  ans  ; qu’à  20  ans  elle  est  comprise  entre 
55  et  56  ans,  et  qu'à  40  ans  elle  atteint  63  ans. 

,"00.  La  tic  moyenne  est  la  moyenne  des  âges  auxquels  sont  mortes 
un  grand  nombre  de  personnes  (357). 

Pour  trouver  la  vie  moyenne  t-,  à l’aide  de  la  table  de  mortalité,  on 
remarque  que  sur  1000000  de  nouveau-nés,  1000000  — 767525  sont 

1 

morts  pendant  la  première  année,  et  ont  vécu  moyennement  - année  ; 
de  sorte  que  la  somme  des  temps  pendant  lesquels  ils  ont  vécu  ost  à 
peu  près  égale  à * (100  0000 — 767525)  ans.  Ceux  qui  meurent  pendant 

1 3 

la  2'  année  vivent  en  moyenne  1 + = ans,  et  la  somme  des  temps 

A Jt 

2 

pendant  lesquels  ils  ont  vécu  est  à peu  près  ( 767525—671834)  ans. 
Pour  ceux  qui  meurent  pendant  la  3“  année,  cette  somme  est 

g 

(671834  — 624668)  ans,  et  ainsi  de  suite  jusqu’à  la  110*  année.  On  a 
alors 

v x 1000  000=  ^ (1000  000—767525)  + | (767525—671834)  + 
*(671834—624668)+... 

„ , 1 . 767525  + 671334  + 624668 +„.  + 4 + 2 + 1 

d où  v = - + ■ — 

2 1000000 

Ainsi  la  vie  moyenne  est  égale  à la  moitié  d’une  année  plus  le  quotient 
de  la  somme  des  nombres  du  tableau  de  mortalité  par  le  nombre 
1000  000  de  nouveau-nés. 

361 . Un  placement  est  dit  à fonds  perdu  lorsque  l’emprunteur  s’en- 
gage à rembourser  la  capital  et  les  intérêts  au  moyen  d'un  certain  nom- 
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bre  de  payements,  effectués  à des  époques  convenues  jusqu’à  la  mort  de 
l’individu.  Chaque  payement  est  une  rente  viagère,  qu’on  suppose  ordi- 
nairement constante  et  annuelle. 

562.  Soit  à déterminer  la  rente  viagère  r d'un  capital  c placé  par 
une  personne  âgée  de  45  ans,  par  exemple. 

Supposant  que  les  334072  personnes  qui , sur  1000  000  de  naissances, 
vivent  encore  à 45  ans,  aient  placé  chacune  le  capital  c aux  mêmes  con- 
ditions ; comme  il  n’en  existera  plus  à l'ûge  de  46  ans  que  326843,  l’em- 
prunteur aura  donc  à payer  à la  fin  de  la  première  année  une  somme  de 
r x 326843  ; de  môme,  à la  fin  de  la  2*  année  il  aura  à payer  r x 319539; 
à la  fin  de  la  3*,  r x 312148,  et  ainsi  de  suite.  Mais  toutes  ces  sommes  à 
payer  doivent  valoir  comptant  le  capital  total  que  reçoit  l’emprunteur; 
donc,  en  désignant  par  t l’intérêt  de  1 fr.  par  an,  on  a (541), 

ex 334072=-!-  x 326843  + *■  ...  X 319539+ x 312148  +.... 

i + 1 (1  + 0 (i  + o 


d’où  l’on  peut  tirer  la  valeur  de  r ou  celle  de  e,  selon  que  c ou  r est 
donné. 


RÈGLE  DE  SOCIÉTÉ. 


365.  Une  règle  de  société  a pour  but  de  partager  entre  plusieurs 
associés  le  bénéfice  ou  la  perte  qui  résulte  de  leur  société.  La  part  de 
bénéfice  ou  de  perte  do  chaque  associé  dépend  de  sa  mise  de  fonds  et 
du  temps  pendant  lequel  cette  mise  est  restée  dans  la  société. 

564.  Problèmes  de  règles  de  société  : 

1“  Les  mises  de  trois  associés  sont  2000,  5000  et  7000  fr.;  le  gain  a 
été  de  17800  fr.;  quelles  sont  les  parts  de  gain  des  associés  1 

Le  temps  de  production  étant  le  même  pour  toutes  les  mises,  la  part 
de  bénéfice  de  chaque  associé  est  proportionnelle  à sa  mise.  Le  gain 
ayant  été  de  17800  fr.  pour  la  somme  de  2000  + 5000  + 7000  = 14000  fr., 


il  est  de 
ment  : 


17800 

14000 


fr.  pour  1 fr.,  et  les  parts  des  associés  sont  respecta  ve- 


17800 

14000 


X 2000  = 2542', 86, 


17800 

14000 


x 5000=  6357', 14, 


17800 

14000 


X 7000  = 8900', 00. 


Le  gain  total  a été  partagé  en  trois  parties  proportionnelles  aux  mi- 
ses (279)  ; comme  vérification,  la  somme  des  trois  parts  doit  donc  être 
égale  au  gain  total. 

2*  Les  mises  de  trois  associés  sont  1000 fr.,  1250 fr.  et  1400  fr.;  la 
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première  mise  est  restée  2 mois  dans  la  société,  la  deuxième  4 mois,  et 
la  troisième  5 mois.  Le  gain  étant  de  17800  fr.,  on  demande  la  part  de 
chaque  associé. 

Si  toutes  les  mises  étaient  restées  productives  pendant  le  même 
temps,  les  parts  de  gain  se  détermineraient  comme  au  1°.  Cherchons 
donc  les  mises  qui,  placées  pendant  l’unité  de  temps,  que  nous  pren- 
drons dans  ce  cas  égale  au  mois,  produiraient  les  mêmes  bénéfices  que 
les  mises  des  associés  : 

1000  francs  placés  pendant  2 mois  rapportent  autant  que  1000  x 2 = 
2000  fr.  pendant  un  mois  ; de  même  1250  fr.  pendant  h mois,  et  1400  fr. 
pendant  S mois  rapportent  autant  que  1250x4  = 5000  fr.,  et  1400  x 5= 
7000  fr.  pendant  un  mois. 

Le  problème  est  ainsi  ramené  à celui  du  1°,  et  se  résout  de  la  même 
manière. 

RÈGLE  D’ALLIAGE  ET  RÈGLE  DE  MÉLARGE. 

363.  En  France,  la  vaisselle  d’argent  est  au  titre  de  0,95,  et  les  cou- 
verts, les  bijoux  et  les  autres  ouvrages  d’orfèvrerie  sont  au  titre  de  0,80. 
Quant  aux  objets  d'or,  la  vaisselle  est  au  titre  de  0,92,  et  les  bijoux  sont 
aux  titres  de  0,84  et  0,75.  De  plus,  l’or  naturel  contient  toujours  des 
traces  d'argent  qui  se  retrouvent  dans  les  objets  d'or  (213  et  214). 

366.  Problèmes  : 

1°  On  fond  ensemble  250  grammes  d'un  alliage  d’argent  au  titre  de 
0,80  et  750  gr.  d argent  pur  ; quel  est  le  titre  du  nouvel  alliage  ? 


Argent  contenu  dans  les  250  gr.  . 250  X 0.80  = 200  gr. 

Argent  contenu  dans  le  nouvel  alliage 200  -f-  750  = 950  gr. 

Poids  du  nouvel  alliage 250  + 750  = 1000  gr. 

Titre  du  nouvel  alliage 950  : 1000  = 0,95 


2“  Dans  quel  rapport  faut-il  allier  de  l’or  aux  titres  de  0,92  et  de 
0,75  pour  avoir  de  l'or  au  titre  de  0,84  f 

Pour  4 gr.  d*or  au  titre  de  0,92  introduit,  il  y a 
un  eicés  d’or  de 

Pour  I gr.  d’or  au  titre  de  0,75  introduit,  il  y a 
un  déOcil  d’or  de 

Pour  que  Parts  soit  compensé  par  le  déficit , il 
faut  donc  prendre  le  rapport  de  l’or  au  titre  de 

0,92  A l’or  au  titre  de  0,75  égal  A 

Ainsi,  par  9 gr.  d’or  au  titre  de  0,92  il  faut  prendre  8 gr.  d’or  au  titre 
de  0,75.  ... 

7 


0,92  — 0,84  = 0«,08 
0,84—  0,75=01,09 

0,09  _ 9 
0^08  8 
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Vérification, 

Or  pur  contenu  dans  9 gr.  au  titre  de  0,92.  . , « 0,92  X 9 = 8«,48 

U.  8 gr.  id.  0,75 0,78X8=  6», 00 

Total 4 il, 48 

ld.  47  gr.  id.  0,84 0,84  X ^ =t  Ua,S* 


3"  Combien  faut-il  allier  d'or  au  litre  de  0,92  avec  de  l’or  au  titre  de 
0,75  pour  obtenir  100  gr.  d'or  au  titre  de  0,85  * 

Si  l’on  a déterminé  le  rapport  0 : 8 des  quantités  d'or  aux  titres  de  9,92 
et  0,75  qui  doivent  entrer  dans  l’alliage  (2*),  le  problème  est  ramené  à 
partager  100  gr.  on  parties  proportionnelles  aux  nombres  9 et  8,  et  en 
opérant  comme  au  u”  305  on  trouve  : 

Poids  d'or  au  titre  de  0,92 -jy  X 9 = 52i,9i 

Id.  0,76 yy  X 9 = *71,06 


On  peut  résoudre  directement  le  problème  en  opérant  de  la  manière 
suivante  : 

Or  pur  contenu  dana  4 00  gr.  d’or  au  litre  de  0,8*.  84  **• 

Id,  400  gr.  id.  0,9*.  93 

Différence.  . 8 gr. 


Or  pur  retranché  de»  400  gr.  d'or  au  litre  de  0,92 
en  remplaçant  4 gr.  au  titre  de  0,02  par  4 gr. 

au  tiliu  de  0,75 

Nombre  de  grammes  au  litre  do  0,75  qu'il  faut 

introduire 

Nombre  de  grammes  au  litre  de  0,92  ...... 


0,92  — 0,75  = 0,47 

8,00  : 0,47  = 47,06 
400—47,00  = 52,94 


ù»  Le  bronze  des  canons  et  des  statues  est  formé  de  90  parties 
cuivre  pour  10  parties  d'étain;  quel  est  le  prix  d'un  kilogramme 
ce  bronze,  le  cuivre  coûtant  2', 50  et  l'étain  3', 50  le  kilog.  t 

Valeur  du  cuivre  contenu  dans  4 kil.  de  bronre.  2,50  X 0,90  =2  ,25 

Valeur  de  l'etam  contenu  dans  4 kil.  de  broute,  3,50  X 9>*9  — u 

Pria  do  4 kil.  de  bronae *f>6® 

5°  Le  cuivre  jaune  ou  laiton  est  formé  de  75  parties  de  cuivre  et  de  25 
de  zinc;  quel  est  le  prix  de  1 kilog.  de  laiton,  le  cuivre  coûtant  2',50 
et  le  zinc  0‘,90  le  kilog.  ! 

Valeur  du  cuivre  contenu  dan»  4 kil.  de  laiton.  2,50  X °>75  = 4',8i  j 

Valeur  du  aine  couleeu  dans  4 kil.  de  laiton.  . 0,90 X 0,25  = 0,22o 

ai  tn 

p ru  de  ^ kil.  de  l&iloo,  ••••••*••*-•  * 
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6»  Les  caractères  d' imprimerie  sont  formés  de  80  parties  de  plomb 
pour  20  parties  d'antimoine  (ils  contiennent  en  outre  quelques  traces 
de  cuivre);  quel  est  le  prix  de  l kilog.  de  cet  alliage,  le  plomb  coûtant 
0 ,75  et  l antimoine  3', 50  le  kilog.  t 


Valeur  du  plomb  contenu  dan»  4 kil.  d'alliage.  , 0,75  X 0,80  =r0',60 

Valeur  de  l'aolimoine  contenu  dan»  I kil.  d'alliage.  O.ÎO  X 3,50  = 0^70 

Pria  de  I kil.  d’alliage gg 

T La  soudure  des  plombiers  est  formée  de  60  parties  de  plomb  et  de 
Û0  parties  d étain  ; quel  est  le  prix  de  1 kilog.  de  cette  soudure  le  plomb 
coûtant  0r,75  et  l'étain  3r,50  le  kilogr.  t 


Valeur  du  plomb  contenu  dans  1 kil.  de  soudure.  0,75  X 0,60  = 0f  15 
Valeur  de  l'éiain  contenu  dans  1 kil.  de  soudure.  8,50  X 0,40  = 4e, 40 

Prix  de  4 kil.  de  soudure.  ...........  o- 


367.  Règle  de  mélange.  Dans  l’industrie,  et  surtout  dans  le  com- 
merce des  boissons,  on  mélange  souvent  plusieurs  liquides.  Ces  mé- 
langes conduisent  à des  problèmes  semblables  & ceux  qui  précèdent  sur 
les  alliages,  et  qui  se  résolvent  de  la  même  manière. 


LIVRE  VII. 

iACarlthmcs. 


368.  Lorsqu’on  a deux  progressions  telles  que 

T7””  81  * 27  ’ q • 3 *4  • 3 ; 9 ; 27  ; 81.... 

v—  — 8.—  6.— U.  2.  0.  2.  U.  fl.  8.... 

l’une  géométrique  dont  l’un  des  termes  est  l’unité,  l’autre  arithmétique 
dont  l’un  des  termes  est  0 et  correspond  au  terme  1 de  la  progression 
géométrique  (309  et  318),  chaque  terme  de  la  progression  arithmétique 
est  le  logarithme  du  terme  correspondant  de  la  progression  géométri- 
que. Ainsi  le  logarithme  de  27,  que  l’on  écrit  log  27,  est  égal  k 6. 

309.  La  raison  de  la  progression  géométrique  est  la  base  du  système 
de  logarithmes. 

370.  Au  lieu  de  considérer  les  logarithmes  comme  étant  les  termes 
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d'une  progression,  on  peut  supposer  qu’ils  sont  les  degrés  des  puis- 
sances d'un  nombre  constant.  Ce  nombre  constant  est  la  bâte  du  sys- 
tème de  logarithmes,  et  l’une  quelconque  de  ses  puissances  a pour  loga- 
rithme le  degré  de  cette  puissance.  Ainsi  3*  = 9,  3*  = 27,  3°  = 1 (270}, 

3-*  = £ ' = | ont  respectivement  2, 3,  0 et  —2  pour  logarithmes  dans 
o 2 9 

le  système  dont  la  base  est  3. 

371.  10  est  la  base  du  système  de  logarithmes  dont  l'usage  est  le  plus 
habituel,  et  que,  pour  cette  raison,  on  appelle  logarithmes  vulgaires. 
Briggs  a le  premier  publié  des  tables  de  logarithmes  pour  cette  base. 

Dans  le  système  de  logarithmes  vulgaires,  les  deux  progressions  du 
n°368  deviennent 

- _JL_  ■ A-  • JL  * A ; i : io  : ioo  : 1000  : loooo  : loooooo.... 
10000  * 1000  ■ 100  10 

T....  —U.  —3.— 2.— 1.0.  1.  2.  3 . li  . 5 .... 

qui  reviennent,  en  considérant  les  logarithmes  comme  exposants,  à la 
suite  des  puissances  (370) 

10-»  10-’  10~!  10-'  10®  101  10*  10’  10‘  10*.... 

372.  Cette  suite  de  puissances  prolongée  indéfiniment  dans  les  deux 
sens,  de  même  que  les  deux  progressions  continuées  de  la  même  manière, 
ne  contiennent  que  les  nombres  ayant  pour  logarithmes  la  suite  des 
nombres  entiers  positifs  et  négatifs;  mais  l'on  conçoit  que  l’on  peut  in- 
sérer entre  chaque  terme  de  la  progression  géométrique  un  assez  grand 
nombre  de  moyens  géométriques,  pour  qne  deux  termes  successifs  de  la 
progression  qui  en  résulte  diffèrent  d’aussi  peu  que  l’on  veut,  et  en  in- 
sérant le  même  nombre  de  moyens  arithmétiques  entre  les  termes  suc- 
cessifs de  la  progression  arithmétique,  les  termes  de  la  nouvelle  progres- 
sion seront  les  logarithmes  des  termes  correspondants  de  la  progression 
géométrique,  et  la  différence  de  deux  logarithmes  successifs  sera  encore 
aussi  petite  que  l’on  voudra  (314  et  324}. 

De  môme,  on  peut  prendre  pour  exposants  des  puissances  successives 
de  la  suite  précédente,  des  nombres  qui  diffèrent  entre  eux  d’aussi  peu 
que  l’on  veut,  et  les  puissances  successives  différeront  encore  entre 
elles  d’aussi  peu  que  l’on  veut. 

Alors  on  conçoit  qu’un  nombre  donné  quelconque  sera  un  terme  de  la 
progression  géométrique  ou  une  des  puissances  de  la  suite  précédente, 
et  il  aura  pour  logarithme  le  terme  correspondant  de  la  progression 
arithmétique,  ou  encore  l'exposant  de  la  puissance.  De  même,  un 
nombre  donné  sera  un  terme  de  la  progression  arithmétique  et  un  expo- 
sant d’une  puissance,  et  il  sera  le  logarithme  du  terme  correspondant 
de  la  progression  géométrique  ou  de  la  puissance. 
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Ainsi  un  nombre  quelconque  positif  a un  logarithme,  et  un  nombre 
quelconque  positif  ou  négatif  est  le  logarithme  d'un  nombre  positif. 

L’on  conçoit  que  l’on  ne  peut  dresser  de  tables  contenant  tous  les 
nombres, soit  comme  nombres  soit  comme  logarithmes;  mais  il  en  existe 
d’assez  étendues,  et  dont  les  différences  de  deux  nombres  successifs  ou 
de  deux  logarithmes  successifs  sont  assez  petites,  pour  que  les  nombres 
sur  lesquels  on  opère  dans  la  pratique  s’y  trouvent  avec  des  valeurs 
tellement  approchées,  qu'on  peut  prendre  ces  valeurs  approchées  pour 
les  valeurs  exactes. 

575.  Cela  établi,  soit  que  l’on  considère  les  deux  progressions  ou  les 
puissances  de  la  base  (37 1 j,  on  conclut  : 

1*  Le  logarithme  de  la  base  tO  est  l’unité  ; 

2*  Le  logarithme  de  i’unité  est  zéro  ; 

3*  Le  logarithme  d’un  nombre  plus  grand  que  l’unité  est  positif; . 
h"  Le  logarithme  d'un  nombre  plus  petit  que  l'unité  est  négatif; 

5"  Le  logarithme  du  produit  de  plusieurs  facteurs  10-,=  » 10‘— 

10  et  10‘=  10000  est  égal  à la  somme  — 2 + l + 4 = 3des  logarithmes 
des  facteurs  ; 

log  (10-*x  101  x 10‘)=  %10-«-*+‘  = %10s=— 2 + 1 + A = 3 (261). 

Le  logarithme  3 correspondant  à lûs=  1000,  c’est  que  1000  est  le  pro- 
duit des  facteurs  ^ , 10  et  10000. 

La  multiplication  s'opère  ainsi  à l'aide  d'une  addition. 

6*  Le  logarithme  d’une  puissance  (10*)s  d'un  nombre  10’=100  est 
égal  au  logarithme  2 de  oe  nombre  multiplié  par  le  degré  3 de  la  puis- 
sance : 

log  (10*)*  = log  10‘X»  = 2x3=6  (262). 

Le  logarithme  6 correspondant  à 10’=  1000 000,  c’est  que  l’on  a 
100»  = 1000  000. 

On  peut  donc  élever  un  nombre  à une  puissance  au  moyen  tf Une 
simple  multiplication. 

T Le  logarithme  du  quotient  d’un  nombre  10s  = 100000  par  un 
nombre  10’=  100  est  égal  au  logarithme  5 du  dividende  moins  le  loga- 
rithme 2 du  diviseur  : 

lo5 

l°9ït'~  *0Srl°5_’  = 5—2  = 3 (270). 

3 étant  le  logarithme  de  1000,  c’est  que  1000  = — et  l’on  voit 

100 

que  la  division  s'effectue  au  moyen  d'une  soustraction. 

8“  Le  logarithme  d’une  racine  d'un  nombre  10‘  est  égal  au  loga- 
rithme 6 de  ce  nombre  divisé  par  l’indice  de  la  racine  ; 
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log  \ 108  = log  10Ï  = log  10’  = ® = 3 (271) 

Le  logarithme  3 correspondant  à 1000,  c'est  que 
ÿ 1000  000  = 1000. 

Les  extractions  de  racine  s'effectuent  donc  au  moyen  de  la  division. 

9”  Suivant  qu’un  nombre  est  compris  entre  1 et  10,  entre  10  et  100, 
entre  100  et  1000,  etc.,  son  logarithme  est  respectivement  compris  entre 
0 et  1.  entre  1 et  2,  entre  2 et  3,  etc.;  d'où  il  suit  que  les  logarithmes 
étant  évalués  en  décimales,  la  partie  entière  du  logarithme  d'un  nombre 
entier  ou  décimal,  plus  grand  que  l' unité , contient  autant  d unités 
moins  une  qu'il  y a de  chiffres  dans  la  partie  entière  du  nombre  pro- 
posé. Ainsi  cette  partie  entière  est  i pour  le  nombre  0725,  et  2 pour 
celui  827,30. 

De  même,  un  nombre  compris  entre  1 et  0,1,  entre  0,1  et  0,01.  entre 
0,01  et  0.001  etc  , ayant  son  logarithme  respectivement  compris  entre 
0 et  — 1,  entre  — 1 et  — 2,  entre  — 2 et  — 3,  etc.,  la  partie  entière  du 
logarithme  d'un  nombre  décimal , moindre  que  l'unité,  contient  autant 
d'unités  qu'il  y a de  zéros  entre  ta  virgule  et  le  premier  chiffre  signiji- 
catif  du  nombre  proposé.  Ainsi  cette  partie  entière  est  0 pour  le  nombre 
0,236  et  — 2 pour  celui  0,00326. 

374.  La  partie  entière,  positive  ou  négative,  d’un  logarithme  se 
nomme  caractéristique. 

378.  Du  n’  373  il  résulte  que  connaissant  le  logarithme  d’un  nombre, 
pour  en  déduire  le  logarithme  du  produit  ou  du  quotient  de  ce  nombre 
par  l'unité  suivie  d’un  ou  de  plusieurs2éros,  il  suffit  d’augmenter  ou  de 
diminuer  le  logarithme  donné  d’autant  d’unités  qu’il  y a de  zéros  à la 
droite  de  l’unité. 

Ainsi,  ayant  log  68=1,8825089,  on  a log  6800  =3,8325089  ; 
et  ayant  log  5657  = 3,7525802,  on  a log  5,657  = 0,7523862. 

En  effet,  on  a (5°  et  7“  n°  377) 

log  (68  X 100)  = log  68  + log  100  = log  68  + 2 , 
et 

log  = log  5057  — log  1000  = log  5657  — 3. 

Ce  qui  fait  voir  encore  que  lorsqu’on  augmente  ou  qu’on  diminue  le 
logarithme  d’un  nombre  d’une  ou  de  plusieurs  unités,  le  résultat  est  le 
logarithme  du  produit  ou  du  quotient  de  ce  nombre  par  une  puissance 
de  10  d un  degré  égal  au  nombre  d’unités  dont  on  a augmenté  ou  di- 
minué le  logarithme  donné. 
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Ce  qui  précède  fait  voip  aussi  que  les  logarithmes  des  produits  ou 
des  quotients  d'un  même  nombre  par  les  diverses  puissances  de  10  ne 
différent  que  par  la  caractéristique,  qui  augmente  ou  diminue  d autant 
d'unités  qu’il  y en  a dans  l’exposant  do  la  puissance  de  10;  la  partie 
décimale  est  la  mémo. 

570.  ne  ce  qui  vient  d'être  dit  (375),  il  résulte  que  pour  déterminer 
le  logarithme  iFune  nombre  décimal,  il  suffit  d’en  prendre  le  logarithme 
abstraction  faite  de  la  virgule,  et  de  retrancher  de  ce  logarithme  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  de  sa  caractéristique,  autant  d’unités  qu'il 
y a de  chiffres  décimaux  dans  le  nombre  proposé.  Du  reste,  ayant 

1807 

18,27=  "jp  on  a (7°  n*  373)  log  18,27  = log  1827  — 2 = 3, 2G17385— 

2 = 1,2617385. 

806 

De  même,  ayant  0,826  = Jft—,  on  a log  0,820  = log  826  — 3 = 

1000  • 

2,91638005  — 3. 

577.  Le  logarithme  de  826  étant  moindre  que  3,  on  voit,  ce  qui  a 
déjà  été  établi  (373),  que  te  logarithme  de  0,826  et  en  général  ceux  de 
tous  les  nombres  moindres  que  l'unité  sont  négatifs.  Pour  exprimer 

la  valeur  de  log  0,826,  on  retranche  2,91098005  de  3 et  on  donne  au  > 
reste  le  signe  — . Ainsi  on  a 

log  0,826  = —(3  — 2, 91G9S005)  = — 0,08301905. 

Il  est  plus  commode  dans  les  calculs  do  ne  rendre  négative  que  la  ca- 
ractéristique. Pour  cela,  on  retranche  seulement  la  caractéristique  2 
de  3,  et  on  prend  la  différence  1 pour  la  caractéristique,  mais  en  l’af- 
fectant du  signe — , que  l’on  écrit  au-dessus  de  cette  caractéristique, 
pour  indiquer  qu'elle  est  seule  négative.  On  a de  cette  manière 

log  0,826  = Ï,31G98005< 

On  aurait  de  même 

log  0,0826  = 2,01698005  et  log  0,00826  = 3,91698005. 

578.  Le  complément  d’un  logarithme  positif  est  le  résultat  qu’on  ob- 
tient en  retranchant  ce  logarithme  de  10  unités.  Ainsi  on  a 

c’.  log  826  = 10  — 2,91038005  = 7,08301995. 

Le  complément  s'obtenant  très- facilement,  puisqu'il  suffit  do  retran* 
cher  de  9 le  chiffre  des  unités  et  successivement  tous  ceux  qui  suivent, 
à l'exception  du  dernier  à droite  que  l'on  retranche  de  10,  quand,  dans 
une  opération,  on  a à retrancher  un  logarithme,  on  ajoute  son  complé- 
ment et  on  retranche  10  unités  de  la  somme,  ce  qui  conduit  au  même 
résultat. 
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IUT 

127  x 

Ayant,  par  exemple,  à calculer  — gC , au  lieu  d’écrire 
127  x 39 

lo9  — g26—  = log  127  + log  39  — log  826 
= 2,10380372  +1,59106461—  2,91698005  =0,77788828, 
on  dispose  ainsi  l’opération 

log  127  = 2,10380372 
log  39  = 1,59106461 
C'.  log  826  = 7,08301995 
0,77788828 

Le  résultat  cherché  est  le  nombre  5,9964  correspondant  au  loga- 
rithme 0,77788828. 

379.  Disposil ion  et  usage  des  tables  de  logarithmes.  Il  existe  un  assez 
grand  nombre  de  tables  de  logarithmes.  Toutes  donnent  les  logarithmes 
de  tous  les  nombres  entiers,  ordinairement  j usqu’à  10000  ; celles  de  Cal  Jet 
vont  jusqu'à  108000.  On  a quelquefois  supprimé  les  caractéristiques, 
qu'il  est  toujours  facile  de  former  pour  chaque  nombre  (9°  n°  373). 

Les  logarithmes  des  nombres  compris  entre  1 et  10, 10  et  100,  etc., 
étant  incommensurables,  on  n’a  pu  mettre  dans  les  tables  leurs  valeurs 
exactes.  Dans  la  table  de  Callet  on  a donné  les  valeurs  plus  approchées 
en  conservant  8 décimales  pour  les  nombres  moindres  que  1200,  et  7 
pour  tous  les  nombres  entiers  de  1200  et  I08000  (171).  La  table  de  La- 
lande donne  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  entiers  jusqu’à  10000, 
à 8 décimales  jusqu’à  990.  et  à 7 pour  les  nombres  supérieurs. 

Les  tables  contiennent  les  nombres  dans  la  première  colonne  verti- 
cale, leurs  logarithmes  approchés  dans  la  seconde  colonne,  et  les  diffé- 
rences des  logarithmes  consécutifs  dans  la  troisième. 

Supposons  que  nous  n’avons  à notre  disposition  que  la  table  de  La- 
lande, et  proposons-nous  divers  problèmes  à résoudre  à l’aide  des  loga- 
rithmes. 11  sera  facile  de  voir  de  quelle  manière  on  opérerait  dans  le 
cas  où  les  tables  seraient  plus  ou  moins  étendues. 

380.  1"  Problème.  Trouver  le  logarithme  d'un  nombre  donné: 

1”  D'un  nombre  entier  847  qui  se  trouve  dans  la  table,  c'est-à-dire 
moindre  que  10000. 

On  cherche  dans  la  première  colonne  verticale  de  la  table  le  nombre 
847,  et  son  logarithme  2,92788341  se  trouve  sur  la  môme  ligne  horizon- 
tale, dans  la  seconde  colonne  verticale. 

2“  D'un  nombre  entier  487346,  qui  ne  se  trouve  pas  dans  la  table. 

Puisque  l’on  a 487346  = 4873,46  X 100,  on  a (375  et  376) 

log  487346  = log  4873,46  + log  100  = log  4873,46  + 2. 

Ce  qui  ramène  le  problème  à déterminer  le  logarithme  du  nombre 
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4873,46.  Or  4873,46  étant  compris  entre  4873  et  4874,  son  logarithme 
est  compris  entre  les  logarithmes  tabulaires  3,6877964  et  3,6878855. 
Pour  obtenir  la  quantité  r,  qu’il  faut  ajouter  au  logarithme  de  4873 
pour  avoir  celui  de  4873,46,  on  prend  dans  la  troisième  colonne  verti- 
cale de  la  table  la  différence  0,0000891  entre  les  logarithmes  de  4873 
et  de  4874  ; cette  différence  de  logarithmes  provenant  d'une  différence 
d’une  unité  entre  les  nombres,  pour  la  différence  4873,46  — 4873=. 
0,46,  on  aura 

X—  0,0000891  X 0,46  = 0,0000410. 

On  a alors  log  4873,46  = 3,6877964  + 0,0000410  = 3,6878374, 

et  par  suite  log  487346  = 5,6878374. 

On  obtiendra  ainsi  le  logarithme  d’un  nombre  entier  quelconque. 

La  table  de  Callet  donnant,  au-dessous  de  chaque  dif- 
891  férence  des  tables,  les  valeurs  les  plus  approchées  des 

1 89  produits  de  cette  différence  par  les  9 premiers  mul- 

2 178  tiplcs  dé  0,1  en  ne  conservant  que  7 chiffres  décimaux, 

3 267  cela  permet  d’abréger  le  calcul  de  la  valeur  de  x.  Ainsi, 

4 356  pourobtenirle  produitde891dix-millionièmespar0,46, 

5 445  comme  891  x 0,46  = 891  x 0,4  + 891  x 0,06  (32),  on 

6 535  prend  au-dessous  de  891  et  4 la  droite  du  chiffre  4 le 

7 624  produit  356  dix-millionièmes  de  891  dix-millionièmes 

8 713  par  0,4;  puis  à la  droite  du  chiffrée  le  produit  535  dix- 

9 802  millionièmes  de  891  dix-millionièmes  par  0,6,  ou  54 

dix-millionièmes  pour  le  produit  de  891  dix-millio- 
nièmes par  0,06.  On  a alors  x = 0,0000356  + 0,0000054  = 0,00000410. 

Remarque.  La  table  de  Callet  ne  donnant  les  multiples  des  différences 
que  pour  les  logarithmes  des  nombres  supérieurs  à 10200,  la  différence 
891  ne  s’y  trouve  pas;  mais  l’exemple  que  nous  avons  choisi  no  montre 
pas  moins  comment  l'on  opérera  dans  tous  les  cas. 

7 

3*  D'une  fraction  ^ On  a,  d’après  le  7“  n“  373, 

log  ^ = log  7—  log  4 = 0,84509804  — 0,60205999  = 0,24303805. 

St  la  fraction  était  moindre  que  l’unité,  le  logarithme  de  son  dénomi- 
nateur serait  plus  grand  que  celui  de  son  numérateur,  d’où  il  résulte- 
rait que  le  sien  serait  négatif.  Ainsi  on  a,  conformément  & ce  qui  a été 
dit  n-  377, 

24 

log^=  loglh  — % 47  = 1,38021124  — 1,67209786  = — 0,29188662 
ou  —1  + 1 — 0,29188662  = 1,70811338. 
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4*  D'un  nombre  décimal.  Un  nombre  décimal  pouvant  être  considéré 
comme  une  fraction  dont  le  numérateur  est  le  nombre  proposé  abstrac- 
tion faite  de  la  virgule,  et  le  dénominateur,  l’unité  suivie  d'autant  de 
zéros  qu’il  y a de  chlITrns  décimaux  dans  le  nombre  proposé,  on  déduit 
du  3*  précédent  la  règle  posée  n’  370.  Ainsi  on  a 

log  4,873  = log  4873—3  = 3,6377064  — 3 = 0,6877964. 

De  même 

log  0,0487346  = log  487346  — 7 = 5,6878374  — 7 = 2,6878374. 

381.  2 '^Problème.  Trouver  à quel  nombre  appartient  un  logarithme 
donné  : 

1°  Lorsque  le  logarithme  donné  se  trouve  dans  la  table,  le  nombre 
qui  lui  correspond  se  trouve  à sa  gauche  dans  la  première  colonue  ver- 
ticale. Ainsi  le  nombre  qui  a 1,91907809  pour  logarithme  est  83. 

2*  Lorsque  le  logarithme  ne  différé  d'un  logarithme  de  la  table  que 
par  la  caractéristique,  on  multiplie  ou  on  divise  le  nombre  correspon- 
dant au  logarithme  de  la  table,  par  l’unité  suivie  d'autant  de  zéros  qu'il 
y a d’unités  en  plus  ou  en  moins  dans  la  caractéristique  du  logarithme 
proposé  que  dans  celle  du  logarithme  de  la  tabje.  Ainsi,  pour  avoir  le 
nombre  qui  a 4,91907809  pour  logarithme,  on  cherche  dans  la  table  le 
nombre  8300  qui  a pour  logarithme  3,91907809,  et  en  le  multipliant 
par  10  on  a le  nombre  83000,  qui  est  le  nombre  dont  le  logarithme  est 
4,91907809.  On  serait  arrivé  au  même  résultat  en  cherchant  dans  la 
table  le  nombre  830  ou  relui  83  qui  ont  respectivement  pour  logarithme 
2,91907809  et  1.91907809. 

3°  Lorsque  le  logarithme  donné,  dont  ta  caractéristique  est  la  plus 
grande  qui  se  trouve  dans  ta  table , c'est-à-dire  3 pour  la  table  de 
Lalande,  ne  se  trouve  pas  dans  la  table,  comme,  par  exemple, 
3,2733127,  pour  avoir  le  nombre  qui  lui  correspond,  on  remarque  que 
le  logarithme  3, 2733127  étant  compris  entre  les  logarillnnes  successifs 
3,2732328  et  3,2734643  de  la  table,  le  nombre  qui  lui  correspond  est 
compris  entre  les  nombres  1876  et  1877  qui  correspondent  à ces  loga- 
rithmes tabulaires.  La  partie  entière  de  ce  nombre  est  évidemment 
1876;  pour  avoir  sa  partie  décimale  x,  on  prend,  dans  la  troisième  co- 
lonne verticale  de  la  table,  la  différence  0,0002315  entre  les  logarithmes 
de  1876  et  1877  ; on  cherche  ensuite  la  différence  3,2733127 — 3,2732328 
= 0,0000799  entre  le  logarithme  donné  et  le  logarithme  Immédiatement 
plus  petit.  Alors  ia  différence  entre  les  nombres  étant  1 pour  une  diffé- 
rence de  0,0002315  entre  les  logarithmes,  pour  une  différence  de 
0,0000799  entre  les  logarithmes,  elle  sera 

0,0000799  _ 799  ... 

0,0002311)  ~ 2315  -°*345’ 
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Le  nombre  qui  a 3,2733127  pour  logarithme  est  donc  1878,345. 

Les  produits  de  la  différence  0,0002315  par  les  9 pre- 

2315  miers  multiples  de  0,1,  que  donne  la  table  deCallet 

1 23!  (2",  n*  380),  permettent  encore  d’abréger  le  calcul  dô 

2 403  la  valeur  de  x.  Ainsi,  cherchant  le  produit  694  qui 

3 694  approche  le  plus  de  799  sans  le  surpasser,  le  chiffre  3 

4 926  qui  se  trouve  à sa  gauche  est  le  chiffre  des  dixièmes 

5 1157  du  nombre  cherché.  Prenant  la  différence  799—694 

6 1389  =105,  le  produit  92G  x 0,1  =92,6  étant  immédiate- 

7 1020  ment  inférieur  à la  différence  105,  c’est  que  4 est  le 

8 1852  chiffre  des  centièmes  du  nombre  cherché. 

9 2083  Prenant  de  même  la  différence  105 — 93=12,  le 

produit  1 157  x 0,01  = 1 1,57,  immédiatement  inférieur 
à 12,  indique  que  5 est  le  chiffre  des  millièmes.  On  a donc  sc=  0,345. 

4‘  Lorsque  la  caractéristique  du  logarithme  donné  n'est  pas  3,  et 
que  de  plus  la  partie  décimale  ne  se  trouve  pas  dans  la  table,  on  ra- 
mène le  cas  au  précédent , en  augmentant  ou  en  diminuant  la  caracté- 
ristique d’assez  d’unités  pour  qu’elle  devienne  égale  à 3,  c’est-à-dire 
égale  à la  plus  grande  caractéristique  contenue  dans  la  table,  afin  de 
trouver  le  plus  de  chiffres  possible  du  nombre  demandé.  On  cherche 
comme  au  3“  le  nombre  auquel  appartient  le  nouveau  logarithme  en  le 
calculant  avec  3 décimales,  et  on  avance  la  virgule  d'autant  de  rangs 
vers  la  gauche  ou  vers  la  droite  qu’on  a ajouté  d'unités  au  logarithme 
donné  ou  qu’on  en  a retranché. 

Ainsi,  pour  trouver  à quel  nombre  appartient  le  logarithme  1,2733127, 
on  cherche,  comme  au  3°,  le  nombre  1876,345,  qui  correspond  au  lo- 
garithme 3,2733127,  et  en  le  divisant  par  100  on  a 18,76345,  qui  est  le 
nombre  correspondant  au  logarithme  1,2733127. 

5*  Lorsque  le  logarithme  donné  est  entièrement  négatif,  on  lui  ajoute 
assez  d'unités  pour  que  le  résultat  soit  entièrement  positif  et  affecté  de 
la  plus  grande  caractéristique  3 de  la  table;  ce  qui  revient  à ajouter 
quatre  unités  de  plus  qu’il  n’y  en  a dans  la  caractéristique.  On  cherche 
le  nombre  auquel  appartient  ce  nouveau  logarithme,  et  on  avance  la 
virgule  d’autant  de  rangs  vers  la  gauche  de  ce  nombre  qu'on  a ajouté 
d’unités  au  logarithme  donné. 

Ainsi,  pour  trouver  le  nombre  qui  a — 2,3121626  pour  logarithme,  on 
ajoute  2 + 4 ou  6 unités  à ce  logarithme,  ce  qui  donne  3,6878374,  dont 
le  nombre  correspondant  est  4873,46.  Le  nombre  correspondant  au  lo- 
garithme proposé  est  donc  0,00487346. 

6°  Lorsque  la  caractéristique  du  logarithme  proposé  est  seule  né- 
gative, on  lui  ajoute  assez  d’unités  pour  qu’elle  devienne  positive  et 
égale  à 3;  on  cherche  le  nombre  correspondant  au  nouveau  logarithme, 
et,  avançant  la  virgule  d autant  de  rangs  vers  la  gauche  de  ce  nombre 
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qu'on  a ajouté  d’unités  à la  caractéristique,  on  a le  nombre  correspon- 
dant au  logarithme  proposé. 

Ainsi,  pour  avoir  le  nombre  correspondant  au  logarithme  2,6878374, 
on  ajoute  5 unités  à la  caractéristique  — 2;  ce  qui  revient  à considérer 
le  logarithme  proposé  comme  ayant  3 pour  caractéristique,  ce  qui 
donne  3,6878374.  Le  nombre  correspondant  à ce  logarithme  étant 
4873,46,  celui  qui  correspond  au  logarithme  proposé  est  0,0487346. 
382.  En  faisant  usage  des  logarithmes  : 

1“  Multiplier  5736  par  7 43  (5%  n"373)  s 

on  a log  (5736  x 743)  = foy  5736  + /o^  743  = 3,7686091  + 

2,8709888  = 6,6295979. 


Le  nombre  4261848,  qui  correspond  à ce  logarithme,  est  le  produit 
demandé. 

2*  Diviser  4261848  par  743  ( 7\  n*  373)  : 
on  a lo?^~^  = toÿ4261848-%743=. 

6,6295979 — 2,8709888  = 3,7586091. 

Le  nombre  5736,  qui  correspond  à ce  logarithme,  est  le  quotient 
cherché. 

3”  Élever  le  nombre  17  à la  troisième  puissance  (6*,  n*  373)  : 


on  a log  (17*)  =[log  17)  X 3 = 1,23044892  x 3 =3,69134676. 

Le  nombre  4913,  qui  correspond  à ce  logarithme  , est  le  cube  de  17. 

4*  Extraire  la  racine  cinquième  de  243  (8°,  n”  373)  : 
on  a 

io„m  = =o,«7«ra. 

O O 

Le  nombre  3,  correspondant  à ce  logarithme,  est  la  racine  cherchée. 

383.  Les  moyens  3°  et  4°  du  numéro  précédent  font  voir  qu'à  l'aide 
des  logarithmes  on  peut  obtenir  une  puissance  ou  une  racine  quel- 
conque, même  d’un  degré  fractionnaire,  d'un  nombre. 

Soit  à élever  25  à la  puissance  5.  On  a 

O 

%(i25ï)=(%125)x*  = 2'0969-1001  =0,69897000. 


Le  nombre  5,  correspondant  à ce  logarithme,  est  la  puissance  * de  125. 

O 

L’on  voit  qu’élever  un  nombre  à une  puissance  \ revient  à en  extraire 

U 

la  racine  cubique  (271). 
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En  général , élever  un  nombre  à une  puissance  fractionnaire  revient 
à extraire  du  nombre  la  racine  dont  l’indice  est  le  degré  de  la  puis- 
sance renversé;  et,  réciproquement,  extraire  une  racine  d’un  indice 
fractionnaire  d'un  nombre  revient  à élever  ce  nombre  à une  puissance 
d’un  degré  égal  à l’indice  renversé.  Ainsi 

log  V64  = log  (ôi  ’)  = 1,80617997  X | = 2,70926996. 

2 

Le  nombre  512 , correspondant  à ce  logarithme,  est  la  racine  ^ ou  la 

3 

puissance  ^ de  64. 

Cet  exemple  fait  voir  qu’élever  un  nombre  à une  puissance  d’un  degré 

3 

fractionnaire,  - par  exemple,  revient  à l’élever  à une  puissance  égale 

au  numérateur  3,  et  à extraire  de  la  puissance  obtenue  une  racine 
d’un  indice  égal  au  dénominateur  2.  Cet  exemple  fait  voir  également 

2 

qu’extraire  une  racine  d’un  indice  fractionnaire,  5 par  exemple,  d’un 

O 

nombre,  revient  à extraire  de  ce  nombre  une  racine  ayant  le  numéra- 
teur 2 pour  indice , et  à élever  la  racine  à une  puissance  d un  degré  égal 

3 

au  dénominateur  3 ; ce  qui  revient  à élever  le  nombre  à la  puissance  ^ , 

c’est-à-dire  à élever  d’abord  le  nombre  au  cube  et  à extraire  ensuite 
la  racine  carrée  de  ce  cube. 

384.  Logarithmes  népériens  oti  hyperboliques.  Les  logarithmes  ont 
été  imaginés  par  le  baron  écossais  Jean  Néper,  qui  en  a publié  la  dé- 
couverte au  commencement  du  siècle  dernier.  Les  logarithmes  né- 
périens, que  l’on  nomme  aussi  logarithmes  hyperboliques,  à cause  du 
rôle  important  qu’ils  jouent  dans  la  quadrature  de  l’hyperbole,  ont 
pour  base  le  nombre  2,718281828459 C’est  à Henri  Briggs,  contem- 

porain de  Néper,  que  l’on  doit  la  composition  des  logarithmes  vulgaires, 
qui  reçurent  l'aveu  de  Néper. 

388.  Les  logarithmes  log  A et  log.  A d’un  même  nombre  A dans  deux 
systèmes,  dont  les  bases  sont  6 et  b',  sont  en  raison  inverse  des  loga- 
rithmes de  ces  bases  pris  dans  un  système  quelconque.  Ainsi  on  a,  en 
prenant,  par  exemple,  les  logarithmes  de  b et  6'  dans  le  système  log  A, 

log  A _ log  b' 
logTA  — log  b ’ 
d’où 

108 A=log- A S’  61  log-A=log A 1^’ 

ou,  en  remarquant  que  logb=z  l (1%  n*  373), 
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log  A=log.  A x log  4',  et  log.  A = log  Ax 


Ce  qui  permet  de  passer  du  logarithme  d’un  nombre  quelconque  A 
dans  un  système  au  logarithme  de  ce  même  nombre  dans  un  autre 
système. 

Soit,  par  exemple,  A = 743,  dont  le  logarithme  hyperbolique 
log.  A = 6, 6106960.  et  supposons  qu'il  s’agisse  de  déterminer  le  lo- 
garithme vulgaire  log  A. 

La  baso  6'=  2,71 82s  18  du  système  népérien  a pour  logarithme  vul- 
gaire log  b'=  0,4342945,  donc 


log  743=  6,6106960  x 0,4342945  = 2,8709888. 


Ainsi  le  produit  du  logarithme  népérien,  d'un  nombre  par  0,4342945 
est  le  logarithme  vulgaire  de  ce  nombre. 

Comme  on  a aussi 


log.  A ou  6,6106960  = 


log  A 
log  6' 


2,8709888 

0,4342945’ 


le  logarithme  népérien  d'un  nombre  est  donc  égal  au  quotient  du  lo- 
garithme vulgaire  de  ce  nombre  par  0,4342945. 
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ALGÈBRE. 


Définition*  et  prlnrlpea. 

586.  L'algèbre  est  la  partie  des  mathématiques  où  l’on  fait  usage  de 
signes  particuliers  qui  permettent  d abréger  et  de  généraliser  la  résolu- 
tion des  propositions  relatives  aux  quantités  en  général  (2  et  3j.  C’est 
l'arithmétique  généralisée. 

387.  Les  éléments  dont  on  fait  usage  en  algèbre  sont: 

i*  Les  lettres  de  l'alphabet,  qui  servent  à représenter  les  quantités 
sur  lesquelles  on  doit  raisonner.  On  représente  ordinairement  les 
quantités  connues  ou  données  par  les  premières  lettres  de  l'alphabet, 
a,  b,  c...,  et  les  quantités  inconnues  ou  cherchées  par  les  dernières 
lettres,  x,  y , z,  v,  u,  t„. 

2’  Los  signes  abréviatifs  du  n°  22  ont  en  algèbre  les  mômes  signifi- 
cations qu'en  arithmétique  ; ainsi 

a X A b 

a + b — c — dxe 

9 

signifie  a plus  b moins  c égale  d multiplié  par  e moins  b divisé  par  g. 

Pour  indiquer  le  produit  de  plusieurs  quantités  a,  b et  c,  on  écrit  in- 
différemment a x 6 x c,  ou  simplement  abc. 

d 

£ s’énonce  ind.fféremment  a divisé  par  6,  ou  a sur  b , ou  encore  le 
rapport  de  a à b. 

a : b indique  encore  le  quotient  de  a par  b ou  le  rapport  de  a 
à b (272;. 

3°  Le  coefficient , nombre  que  l'on  écrit  à la  gauche  d’une  lettre,  et 
qui  indique  combien  de  fois  la  quantité  représentée  par  cette  lettre  est 
ajoutée  à ele-méme.  Ainsi,  au  lieu  d’écrire  a + a + a + a + a,  ou 
écrit  simplement  bu. 

à°  L'exposant,  qui  a la  même  signification  qu'en  arithmétique  (85j. 
Ainsi  ai  équivaut  à aaaaa,  et  on  l’énonce  a cinq.  Toute  lettre  a non  af- 
fectée d'exposant  est  censée  avoir  l'unité  pour  exposant  (270). 
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5“  Ve  radical,  y' , qui  indique,  comme  en  arithmétique  (228) , une 
racine  à extraire;  et  l 'indice,  nombre  que  l’on  écrit  entre  les  branches 
du  radical,  et  qui  indique  le  degré  de  la  racine.  Ainsi  ; 

V ab  indique  la  racine  carrée  du  produit  de  a par  6,  c'est-à-dire  la 
racine  carrée  du  produit  des  quantités  représentées  par  a et  b-, 

( a’  + 6’  indique  la  racine  cubique  de  la  somme  du  carré  de  a et  du 
cube  de  b. 

588.  Toute  quantité  écrite  à l'aide  des  signes  de  l’algèbre  s’appelle 
quantité  algébrique  ou  quantité  littérale,  ou  bien  encore  l'expression 
algébrique  de  la  quantité  proposée. 

Une  quantité  est  dite  rationnelle  quand  elle  ne  contient  pas  de 
(387): 

5 a 6’ — + 26c 

c 

Une  quantité  est  dite  irrationnelle  quand  elle  contient  un  \j  : 


Ua'b—  JSî? 


Une  quantité  est  dite  entière  quand  elle  ne  contient  ni  \J  ni  le  signe 
de  la  division:  • 

4a*6*  + bac — 3c‘. 


Une  quantité  est  fractionnaire  quand  elle  contient  le  signe  de  la  di- 
vision : 

2a  6’  + — ^ — • 

589.  On  appelle  : 

1°  Terme  algébrique,  toute  quantité  algébrique  dont  les  parties  ne 
sont  séparées  par  aucun  des  signes  + ou  — ; 

2"  Monome,  une  quantité  algébrique  d’un  seul  terme:  3a6*; 

3“  Binôme,  une  quantité  algébrique  de  deux  termes  : a + b 'c3  ; 
tt’  Trinôme,  une  quantité  algébrique  de  trois  termes  : 

^ a*c  + é’c*  + 3c*  ; etc. 

O 

5*  Polynôme,  toute  quantité  algébrique  de  plusieurs  termes  : 
a*  + 6*,  ab  + 6’c*  + c*,  3 a*  — 6*c — ya  + 6. 


590.  Un  terme  est  dit  positif  ou  négatif,  selon  qu’il  est  précédé  du 
signe  + ou  du  signe  — . Quand  le  premier  terme  d’un  polynôme  est 
positif,  ce  qui  a lieu  ordinairement,  on  supprime  son  signe;  ainsi  au 
lieu  d’écrire  + 3a*  + 6’c’,  on  écrit  seulement  3a5  + 6*c*. 
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Deux  termes  affectés  l’un  du  signe  + et  l’autre  du  signe  — sont  dits 
des  signes  contraires.  Tels  sont  3afc  et  — cd. 

391 . La  valeur  absolue  d’une  quantité  est  sa  valeur  abstraction  faite 
de  son  signe.  Sa  valeur  relative  ou  algébrique  est  sa  valeur  eu  égard  à 
son  signe. 

399.  la  valeur  numérique  d'une  quantité  algébrique  est  le  nombre 
qu’on  obtient  en  remplaçant  dans  cette  quantité  chaque  lettre  par  sa 
valeur  numérique,  et  en  effectuant  ensuite  toutes  les  opérations  arith- 
métiques indiquées  par  les  divers  signés  qui  entrent  dans  la  quantité 
proposée. 

Supposant  a = 2,  6 = 3,  c = 4,  la  valeur  numérique  de 
n’  — 06  + 6'c  est  2*  — 2x3  + 3*x  4 = 3 4- 

395.  La  valeur  numérique  d’un  polynôme  ne  change  pas  lorsqu’on 
intervertit  l'ordre  de  ses  termes  sans  en  changer  les  signes  respectifs. 
Ainsi  les  polynômes  a' —ab  + b'c,  — a6  + a*  + 6*c,  6’c  + a’  — ab,  ont 
même  valeur  numérique  (3*,  n*  21). 

394.  Le  degré  d'un  monome  ou  d'un  terme  par  rapport  à une  de  ses 
lettres  est  l’exposant  de  cette  lettre,  et  son  degré  par  rapport  à plu- 
sieurs de  ses  lettres  est  la  somme  des  exposants  de  ces  lettres.  Ainsi 
le  monome  7a’6’  est  du  2*  degré  par  rapport  à a,  du  3*  par  rapport  4 b, 
et  du  5*  par  rapport  aux  lettres  a et  b. 

Quand  il  est  question  du  degré  d'un  monome,  sans  autre  indication, 
on  entend  parler  du  degré  de  ce  monome  par  rapport  4 toutes  ses  lettres. 
Ainsi  le  monome  7a6sc*  est  du  6'  degré. 

393.  Le  degré  d'un  polynôme  par  rapport  à une  ou  plusieurs  de  ses 
lettres  est  le  plus  giand  exposant  de  cette  lettre,  ou  la  plus  grande 
somme  des  exposants  de  ces  lettres  dans  un  terme  du  polynôme.  Ainsi 
le  polynôme  5«6S+  6a'6‘—  9a‘6*  est  du  4*  degré  par  rapport  à a,  du  5* 
par  rapport  à 6,  et  du  T par  rapport  aux  lettres  a et  b. 

Quand  un  monome,  et  en  général  un  polynôme  ne  contient  pas  une 
lettre,  on  dit  qu’il  est  du  degré  zéro  par  rapport  à cette  lettre  (425). 

396.  Un  polynôme  est  homogbie  par  rapport  à une  ou  plusieurs  de 
ses  lettres , quand  tous  ses  termes  sont  du  même  degré  par  rapport  à 
cette  lettre  ou  4 ces  lettres.  Ainsi  le  polynôme  ôa’t'c  + 6a!6’c’  — a’6c* 
est  homogène  et  du  2*  degré  par  rapport  à a,  et  homogène  et  du  4'  degré 
par  rapport  aux  lettres  6 et  c. 

Quand  on  dit  qu’un  polynôme  est  homogène,  sans  autre  indication,  on 
entend  que  ce  polynôme  est  homogène  par  rapport  à toutes  ses  lettres, 
c’est-A-dire  que  tous  ses  termes  sont  du  même  degré.  Ainsi  le  polynôme 
3o*63c  — ba3bc*  + a‘6!  est  homogène  et  du  6*  degré.  Au  contraire, 
celui  3ab'cl — 5 a'bc*  + 2 aèbc3  n’est  pas  homogène. 
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RÉDUCTION  DES  TERMES  SEMBLABLES. 

397.  On  appelle  termes  semblables , des  termes  qui  contiennent  les 
mêmes  lettres  affectées  respectivement  des  mêmes  exposants.  Ainsi  ab 
et  kab  sont  deux  termes  semblables;  il  en  est  de  même  de  5 a‘b*  et 
— 2a*6s.  Les  termes  «6*,  ab*  ne  sont  pas  semblables. 

399.  Faire  la  rédaction  des  termes  semblables  d'un  polynôme,  c'est 
réduire  en  un  seul  terme  chaque  groupe  de  termes  semblables  de  ce 
polynôme. 

399.  Pour  opérer  la  réduction  des  termes  semblables  d'un  polynôme , 
on  remplace  chacun  des  groupes  de  termes  semblables  par  un  seul  terme 
semblable  à ceux-ci,  auquel  on  donne  pour  coefficient  la  différence 
entre  la  somme  des  coefficients  affectés  du  signe  + et  celle  des  coeffi- 
cients précédés  du  signe  —,  et  pour  signe  celui  des  coefficients  dont  la 
somme  est  la  plus  grande. 

Ainsi  ayant  le  polynôme 

3 ab*  — ka*c  -f  3u*c — a6s — 6a’c  + 76c,  . 

on  remarque  qu’on  peut  l'écrire 

3a  6*  — ab*  + 3a*c — lia'c  — 5a‘c  + 76c  (393 J. 

Or  3a6!— a6s  se  réduit  à 2a6s;  3a’c  — lia'c  — ba'c  se  réduit  à 
3a’c  — 9ü5c  ou  — Ga?e.  Le  polynôme  proposé  se  réduit  donc  à 

2a  6*  — 6a*c  + 76c. 

La  réduction  des  termes  semblables  est  d’un  usage  fréquent  dans 
toutes  les  opérations  algébriques. 

ADDITION* 

400.  Les  quatre  opérations  fondamentales  sur  les  quantités  algé- 
briques devant  foi  mer  à l’esprit  les  mêmes  idées  que  les  opérations  ana- 
logues de  l’arithmétique,  il  est  inutile  de  les  définir  de  nouveau  (23,  26, 
31  et  68). 


Digitized  by  Google 


LIVRE  I.  — DBS  QUATRE  OPÉRATION»  ALGÉBRIQUES.  1 1 5 

401 . Pour  additionner  plusieurs  quantités  algébriques,  monomes  ou 
polynômes,  on  les  écrit  les  unes  à la  suite  des  autres,  en  conservant  à 
chaque  terme  son  signe  primitif,  et  on  fait,  s’il  y a lieu,  la  réduction 
des  termes  semblables  (399).  Ainsi  la  somme  des  quantités  algébriques 
3a’ + ûa&,  6 ab  — a’,  56*  — 3a6  et  — 26c,  est 

8a*  + Uab  + 6a6 — a*  + 56* — 3 ab — 26c, 
on  en  réduisant 

2a’  + 7a6  + 56’  — 26c. 

Remarque.  Dans  la  pratique  on  dispose  ordinairement  les  quantités 
à ajouter  les  unes  sous  les  autres,  ccmme  cl-dessousj  on  fait  la  réduc- 
tion des  termes  semblables  comme  si  les  quantités  à ajouter  étaient  pla- 
cées les  unes  à la  suite  des  autres,  et  on  écrit  au-dessous,  avec  leurs  si- 
gnes respectifs,  les  résultats  de  la  réduction. 

ûa*  + 5a*6  4-  c 
2a*  — 7a*6 — Uc 
6a*6  + c -f  6c  + 25 

6a*  + ûa’6  — 2c  + 6c  -f-  25. 

Remarque.  Un  léger  trait  passé  sur  les  termes,  au  fur  et  à mesure 
qu’on  les  réduit , permet  de  distinguer  les  termes  dont  on  n’a  pas  encore 
tenu  compte  dans  la  formation  du  résultat. 

SOUSTRACTION. 

402.  Pour  soustraire  une  quantité  algébrique  d'une  autre,  on  écrit 
la  quantité  à soustraire  à la  droite  de  celle  dont  on  soustrait,  en  chan- 
geant les  signes  de  tous  ses  termes,  et  on  fait,  s'il  y a lieu,  la  réduction 
des  termes  semblables.  Ainsi  soustrayant  3a’ — 2a6  + 6c — 6*  de  7a’ 
— 2a6,  on  a 

7 a’  — 2a6  — 3a*  + 2a6  — 6c  + 6’, 

ou,  en  réduisant, 

ûa’ — 6c  -f  6*. 

Pour  faire  dépendre  la  soustraction  de  F addition,  et  faciliter  la 
réduction  des  termes  semblables,  on  pose  sous  la  quantité  dont  on  sous- 
trait la  quantité  à soustraire,  en  donnant  à ses  termes  des  signes  con- 
traires à ceux  qu’ils  ont,  et  en  ayant  soin  d'écrire  les  termes  semblables 
les  uns  sous  les  autres;  la  somme  des  deux  quantités  algébriques  ainsi 
placées  est  le  résultat  demandé. 

Ainsi  pour  soustraire  2a  + 36’c— 7 de  8a— 56’c— û,  on  exécute  le 
calcul  de  la  manière  suivante: 


Digitized  by  Google 


<16 


DEUXIÈME  PARTIE.  — ALGÈBRE. 


8a— 56  V— 4 
— 2a— 36V  + 7 
reste  6 a — 86  V + 3. 

Quand  an  ne  tient  pas  à réduire  à un  seul  polynôme  le  résultat  de  la 
soustraction,  on  écrit  la  quantité  à soustraire  à la  droite  de  la  quantité 
dont  on  soustrait,  en  la  plaçant  entre  les  branches  d’une  parenthèse 
que  l’on  fait  précéder  du  signe  — . De  cette  manière,  le  résultat  de  la 
soustraction  précédente  est 

8a  — 56V — 4 — (2a  + 36V  — 7). 

Si,  ayant  écrit  le  résultat  sous  cette  forme,  on  voulait  le  réduire  à un 
seul  polynôme,  il  suffirait  de  faire  la  réduction  des  termes  semblables, 
en  considérant  chaque  terme  placé  dans  la  parenthèse  comme  ayant  un 
signe  contraire  à celui  qu’il  y possède.  De  cette  manière,  on  obtiendrait 
pour  résultat  6a  — 86V  + 3,  comme  plus  haut. 

MULTIPLICATION. 

403.  Pour  multiplier  un  monome  par  un  monome,  il  y a 4 règles 
distinctes  à considérer  : 

1”  La  régie  des  signes.  Le  produit  de  deux  monomes  affectés  du  même 
signe  a le  signe  + ; le  produit  de  deux  monomes  affectés  de  signes  con- 
traires a le  signe  — . Ainsi  + multiplié  par  + et  — multiplié  par  — 
donnent  + au  produit,  tandis  que  + multiplié  par  — et  — multiplié 
par  + donnent  — au  produit; 

2”  La  règle  des  coefficients.  Le  coefficient  du  produit  est  égal  au  pro- 
duit des  coefficients  des  facteurs; 

3*  La  règle  des  lettres.  Toute  lettre  qui  entre  dans  l’un  des  facteurs 
ou  dans  les  deux  s’écrit  une  seule  fois  au  produit. 

4*  Tm  règle  des  exposants.  L’exposant  de  chaque  lettre  du  produit 
est  égal  à la  somme  des  exposants  de  cette  lettre  dans  les  facteurs.  Une 
lettre  qui  n’a  pas  d'exposant  est  supposée  avoir  l’unité  pour  expo- 
sant (85).  Une  lettre  qui  n’entre  pas  dans  un  facteur  est  supposée  avoir  0 
pour  exposant  dans  ce  facteur  (425). 

Applications  de  ces  règles  : 

3am  x a = 3a"+1  ; 

— 2a  x — 3a’6*  = 6as6’  ; 

-f  4a*6V  x — 6 V = — 4a’6V*  ; 

— 26Vd  x + 4cW  = — 86V»iV*. 

404.  Le  produit  de  plusieurs  monomes  s'obtient  en  multipliant  les 
deux  premiers  monomes  entre  eux,  le  produit  des  deux  premiers  par  le 
3\  et  ainsi  de  suite  jusqu’à  ce  qu’on  ait  employé  le  dernier  monome 
comme  multiplicateur. 


Digitized  by  Google 


LIVRE  I.  — DES  QUATRB  OPÉRATIONS  ALGÉBRIQUES.  117 

De  cette  règle  et  du  n*  403  découlent  les  règles  suivantes  pour  former 
le  produit  : 

1*  Le  produit  a le  signe  + quand  le  nombre  des  monomes  facteurs 
négati  fs  est  nul  ou  pair  ; il  a le  signe  — quand  le  nombre  de  ces  facteurs 
est  impair; 

2*  Le  coefficient  du  produit  est  égal  au  produit  des  coefficients  des 
facteurs; 

3”  Chaque  lettre  qui  se  trouve  au  moins  dans  l’un  des  facteurs  s’écrit 
une  seule  fois  au  produit; 

6°  Chaque  lettre  du  produit  a pour  exposant  la  somme  de  ses  expo- 
sants dans  les  facteurs. 

Ainsi  on  a : 

2a  x 3a' b x — b *c*  x — 5 = 30a*6*e*  ; 

3a*  x — 2 aè*  x — 5a‘6c*  x — 5c  = — 150a763c*. 

403.  Le  produit  de  plusieurs  monomes  change  ou  ne  change  pas  de 
signe,  selon  qu’on  change  de  signe  un  nombre  impair  ou  un  nombre 
pair  de  ses  facteurs  (404). 

406.  Le  produit  de  plusieurs  monomes  ne  change  pas  quand  on  in- 
tervertit Vordre  de  ses  facteurs  (40). 

407.  Pour  multiplier  un  polynôme  par  un  monome,  on  multiplie 
successivement  chacun  des  termes  du  polynôme  par  le  monome  d’après 
les  règles  données  pour  obtenir  le  produit  des  deux  monomes  (403). 
Exemple  : 

3a’  + 4 ab — 6’c 

2 afc* 

6a‘6*  + 8a*6* — 2a6*c. 

Pour  indiquer  la  multiplication  d’un  polynôme  par  un  monome,  on 
écrit  ce  polynôme  entre  parenthèses  et  on  le  considère  comme  un  mo- 
nome. Ainsi  pour  indiquer  le  produit  de  3a*  + 4aZ>  — b'c  par  2a6*,  on 
écrit  : - 

(3a*  + Ixab  — 6*c)  x 2a  6*. 

Quand  le  facteur  monome  est  positif,  on  supprime  souvent  le 
signe  x.  Il  en  est  de  mêmejorsque  le  monome  est  négatif,  mais  alors 
placé  avant  le  polynôme.  Ainsi  — a (a  — 6),  de  même  que  — a x (a  — b) 
indiquent  le  produit  de  — a para  — 6;  mais  en  intervertissant  l’ordre 
des  facteurs  (405),  il  faut  écrire  (a — 6)  x — a. 

408.  Pour  multiplier  un  polynôme  par  un  polynôme,  on  multiplie 
successivement  tout  le  polynôme  multiplicande  par  chaque  terme  du 
multiplicateur  (407) , et  on  fait  l'addition  des  produits  partiels  (40t 
et 413).  Exemple: 
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Multiplicande  &a’+  2a*6  — 5a6*  — 26* 
Multiplicateur  2a* — 3ab  + 6* 


1*  produit  partiel 
a»  id. 

y id. 


8a*  4-  ûa*6 — 10a*6* — 4a*65 

— 12a‘6  — 6a"6*  + 1 5a*6*  + 6a6‘ 

4 ûa56’4  2a*6* — 5a65 — 26* 


Produit  8a5—  8a‘6— 12a56*  4 13a*6s  4 a6‘  — 26*. 

Pour  indiquer  la  multiplication  d’un  polynôme  par  un  autre,  on  les 
écrit  entre  parenthèses,  et  on  les  considère  comme  des  monomes.  Ainsi 
la  multiplication  précédente  s'indique 

(6a*  4 2a*6  — 5a6*  — 26s)  x (2a*  — 3a6  4 6’) 


ou 

(ûa*  4-  2a*6 — 6 aô*  — 26«)  (2a*  — 3a6  4 6*). 

400.  Le  produit  de  plusieurs  polynômes  s'obtient  en  multipliant  les 
deux  premiers  polynômes  entre  eux,  le  produit  obtenu  par  le  3'  poly- 
nôme, et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  tous  les  polynômes  aient  été  em- 
ployés comme  multiplicateurs.  Cette  règle  est  encore  applicable  aueas 
où  il  y a des  facteurs  monomes. 

410.  Le  produit  de  plusieurs  quantités  algébriques,  monomes  ou  po- 
lynômes, ne  change  pas  quand  on  intervertit  l’ordre  des  facteurs  (406), 

411.  Ordonner  un  polynôme  par  rapport  à une  lettre,  c'est  disposer 
ses  termes  de  manière  que  les  exposants  de  la  lettre  considérée  aillent 
en  croissant  ou  en  décroissant. 

Le  polynôme  abK  4 3a56  — 5a*6*  4 a5,  ordonné  par  rapport  à la  lettre 
a,  suivant  l’ordre  croissant,  donne 

a6*  — 5a*6*  4 3a*6  4 a*  ; 

suivant  l'ordre  décroissant,  il  devient 

a*  4 3a*6  — 5a*6*  4 a6\ 


Dans  cet  exemple,  on  voit  que  le  polynôme  se  trouve  en  même  temps 
ordonné  par  rapport  à la  lettre  6. 

La  lettre  par  rapport  à laquelle  un  polynôme  est  ordonné  est  dite 
lettre  principale. 

Lorsque  plusieurs  termes  du  polynôme  contiennent  la  même  puis- 
sance de  la  lettre  principale,  on  écrit  une  seule  fois  cette  puissance,  et 
à sa  gauche,  entre  parenthèses,  ou  dans  une  colonne  verticale  séparée 
par  un  trait,  les  quantités  qui  multiplient  cette  puissance.  Ainsi  le  po- 
lynôme 

8a*6 — 5a6*  4 26*  — a’  4 iab  — 36*  — a , 
ordonné  par  rapport  aux  exposants  décroissants  de  la  lettre  a,  devient 
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(36  — 1)  a*  + (—  56*  + 66  — 1)  a + 26*  — 36* 


I <9 


OU 


36 

— 1 


O* 


— 56* 


+ 66 

— 1 


+ 26J 
— 36* 


Il  convient  d’ordonner,  êmme  on  vient  de  le  faire,  par  rapport  à 
une  autre  lettre  6,  les  polynômes  multiplicateurs  des  différentes  puis- 
sances de  la  lettre  principale  a. 

412.  Un  polynôme  ordonné  est  dit  complet  ou  incomplet , selon  qu'il 
contient  ou  non  ia  lettre  principale  avec  tous  les  exposants  inférieurs 
au  plus  grand  qu’elle  possède.  Ainsi  le  polynôme  a*  -f  3<i16 — 5a*6*  •+• 
ab * est  complet  par  rapport  à a ; il  est,  au  contraire,  incomplet  par  rap- 
port à 6,  parce  qu’il  ne  contient  pas  b1. 

413.  On  facilite  beaucoup  la  réduction  des  termes  semblables  dans 
la  multiplication  des  polynômes,  en  ordonnant  ces  polynômes  par  rap- 
port à une  même  lettre.  C’est  ce  que  l'on  a fait  dans  l'application  du 
n-  608. 

414.  Lorsque  deux  polynômes  et  leur  produit  sont  ordonnés  par 
rapport  à une  môme  lettre,  le  premier  terme  du  produit  provient,  sans 
réduction,  de  la  multiplication  des  premiers  termes  des  facteurs,  et 
son  dernier  terme  est  le  produit  des  derniers  termes  des  deux  fac- 
teurs (608). 

413.  Si  deux  et  en  général  un  nombre  quelconque  de  polynômes 
sont  homogènes,  leur  produit  est  homogène,  et  son  degré  est  égal  à la 
somme  des  degrés  des  facteurs  (396).  Si  tous  les  facteurs  no  sont  pas 
homogènes,  le  produit  n’est  pas  homogène. 

41  ii.  Le  carré  de  la  somme  de  deux  quantités  se  compose  (86  et  232): 

1°  Du  carré  do  la  première  quantité;  2°  du  double  produit  de  la  pre- 
mière quantité  par  la  seconde;  3°  du  carré  de  la  seconde.  Ainsi 
on  a 

(a  + 6)*  = a’  4-  2a6  + 6*.  (608) 

417.  Le  carré  de  la  différence  de  deux  quantités  se  compose  : 1*  du 
carré  de  la  première  quantité;  2°  moins  le  double  produit  de  la  pre- 
mière quantité  par  la  seconde;  3°  plus  le  carré  de  la  seconde.  Ainsi 

(2a*6 — 6c)*  = 6o‘6*  — 6a*6*c  + 6*c*.  (608) 

41  B.  Le  carré  de  la  somme  de  deux  quantités  moins  le  carré  de  leur 
différence  est  égal  6 6 fois  le  produit  de  ces  quantités  (602, 616  et  617) 

(a-f-  6)*  — (a — 6)’  = a’+  2a6+  6*  — a*  + 2a6 — 6*  = 6a6 

410.  Le  cube  de  lasomme  de  deux  quantités  se  compose  (86  et  260): 
1°  du  cube  de  la  première  quantité  ; 2°  du  triple  produit  du  carré  de  la 
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première  quantité  par  la  seconde:  3*  du  iripie  produit  de  la  première 
par  le  carré  de  la  seconde  ; 4°  du  cube  de  la  seconde: 

(a  + bf  = cs  + 3a*6  + 3a6*  + 6*.  (408) 

420.  Le  cube  de  la  différence  de  deux  quantités  se  compose  : 1”  du 
cube  de  la  première  quantité;  2"  moins  le  triple  produit  du  carré  de  la 
première  quantité  par  la  seconde;  S”  plusse  triple  produit  de  la  pre- 
mière quantité  par  le  carré  de  la  seconde;  4°  moins  le  cube  de  la  se- 
conde : 

(a  — b)s  = a3  — 3a’6  + 3a6* — 6*.  (408) 

421.  Le  produit  de  la  somme  de  deux  quantités  par  leur  différence 
est  égal  à la  différence  des  carrés  de  ces  quantités  : 

(a  + 6)  x ( a — b)  = a*  — 6*  ; 

(2a 6 + 36’c)  x (2 ab  - 3 b'c)  = 4al6*  — 96‘e’.  (408) 

422.  Le  carré  d'un  polynôme  quelconque  se  compose  : du  carré  du 
premier  terme,  du  double  produit  du  premier  terme  par  le  second,  du 
carré  du  second,  des  doubles  produits  de  chacun  des  deux  premiers 
par  le  troisième,  du  carré  du  troisième,  des  doubles  produits  de  chacun 
des  trois  premiers  par  le  quatrième,  du  carré  du  quatrième,  etc.  Ainsi 
on  a 

(a  + 6 — c)*  = a’  + 2a  4 + 6*  — 2ac — 26c  + c’;  (408) 

(a  + bx  + ex * + dx3)'  = a*  + 2abx  + 6’i’  + 2acx*  + 26cx*  + c*x‘  4- 
+ 2 adx3  + 26dr*  + 2 cdx3  + <Pxl. 

Division. 


423.  Une  quantité  algébrique  est  divisible  par  une  autre,  lorsque 
le  quotient  de  la  première  par  la  seconde  est  une  quantité  entière  1388). 

424.  Pour  diviser  un  monome  par  un  monome  on  distingue,  comme 
pour  la  multiplication  (403),  quatre  règles  : 

1"  Le  signe  du  quotient  est  + ou  — selon  que  le  dividende  et  le  di- 
viseur ont  le  môme  signe  ou  des  signes  contraires.  Ainsi  + divisé  par 
+ et  — divisé  par  — donnent  + au  quotient,  au  lieu  que  + divisé  par 
— et  — divisé  par  + donnent  — au  quotient; 

2"  Le  coefficient  du  quotient  s'obtient  en  divisant  le  coefficient  du 
dividende  par  celui  du  diviseur; 

3®  Toute  lettre  du  dividende  et  du  diviseur  s'écrit  une  seule  fois  au 
quotient  ; 

4’  L'exposant  de  chaque  lettre  du  quotient  est  égal  à l’exposant  de 
cette  lettre  dans  le  dividende , moins  l’exposant  de  cette  même  lettre 
dans  le  diviseur. 
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De  ces  règles,  il  résulte  que  l’on  a : 


2Ua,b:'cid 
6 ab*c 


= Ua,bcd, 


l5aib*c<P  , ,,,  . 
— „ -,  .jî  = — 5a’63rd. 
—3 as6*d* 


423.  Il  peut  se  présenter  des  cas  sur  lesquels  il  convient  de  donner 
quelques  développements  : 

i»  Quand  le  coefficient  du  dividende  n'est  pas  divisible  exactement 
par  celui  du  diviseur,  on  laisse  le  coefficient  du  quotient  sous  la  forme 
d’une  fraction,  que  l’on  peut  réduire  à sa  plus  simple  expression  (157). 
Ainsi 


6aW_2 
9a,b  ~ 3 


a!ft; 


2®  Lorsqu’une  même  lettre  a le  môme  exposant  au  dividende  et  au 
diviseur,  la  règle  des  exposants  (4*,  424)  conduit  à l’écrire  au  quotient 
avec  i’exposant  0.  Ainsi 


Or,  comme  on  a évidemment  -t=l,  on  a aussi  0®  = !,  et  il  résulte 

a* 

qu’on  peut  se  dispenser  de  l’écrire  au  quotient.  Ainsi  on  néglige  toute 
lettre  qui  a le  même  exposant  au  dividende  et  au  diviseur. 

O® 

De  la  règle  des  exposants,  on  conclut  -j  = a1,  et  comme 

axaxa  , , 

=a,  on  a donc  a1  — a (270). 

axa 

3*  Une  lettre  peut  avoir  un  exposant  plus  fort  au  diviseur  qu’au  di- 
vidende. Dans  ce  cas,  la  règle  des  exposants  (4%  424)  conduit  à donner 
un  exposant  négatif  4 cette  lettre  au  quotient.  Ainsi 


4®  Une  lettre  peut  se  trouver  au  diviseur  sans  être  au  dividende. 
Dans  ce  cas,  la  rèitle  des  exposants  peut  encore  s’appliquer,  en  suppo- 
sant que  la  même  lettre  se  trouve  au  dividende  avec  l’exposant  0 (2°). 
Au  quotient,  cette  lettre  aura  un  exposant  négatif  égal  4 celui  qu’elle  a 
au  diviseur.  Ainsi 


o*  a‘6® 

a*6  a*6 


= a*6-'; 


On  voit  que  les  exposants  négatifs  permettent  de  rendre  générales 
les  règles  du  n®  424.  Ainsi  on  a 


— 42  a'b'cde 
— &a,bcsdfi 


= | a'bcr'ef-'. 
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420.  Quoique  cette  notation  des  exposants  négatifs  soit  trh-commnde 
dans  beaucoup  de  cas,  nous  n'en  ferons  d'abord  pas  usage. 

Lorsque  l’un  des  cas  que  nous  venons  d’exposer  au  n°  h 25  se  pré- 
sentera, nous  laisserons  le  quotient  de  la  division  sous  la  forme  d'une 
fraction  dont  le  numérateur  sera  le  dividende  et  le  dénominateur  le 
diviseur. 

Nous  réduirons  la  fraction  quotient  & sa  plus  simple  expression  : 
1*  En  divisant  les  deux  coefficients  par  leur  plus  grand  commun  divi- 
seur; 2"  en  supprimant  les  lettres  qui  ont  le  môme  exposant  aux  deux 
termes  de  la  fraction;  3"  en  retranchant  le  plus  petit  des  exposants 
d’une  môme  lettre  du  plus  grand,  et  en  écrivant  la  lettre  affectée  de 
cette  différence  d'exposants,  seulement  dans  celui  des  deux  termes  de 
la  fraction  oil  l’exposant  était  le  plus  grand;  4°  en  écrivant  les  lettres 
non  communes  aux  deux  termes  de  la  fraction,  avec  leurs  exposants 
respectifs , dans  celui  des  deux  termes  où  elles  entraient  On  a ainsi 

— 12 a'fficde  3a,be.  h8a,b,C(P  üad  7ab*c*d  7b*c  7a*b  1 
—8 a'bàdp  ~ îc'J"  3&aWdë~  3bcê'  éa'bcW  ~ 30*3*’  21al6‘  - 30*4’ 

427.  Pour  diviser  un  polynôme  par  un  monome , on  divise  successi- 
raent  chaque  terme  du  dividende  par  le  diviseur  (424)  ; 

4as6  + 2a*i’c—  Sa’é’c*  , ,,  , t . 

— =4a*  +2a*6c— 5a6*c*. 

a’b 

Dans  le  cas  où  il  y a des  termes  non  divisibles  exactement  par  le  di- 
viseur, on  peut  ne  faire  qu’indiquer  la  division  de  tout  le  polynôme  par 
le  diviseur,  ou  ne  laisser  sous  forme  de  fraction  que  les  termes  non  di- 
visibles exactement  : 

4a*&  + 3a‘4,c — 5 ab%  4 aib  3 aWc  5 ab%  „ , 3a’ôc  545 

2 à* b 2 â*b  + ~Ta}b  ~ îâ*b  + 2 2a  ’ 

428.  Pour  diviser  un  polynôme  par  un  autre  (suivre  sur  le  1*'  exemple 
suivant),  on  ordonne  le  dividende  et  le  diviseur  par  rapport  aux  puis- 
sances croissantes  ou  décroissantes  d’une  même  lettre  (411),  on  divise 
le  premier  terme  n5  à gaucho  du  dividende  par  le  premier  terme  a4  à 
gauche  du  diviseur,  ce  qui  donne  le  premier  terme  a*  du  quotient;  on 
multiplie  le  diviseur  par  ce  terme,  et.  on  retranche  le  produit  + a* — 3 a' b 
du  dividende  proposé.  On  divise  ensuite  le  premier  terme  — 2 a’b  ù 
gauche  du  reste,  par  le  premier  terme  a 3 à gauche  du  diviseur,  ce  qui 
donne  le  second  terme  — 2ab  du  quotient;  on  multiplie  le  diviseur  par 
ce  second  terme;  on  retranche  le  produit  du  premier  reste  obtenu,  ce 
qui  fournit  un  second  reste,  sur  lequel  on  opère  comme  pour  le  premier; 
et  on  continue  ainsi  de  suite  jusqu’il  ce  qu’on  arrive  & un  reste  nul  ou 
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à un  reste  dont  le  premier  terme  ne  soit  pas  divisible  par  le  premier 
terme  du  diviseur. 

Pour  retrancher  du  dividende  et  des  restes  successifs  obtenus  les  di- 
vers produits  du  diviseur  par  les  termes  du  quotient,  afin  de  faciliter 
les  opérations,  on  écrit  ces  produits  sous  les  restes  en  changeant  les 
signes  de  leurs  termes;  par  là,  chaque  soustraction  est  ramenée  à une 
addition,  c'est-à-dire  à une  simple  réduction  de  termes  semblables 
(602). 

1"  Exemple.  Ayant  à diviser  5a"6*  -f  3a*63 — 5a*6  + a"  par  a5 — 3a’6, 
on  dispose,  conformément  à la  règle  précédente,  les  calculs  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Dividende  a*— 5a‘6  + 5a363  + 3a’63<  a’— 3 a’6  diviseur. 

— a*  + 3a*6  (a*— 2o6— 6*  quotient. 

1"  reste  — 2a‘6-f  5a’6,  + 3a,6* 

4-  2«*6 — 6a36* 

2*  reste  — a36*  + 3a36* 

+ a*b*  — 3a*6* 

Reste  de  la  division  o 

i ■ ••i 

2*  Exemple  : 

10a»— à8a*6  + 51af6*  + ftaft*— 156*  + 36*  + c j —5a1  + ltab  + 36» 

■ — 10a‘+  8a*6  + 6a36*  j —2a*  + 8aô— 56^ 

— Û0a36  + 57a36*  + 6a63 — 156* + 36*  + e 
+ Û0a»6— 32a,6‘— 24a65 

+ 25a*63 — 20a6>— 156*  + 36 * + c 
— 25a*6*  + 20a6»  + 156* 

Reste  de  la  division  + 86*  + c 

3*  Exemple,  Soit  à diviser  a*— 6*  par  a— 6. 

a*— 6*  ra—  6 

— a*  + a*6  I a3  + a*6  + a6*  + R* 

+ a36— 6* 

— a,6  + a,6* 

+ 0*6*— 6» 

— <1*6*  + a6* 

+ a63-ô» 

— a63  + 6‘ 

Ô 

429.  Dans  ce  dernier  exemple  il  résulte  du  calcul  même  que  les 
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exposants  de  a diminuent  d'une  unité,  et  que  ceux  de  6 croissent  de  la 
même  quantité,  dans  les  restes  et  dans  les  quotients  partiels  succes- 
sifs. Ainsi  a"— 6 " est  divisible  exactement  par  a — 6,  et  on  a 

= a"-‘  + a"-,6  + am~*b'  + + a6"-*  + 6"->. 

a — b 

Si  6 = 1,  on  a 


= a"-1  + a**-1  + o**-®  + + a+i. 

a — 1 

am  + bm  n’est  pas  divisible  par  a— 6,  le  reste  est  26m;  ainsi  on  a 

4-  hm  1bm 

r = a"-1  + a*~*6  + a~-,6’  + + a6*_1  + 6"-1  H -r. 

a — 6 a — o 


am—bm  est  ou  n’est  pas  divisible  par  a + 6 selon  que  m est  pair  ou 
impair,  et  on  a respectivement 

/iW  . TjW*  • — f-  hm  — — /î*** 

%- = a*-1  -a—*  6 + a"-s6* — =fc  a6— * 6— 1 + — — 

a+6  a+o 

Lorsque  m est  pair,  le  reste  +6* — 6"=  0,  et  quand  m est  impair, 
le  reste  — 6“  — 6*  = — 26". 

a"  + 6"  est  ou  n’est  pas  divisible  par  a+6  selon  que  m est  impair 
ou  pair,  et  on  a respectivement 


— ±-*ü=a«.->_ a~-*6  + a— *6>— a6—»  ± 6"~'  + 6"  +.6*>. 

a+6  a+6 

Lorsque  m est  impair,  le  reste  — 6"  + 6“=0,  et  quand  m est  pair, 
il  est  +6* + 6"  = 26". 

430.  Lorsque  le  dividende  et  le  diviseur  sont  homogènes  (396),  le 
quotient  et  les  restes  successifs  sont  homogènes.  De  plus,  le  degré  du 
quotient  est  égal  6 celui  du  dividende  moins  celui  du  diviseur. 

Quand  le  dividende  est  homogène  et  que  le  diviseur  ne  l'est  pas,  le 
quotient  ne  se  termine  pas. 

451 . Les  preuves  des  quatre  opérations  sur  les  quantités  algébriques 
s’opèrent  d'après  les  règles  données  pour  les  nombres  entiers  (25,  29, 
û7  et  63). 

FRACTIONS  ALGÉBRIQUES. 

452.  One  fraction  algébrique  est  un  quotient  exprimé  par  deux 
quantités  algébriques  à diviser  l’une  par  l’autre.  Ainsi 

a a*  + 6‘ 

6’  ~ô+T ’ 
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que  l’on  énonce  a divisé  par  b,  et  a'  ± b*  divisé  par  a + b,  sont  des 
fractions  algébriques. 

Le  dividende  est  le  numérateur  de  la  fraction  ; le  diviseur  est  son 
dénominateur,  et  le  numérateur  et  le  dénominateur  en  sont  les  deux 
termes  (127). 

433  Tout  ce  qui  a été  dit  des  fractions  numériques  s’applique  aux 
fractions  littérales.  Ainsi  on  a : 


1* 

ab 

a = T; 

(133) 

2* 

a ac 

6XC= T’> 

(134) 

3* 

a a 

b • C 6c’ 

(135) 

4* 

a ac 
6~6c’ 

(136) 

5*  Les  règles  pour  réduire  les  fractions  au  même  dénominateur  sont 
les  mêmes  (138); 


6* 


b d 


adàzbc  . , b 

- — rj — , et  a±-= 
bd  c 


ac±b 


(139, 140,  142  et  143) 


b ab 
ax~— — , 
c c 


« c _ac 
6Xd~M’ 


■H)  «H)—1 

mb _ac  a , e _ad 
a:Z~T’  b’d~bc’ 


b 

-à’ 


a.  c 

b:bz 


a _ a 
b‘  c~ 


c 

b; 


(146  et  147) 


(151  et  153) 


9"  Soit  p la  période,  de  n chiffres,  d’un  nombre  décimal  périodique 

simple.  Représentant  cette  fraction  par  x=o,ppp et  multipliant 

par  10",  il  vient  10 Hx=p.ppp Soustrayant  une  fois  la  valeur  de  x 

de  cette  expression,  on  a (10* — l)z=p,  et  par  suite 


t=-P-  , 
10»— 1 


. Faisant,  par  exemple,  n = 3,  on  a i= 


Ce  qui  confirme  ce  que  l’on  a dit  en  arithmétique  (189). 
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LIVRE  II. 


Éqaatloaa  li  premier  degré. 


ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ  A UNE  SEULE  INCONNUE. 

454.  Deux  quantités  égales  réunies  par  le  signe  = constituent  une 
égalité.  Ces  quantités  sont  les  deux  membres  de  1 égalité , celle  placée  à 
gauche  du  signe  = est  le  premier  membre,  et  celle  placée  à droite  est 
le  deuxième  membre. 

455.  Les  égalités  qui  contiennent  des  lettres  représentant  des  quan- 
tités inconnues  sont  des  équations.  Telles  sont  : 

3 + i=7  et  z + y=  ~. 

L'égalité  ne  subsiste  que  pour  des  valeurs  particulières  des  inconnues. 

456.  Toute  égalité  qui  subsiste,  quelles  que  soient  les  valeurs  parti- 
lières  que  l’on  attribue  aux  lettres,  est  une  identité.  Telles  sont  les 
égalités  : 

2z  + 4=2j  + 4,  (a — b)1  — a1— 2a6+  6*  et  (a  + 6)(a — 6)=a’ — b\ 

Lorsque  les  deux  membres  d’une  égalité  sont  les  mêmes,  ou  que, 
comme  dans  cos  deux  derniers  exemples  421  ) , un  membre  n’est 
que  le  résultat  des  calculs  Indiqués  dans  l’autre,  l'égalité  est  une  identité. 

457.  Toute  équation  doit  devenir  une  identité  lorsqu’on  y remplace 
les  inconnues  par  leurs  valeurs,  c’est-à-dire  quand  on  fait  la  vérifica- 
tion de  l'équation. 

456.  Une  équation  est  numérique  lorsqu'il  n’y  a que  les  valeurs  des 
inconnues  qui  sont  représentées  par  des  lettres.  C'est  une  équation  lit- 
térale ou  algébrique  lorsqu'il  y entre  des  lettres  représentant  des 
quantités  connues. 

459.  Lorsque  l’un  des  membres  d’une  équation  ne  contient  que  l'in- 
connue, l’autre  membre,  qui  renferme  le  tableau  des  opérations  à 
effectuer  sur  les  quantités  connues  pour  avoir  la  valeur  de  l'inconnue, 
prend  le  nom  de  formule.  Tel  est  le  second  membre  de  l'équation  : 

x—a*  + 4 -. 

c 

C’est  l'expression  de  la  valeur  de  l’inconnue. 
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440.  Deux  quantités  qui  varient  simultanément,  de  manière  qu'une 
variation  de  l’une  entraîne  une  variation  de  l’autre,  sont  dites  /mic- 
tions l'une  de  l’autre.  Ainsi  la  surface  s d’un  cercle  variant  avec  le 
rayon  r,  elle  est  une  fonction  du  rayon.  C’est  ce  que  l’on  représente 
d’une  manière  généralo  par  s—J\r).  (Voir  Géométrie .)  De  même  l'es- 
pace que  parcourt  un  corps  en  tombant  est  une  fonction  du  temps,  et 
réciproquement  le  temps  est  une  fonction  de  l’espace.  (Voir  Mécanique.) 

On  considère  ordinairement  l'une  des  deux  quantités  comme  variant 
d’une  manière  arbitraire,  et  ou  l’appelle  variable  indépendante  ; 
l’autre,  dont  la  variation  est  déterminée  par  celle  de  la  première,  est 
la  fonction  proprement  dite. 

Lorsque  la  relation  qui  existe  entre  des  variables  peut  être  exprimée 
par  une  équation  qui  ne  renferme  que  des  quantités  algébriques  (435), 
fit  Jonction  est  dite  algébrique;  mais  si  la  relation  entre  la  fonction  et  ia 
variable  indépendante  ne  peut  être  exprimée  par  les  signes  +,  — , x, 

y et  exposants,  la  fonction  est  appelée  transcendante.  Ainsi  le 
logarithme  d’un  nombre  est  une  fonction  transcendante  de  ce  nombre; 
les  fonctions  circulaires,  c'est-à-dire  celles  dans  lesquelles  il  entre  des 
expressions  trigonométriques,  sont  aussi  transcendantes.  (Voir  Trigo- 
nométrie) 

441.  On  nomme  solution  d'une  équation  ou  d'un  système  d'équa- 
tions, chaque  valeur  de  l’inconnue  ou  chaque  système  de  valeurs  des 
inconnues  qui  rend  identique  l’équation  ou  le  système  d'équations  (437). 

La  valeur  3 de  x est  une  solution  de  l’équation 

6x  = 15. 

442.  Résoudre  une  équation  ou  un  système  d'équations , c’est  trou- 
ver toutes  les  solutions  de  cette  équation  ou  de  ce  système  d’équations. 

445.  Deux  équations  ou  deux  systèmes  d’équations  sont  équivalents, 
lorsqu’ils  admettent  les  mêmes  solutions  et  en  même  nombre.  Telles 
sont  les  équations  : 

51  = 15  et  2 + 7=10. 

444.  Altérer  une  équation  ou  un  système  d'équations,  c’est  lui  faire 
subir  une  transformation  qui  change  ses  solutions  ou  le  nombre  de  ses 
solutions. 

443.  La  résolution  d'une  équation  ou  d’un  système  d'équations 
repose  sur  les  principes  suivants  : 

p on  n’altère  pas  une  équation  en  augmentant  ou  en  diminuant 
ses  deux  membres  d’une  môme  quantité.  Cependant,  si  la  quantité  que 
l’on  ajoute  ou  retranche  contenait  une  ou  plusieurs  inconnues,  la  nou- 
velle équation  ne  serait  équivalente  à la  première  qu'autant  qu’elle 
serait  du  même  degré  (446)- 

2“ -On  n’altère  pas  une  équation  en  faisant  passer  un  terme  d’un 
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membre  dans  l’autre,  avec  un  signe  contraire.  Cela  revient,  en  effet, 
à ajouter  ce  terme  aux  deux  membres  de  l’équation  ou  à l’en  retran  - 
cher,  selon  que  ce  terme  est  affecté  du  signe  — ou  du  signe  +.' 

3°  Une  équation  n’est  pas  altérée  quand  on  multiplie  ou  quand  on 
divise  ses  deux  memb.es  par  une  même  quantité,  qui  n’est  pas  nulle 
et  ne  contient  pas  d'inconnues.  Si  elle  renfermait  des  inconnues,  la 
nouvelle  équation  ne  serait  pas  du  même  degré  que  la  première  et  ne 
lui  serait  pas  équivalente;  elle  aurait,  en  outre,  des  solutions  de  la 
première  équation,  celles  de  l’équation  qu’on  obtient  en  égalant  à O 
la  quantité  par  laquelle  on  multiplie.  Ainsi,  en  multipliant  par  x — 3 
les  deux  membres  de  l’équation 

x — 5=0, 

ce  qui  donne 

(x — 5)  (x— 3)  = 0, 

cette  nouvelle  équation  contient,  en  outre  de  la  solution  x=5  de  la 
première  équation,  celle  x = 3 de  l’équation  x — 3 = 0. 

U°  En  chassant  les  dénominateurs,  ce  qui  se  fait  en  réduisant  tous 
les  termes  de  l'équation  au  même  dénominateur  et  en  supprimant  ce 
dénominateur  commun  (5”,  Û33),  on  obtient  une  nouvelle  équation  équi- 
valente à la  première. 

5"  On  n’altère  pas  une  équation  en  faisant  subir  à ses  deux  membres 
toutes  les  modifications  qui  ne  changent  pas  leur  valeur.  Ainsi,  par 
exemple,  on  peut  effectuer  les  calculs  indiqués  par  les  signes  qu’ils 
renferment. 

6*  Lorsqu’on  élève  au  carré  les  deux  membres  d’une  équation 

x=5, 

l’équation 

x!=  25 

qui  en  résulte  comprend,  outre  les  solutions  de  l’équation  x — 5 = 0 
ou  x=5,  celles  de  l’équation  x-f  5=0  ou  x— — 5. 

Cela  provient  de  ce  que 

x’ — 25  = {x— 5)  (x  + 5)  = 0.  (3-J 

446.  Le  degré  d’une  équation  est  la  plus  grande  somme  des  expo- 
sants des  inconnues  dans  un  même  terme  de  l'équation.  Ainsi  les 
équations 

2x — y =7,  3xy  = J8,  y’x*  = l — x* 

sont  respectivement  du  1",  du  2e  et  du  7*  degré. 

Ce  mode  d’évaluation  du  degré  d’une  équation  suppose  qu’il  n’entre 
pas  d’inconnues  en  dénominateur  dans  aucun  terme.  Lorsque  des 
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inconnues  entrent  en  dénominateur,  on  fait  disparaître  les  dénomi- 
nateurs {l i%  445),  et  alors  on  évalue  le  degré  comme  dans  le  cas  pré- 
cédent. 


-y,  qui  paraît  être  du  premier  degré,  est  du 


L’équation  a + 

b + y 

deuxième  degré,  parce  qu’en  réduisant  au  même  dénominateur  tous  les 
termes  de  l'équation,  et  en  supprimant  le  dénominateur  commun  b + y, 
elle  devient 


ab  + ay  + bx=by  + y 


447.  Règle  générale  pour  résoudre  une  équation  du  premier  degré 
à une  seule  inconnue  : 

1*  On  commence  par  chasser  les  dénominateurs  s’il  y en  a,  et  on 
effectue,  dans  les  deux  membres  de  l’équation,  toutes  les  opérations 
algébriques  qui  se  présentent  (445)  ; 

2*  On  fait  la  transposition  des  termes,  c’est-à-dire  que  l’on  trans- 
porte dans  un  même  membre,  dans  le  premier  ordinairement,  tous 
les  termes  affectés  de  l’inconnue , et  dans  l’autre  membre  les  termes 
connus  ; 

3°  On  donne  pour  coefficient  unique  à l’inconnue  la  somme  algé- 
brique de  tous  ses  coefficients , ce  qui  réduit  le  premier  membre  à un 
seul  terme  (399)  ; 

4°  Enfin , on  divise  le  membre  tout  connu  par  le  coefficient  unique  de 
l'inconnue , et  on  a la  valeur  de  l’inconnue. 


i"  exemple.  6x  — 2 = 2x  + 6. 


Transposant  les  termes,  on  a 

6jc— 2x  = 6 + 2 ou  (6  — 2)x  = 8 , 

g 

ou  encore  4x=8,  d’où  *=-=2. 


2 -exemple.  y + j— 2 = 8— 

Chassant  les  dénominateurs,  on  a (4%  445) 

acdx+bdx — 26cd  = 86cd — bcx 


d’où 


Transposant , il  vient 

( [acd  + bd+  bc]x  — Sbcd  + 26 cd  — lObcd, 
10  bcd 


acd  + bd+  bc 


448.  D’après  ce  qui  précède,  on  voit  qu’une  équation  du  premier 

9 
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degré  à une  seule  inconnue  peut  toujours  se  ramener  à la  forme  géné- 
rale ax  = b,  d’où  on  tire  z=-,  a et  b étant  des  quantités  connues. 

449.  La  résolution  algébrique  d'un  problème  se  compose  de  3 par- 
ties : 

1*  La  mise  en  équation , qui  consiste  à traduire  en  langue  algébrique 
les  conditions  du  problème  considéré  comme  résolu.  Cela  se  réduit  &. 
indiquer,  au  moyen  des  signes  algébriques  (387 ),  les  opérations  qu’il 
faudrait  effectuer  sur  les  valeurs  des  inconnues,  si  l’on  voulait  s'assurer 
qu’elles  satisfont  aux  conditions  du  problème;  de  sorte  que,  pour  mettre 
un  problème  eu  équation  , il  suffit  d'indiquer  la  preuve. 

2°  La  résolution  de  l'équation , qui  consiste  à déterminer  la  valeur 
ou  les  valeurs  de  l’inconnue  ou  de  chacune  des  inconnues,  de  manière 
qu’il  n’entre  que  des  quantités  connues  dans  ces  valeurs  (447). 

3‘  La  vérification  ou  preuve , qui  consiste  à vérifier  si  les  valeurs  des 
Inconnues  satisfont  aux  conditions  du  problème  (437). 

430.  Distinguer  ces  trois  parties  dans  la  résolution  du  problème 
suivant,  qui  conduit  à une  équation  du  premier  degré  à une  seule  in- 
connue. 

Trouver  un  nombre  x,  dont  la  moitié,  plus  le  tiers,  plus  le  quart, 
plus  Zi5  Unités,  donnent  448  pour  somme. 

1“  Mise  en  équation  : 

^ x+  ^x+^x  + 45  = 448; 


2°  Résolution  de  l'équation  (447)  : 

Chassant  les  dénominateurs , on  a 

62  + 4z  + 3z  + 12  x 45  = 12  x 448, 


OU 


132  = 5376-540=4836,  d’où  z=^  = 372; 

lu 


3“  Vérification  : 


ou 


372  , 372  , 372  , ....... 

"2"  + X + X + 45  ~ * 


186+  124+93  + 45  = 448. 


Le  premier  membre  étant  égal  au  second,  372  est  bien  la  solution  du 
problème. 
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ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ  A PLUSIEURS  INCONNUES. 

4SI.  Lorsqu'une  équation  renferme  plusieurs  inconnues,  elle  admet 
une  infinité  de  solutions.  En  effet,  donnant  des  valeurs  arbitraires  à 
toutes  les  inconnues,  moins  une,  la  résolution  de  l’équation  donne  pour 
cette  dernière  inconnue  une  valeur  correspondante  qui , avec  les  va- 
leurs supposées  des  autres  inconnues , forment  une  solution  ; et  l'on 
conçoit  que,  pouvant  varier  à l’infini  les  valeurs  arbitraires,  on  aura 
ainsi  une  infinité  de  solutions. 

4o2.  Il  faut  en  général  autant  d'équations  que  d inconnues  pour  que 
le  système  de  ces  inconnues  soit  complètement  déterminé . 

433.  Lorsque  le  nombre  des  équations  surpasse  d’un  nombre  quel- 
conque m celui  des  inconnues,  le  système  d'équations  proposé  n’a  de 
solution  qu'autant  que  l'on  peut  satisfaire  à m équations  de  condition 
entre  les  nombres  et  les  constantes  qui  entrent  dans  ce  système. 

434.  On  appelle  système  .d équations  l’ensemble  des  équations  des- 
quelles on  part  pour  déterminer  les  inconnues.  Ainsi,  un  système  com- 
prend autant  d’équations  qu’il  y a d’inconnues  (452).  Un  système  d’é- 
quations est  le  résultat  de  la  mise  en  équation  d’un  problème  (1°,  449). 

433.  Éliminer  une  inconnue  entre  m équations,  c’est  déduire  du  sys- 
tème de  ces  équations  un  système  de  m—  1 équations  ne  contenant  pas 
cette  inconnue. 

Quelle  que  soit  la  méthode  que  l’on  emploie  pour  résoudre  un  sys- 
tème de  plusieurs  équations,  on  procède  toujours  par  élimination 
(456). 

433.  Nous  distinguerons  trois  méthodes  distinctes  pour  résoudre  un 
système  de  deux  équations  du  premier  degré  à deux  inconnues  : 

1°  La  méthode  par  substitution,  qui  consiste,  étant  donné  un  sys- 
tème de  deux  équations  du  premier  degré  entre  deux  inconnues  x et  y , 
à tirer  de  l’une  quelconque  des  équations  la  valeur  d’une  des  in- 
connues en  fonction  del’autre,  par  exemple,  la  valeur  de  y en  fonction 
de  x [44 7)  ; à substituer  cette  valeur  de  y dans  l'autre  équation,  ce  qui 
donne  une  équation  du  premier  degré  qui  ne  renferme  que  l’incon- 
nue x,  et  dont  la  solution  est  la  valeur  de  x.  Cette  valeur  de  x,  substi- 
tuée dans  l’expression  précédente  de  y en  fonction  de  x,  fait  con- 
naître y. 

Soit  le  système  ( ï + y~ *? 

( x —y—d. 

De  la  deuxième  équation,  tirant  y en  fonction  de  x,  on  a 

y—x—c'.  (1) 

Substituant  cette  valeur  de  y dans  la  première  équation,  il  vient 
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d'où 


x + x — d=c, 

. i , . c+d 

2x—c-\-c',  ou  x—  — - — . 


Substituant  cette  valeur  de  x dans  l’équatioç  (1),  on  a 

c+c’  , c + c’ — Zd  c—d 

y=_ cv  — — = — • 


Pour  c=12  et  c'= 6,  on  a donc 


12  + 6 
2 


9, 


et 


12-6  , 
y=— Tf—  =3- 


Faisant  la  vérification , on  a bien 


z + y ou  9 + 3=12, 
et  x—y  ou  9—3=  6. 

2'  La  méthode  par  comparaison . Elle  consiste  à tirer  la  valeur  de  la 
môme  inconnue,  dey  par  exemple,  en  fonction  de  l'autre  Inconnue  x,  des 
deux  équations  ; à égaler  les  deux  valeurs  de  y,  ce  qui  donne  une  équa- 
tion, laquelle  ne  renfermant  plus  que  x,  en  donne  la  valeur  (M7).  Cette 
valeur,  substituée  dans  l’une  des  valeurs  précédentes  de  y,  permet  de 
déterminer  y,  que  l’on  peut  du  reste  encore  trouver  en  opérant  comme 
pour  x. 

Des  deux  équations  j x + V — c » 

I x—y=d, 

on  tire  respectivement 

y = c — x et  y —x — c'.  (2) 

Égalant  ces  deux  valeurs  de  y,  on  a 

• ,,  . c+c' 

c — x—x—c,  doù  x=  — ^ — . 

Substituant  cette  valeur  de  x dans  l’une  des  équations  (2),  on  a 


3°  La  méthode  de  réduction  ou  par  addition  ou  soustraction.  Elle  Con- 
siste à faire  en  sorte  qu’une  des  inconnues  ait  le  môme  coefficient  dans 
les  deux  équations,  ce  qui  se  fait  en  multipliant  ou  en  divisant  tous  les 
termes  d’une  des  équations  par  une  quantité  convenable.  Ajoutant  ou 
retranchant  membre  à membre  les  deux  équations  renfermant  l’in- 
connue qui  a le  même  coefficient,  suivant  que  cette  inconnue  a (les 
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signes  contraires  ou  le  même  signe  dans  les  deux  équations , on  obtient 
une  nouvelle  équation  qui  ne  renferme  que  l'autre  inconnue,  et  de  la- 
quelle on  peut  en  tirer  la  valeur.  On  détermine  ensuite  la  valeur  de 
la  première  inconnue  en  opérant  comme  pour  la  précédente. 


1 "exemple.  J CJ 

Considérant  l’inconnue  y,  on  voit  qu’elle  a le  môme  coefficient  dans  les 
deux  équations;  comme  elle  a des  signes  contraires  dans  ces  équations, 
on  ia  fait  disparaître  en  ajoutant  membre  à membre  les  deux  équations, 
ce  qui  donne 

2x=c  + c’,  d’où  i = 


Considérant  de  même  l’inconnue  x,  on  voit  qu’elle  a aussi  le  même 
coefficient  dans  les  deux  équations;  et,  comme  elle  a le  même  signe,  on 
la  fait  disparaître  en  retranchant  membre  à membre  les  deux  équations, 
ce  qui  donne 


2y=c— c",  d’où  y = C-y~- 


2* 


exemple . | 


ax+  y =c, 

a'x — b'y—d. 


w 

(2) 


Considérant  l’inconnue  y,  on  voit  que  pour  lui  donner  le  même  coef- 
ficient dans  les  deux  équations,  il  faut  multiplier  les  termes  de  l’équa- 
tion (1)  par  le  coefficient  b‘  de  y dans  la  seconde  équation , ce  qui  donne 


ab'x  + b'y=cb‘.  (3) 

Ajoutant  (2)  et  (3),  on  a 

(a'  + ab1)  x=cb'+  d,  d’où  x = -*>'  + c' 

a +ab 

Considérant  de  même  l’inconnue  x,  on  voit  que  pour  lui  donner  le 
même  coefficient  dans  les  deux  équations  proposées,  il  faut  multiplier  les 
termes  de  la  première  équation  par  le  coefficient  a' de  x dans  la  seconde, 
et  ceux  de  la  deuxième  par  le  coefficient  a de  x dans  la  première , ce 
qui  donne 

aa'x  + a'y  = ca',  (4) 

aa'x — ab'y—ac'.  (5) 

Retranchant  (5)  de  (4),  on  a 

ytfl'  + aè^ca'-ac',  d’où  y= 

a + ab 

437.  Ce  qui  précède  fait  voir  que  tout  système  de  deux  équations  du 
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premier  degré  & une  seule  inconnue  peut  se  ramener  à ls  forme  géné- 
rale (448). 

ax  + by  = c, 
a'x  + b'y=c'. 

d’où  l'on  tire 

cV — bc'  „ ad — ca' 

y- 


ab' — ba' 


et 


ab' — ba' 


438.  Problème  conduisant  à un  système  de  deux  équations  du  pre- 
mier degré  à une  seule  inconnue , 

On  a des  pièces  de  2 francs  et  de  5 francs;  il  s’agit  de  payer  26  francs 
avec  1 0 de  ces  pièces  ; quels  sont  les  nombres  x et  y que  l’on  doit  donner 
de  chacune  de  ces  pièces  1 


1‘  en  équation  (449)  j 2^+5xyt?G 


francs. 


3*  La  vérification  donne  bien 


2*  Résolvant  par  l’une  quelconque  des  trois  méthodes  du  n*  458 , on 
trouve 

x=8  et  y=2. 

x + y ou  8 + 2 = 10  pièces. 
2r+5y  ou  16  + 10  =26  francs. 

489.  Pour  résoudre  trois  équations  du  premier  degré  à trois  incon- 
nues, les  suivantes,  par  exemple,  auxquelles  on  peut  toujours  ramener 
an  système  quelconque  de  trois  équations  du  premier  degré  à trois  in- 
connues, 

ax  + by  + cz  — d,  (1) 

a'x  + b' y + c'z  = d',  (2) 

a"x+  b"y+  d'z  = d",  (3) 

à l’aide  de  l’une  des  trois  méthodes  du  n*  466  on  élimine  une  des  in- 
connues, z par  exemple, 

1°  Entre  les  équations  (1)  et  (2),  ce  qui  donne 

( ac * — ca’]x  + (bc’ — cb')y  = dc' — ci' i (4) 

2*  Entre  les  équations  (2)  et  (8),  ce  qui  donne 

(a'c" — da")x  + (b'd' — c’b")y — d'd’ — c'd".  (5) 

On  obtient  ainsi  les  deux  équations  du  premier  degré  à deux  incon- 
nues (4)  et  (5),  entre  lesquelles,  éliminant  y,  on  obtient 

- db'c"—  dc'b"  + rd'h"  ~ b,Vc"  + Md"  ~ cb'A" 

X ~ abc" — ad  b"  + ca'b " — ba'd'  + bc'a" — cb’a"’ 

Effectuant  des  calcule  analogues  pour  éliminer  x et  z,  on  trouve 
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_ ad'c" — ar'd"  4-  ca'd" — da'c"  + de' a" — edaf' 
y ~~  ab’c" — ae’b"  + ca'b" — ba'd'  -f-  bc'a" — cb'af 

Éliminant  de  même  x et  y , on  obtient 

_ ab'd" — ad’b"  4-  da’b" — ba'd"  + bda" — db'a" 

2 ab'd'  — ae'b"  + ca’b"  — ba'ç"  + bc'a"  — cb'a"  * 

4CO.  Considérant  les  résultats  obtenus  aux  n“  448,  437  et  459,  on 
volt  : 

1°  (448)  Que  pour  une  équation  du  premier  degré  à une  seule  in- 
connue, les  nombres  de  termes  du  numérateur  et  du  dénominateur  de 
la  valeur  de  l’inconnue  peuvent  toujours  être  ramenés  à i. 

2°  (457)  Que  pour  deux  équations  à deux  inconnues , ces  nombres 
peuvent  être  ramenés  à 2 ou  1 x 2. 

3‘  (459)  Que  pour  trois  équations  à trois  Inconnues,  ces  nombres 
peuvent  être  ramenés  à 6 ou  1 x 2 x 3. 

Ces  nombres  seraient  24  oulx2x3x4  pour  quatre  équations  à 
quatre  inconnues  ; de  120  ou  Ix2x3x4x5  pour  cinq  équations  à 
cinq  inconnues,  et  ainsi  de  suite. 

461.  L’emploi  des  accents  dans  les  notations  des  coefficients  a donné 
lieu  à l'observation  d’une  loi  d’après  laquelle  on  peut  facilement  former 
les  numérateurs  et  les  dénominateurs  des  valeurs  des  inconnues. 

Considérant  d'abord  doux  équations  à deux  inconnues  (457)  : 

1°  Pour  obtenir  te  dénominateur  commun  aux.  deux  valeurs  des  incon- 
nues, on  forme  avec  les  lettres  a et  b,  qui  désignent  les  coefficients  de  x 
et  y dans  la  première  équation  ax  + by  = c,  les  deux  permutations  a& 
et  ba;  on  sépare  ces  permutations  par  le  signe  — , ce  qui  donne  ab  — 
ba;  et  accentuant  la  dernière  lettre  de  chacun  des  termes,  on  obtient 
le  dénominateur  commun 

ab'  — ba'. 

2°  Pour  obtenir  le  numérateur  relatif  à chacune  des  inconnues,  on 
remplace,  dans  le  dénominateur,  les  lettres  qui  désignent  les  coeffi- 
cients de  l’Inconnue  considérée  par  les  lettres  qui  désignent  les  quan- 
tités toutes  connues,  en  laissant  les  accents  aux  mêmes  places.  Ainsi, 
pour  les  inconnues  x et  y,  le  dénominateur  ab' — ba‘  fournit  respective- 
ment les  numérateurs  cb' — bc'  et  ac’ — ca'. 

Considérant  le  cas  des  trois  équations  à trois  inconnues  (459)  : 

1*  Pour  obtenir  le  dénominateur  commun,  on  introduit  successive- 
ment la  lettre  c b droite , au  milieu  et  à gauche  de  chacune  des  permu- 
tations ab  et  ba;  cela  fournit  six  nouvelles  permutations,  que  l’on 
interpose  de  signes  alternativement  négatifs  et  positifs , ce  qui  donne 

abc — acb  + cab — bac  + bca — cba. 

Plaçant  dans  chacun  des  six  termes  de  ce  polynôme  un  accent  sur  la 
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seconde  lettre  et  deux  accents  sur  la  troisième , on  obtient  le  déno- 
minateur commun 

• ab'c" — ac'b"  -f  ca'b" — ba'c"  -f  bc'a " — cb'af'. 

2”  Pour  avoir  le  numérateur  de  chacune  des  valeurs  des  inconnues, 
on  substitue  dans  le  dénominateur  la  quantité  constante  au  coefficient 
de  l’inconnue  considérée,  en  laissant  les  accents  à leurs  places.  Ainsi, 
pour  obtenir,  par  exemple,  le  numérateur  de  la  valeur  de  x,  on  sub- 
stitue d à a,  ce  qui  donne 

db'c" — de' b"  + cd'b"—bd'<f  + bc'dT—cb'd". 


LIVRE  III. 

PnlHueea  et  racines  des  quantité*  algébrique*. 


CALCUL  DES  RADICAUX  CARRÉS. 

462.  Les  puissances  et  les.  racines  ont  en  Algèbre  les  mêmes  signifi- 
cations qu’en  arithmétique  (82  et  226). 

463.  Puisqu’en  formant  le  carré  de  la  racine  carrée  d’une  quantité 
on  doit  retrouver  cette  quantité , il  résulte , d'après  le  n*  £03,  que  pour 
extraire  la  racine  carrée  d'un  monome,  il  suffit  d’extraire  la  racine 
carrée  du  coefficient,  et  de  diviser  par  deux  chacun  des  exposants  : 


0}6a*6!c®  = 6a‘6r*. 

464.  De  cette  règle , il  résulte  qu’un  monome  n’est  un  carré  par- 
fait, et  qu’on  ne  peut  en  extraire  la  racine  carrée,  qu’ autant  que  son 
coefficient  est  un  carré  parfait  (238),  et  que  ses  exposants  sont  des  nom- 
bres pairs. 

463.  Dams  les  calculs,  il  peut  arriver  que  l’on  ait  à extraire  la  racine 
carrée  d’un  monome  qui  n’est  pas  un  carré  parfait;  alors  on  ne  fait 
qu’indiquer  l’opération.  Ainsi , ayant  à extraire  la  racine  carrée  du  mo- 
nôme 35a‘£,  on  écrit  simplement 

V/35oï6. 

Ces  sortes  d’expressions  sont  appelées  monomes  irrationnels  (388),  ou 
simplement  radicaux  carrés. 
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466.  La  racine  camée  du  produit  de  deux  ou  <f  un  nombre  quelconque 
de  facteurs  est  égale  au  produit  des  racines  camées  de  ces  facteurs  (266). 

^360*6*?  = y/36  ~x\J a-  x tJtÂ  x y/c*.. 

467.  De  là  11  résulte  que  pour  simplifier  un  monome  imationnel  (465), 

11  suffit  de  mettre  en  facteur,  devant  le  radical,  le  produit  des  racines 
carrées  de  tous  les  facteurs  qui  sont  des  carrés  parfaits  (c'est  ce  que 
l'on  appelle  faire  sortir  ces  facteurs  du  radical),  et  à laisser  sous  le 
radical  les  facteurs  qui  ne  sont  pas  des  carrés  parfaits.  Ainsi 

V'36a’65cJ  = 6a  y' 65c*,  et  ^8a6‘e’  = 26*  y^2ac5. 

Dans  les  seconds  membres  de  ces  égalités  les  quantités  6 a et  26* 
s’appellent  les  coefficients  du  radical. 

468.  Le  carré  d’une  quantité,  positive  ou  négative,  étant  toujours 
positif  (403),  il  en  résulte  qu’un  monome  positif  a deux  racines  carrées 
égales  et  de  signes  contraires.  Ainsi 

\fWb*  = ± 2 aJ6. 

469.  Le  carré  d’une  quantité  quelconque  étant  positif  (403),  il  en 

résulte  que  l’extraction  de  la  racine  carrée  d’une  quantité  négative  est 
impossible.  Ainsi  „ ' 

\J  — 16  = 4 V — 1,  — 40*5*  ==  2a*6  sJ  — 1,  ^ — 3a 4*  = 6 y/lla  ^ — 1 

sont  des  symboles  algébriques  qui  représentent  des  opérations  impos- 
sibles. On  les  désigne  sous  le  nom  de  quantités  ou  plutôt  d'expressions 
imaginaires.  Ce  sont  des  symboles  d’absurdité,  auxquels  conduit  sou- 
vent la  résolution  des  problèmes  du  second  degré. 

La  forme  générale  d'une  quantité  imaginaire  est  a — 1 , dans  la- 
quelle a est  une  quantité  réelle. 

Toute  racine  imaginaire  d'une  équation  du  second  degré  peut  se 
mettre  sous  la  forme  a ± 6 \j  — 1,  dans  laquelle  a et  6 sont  des  quan- 
tités réelles  (488). 

470.  Deux  radicaux  sont  semblables  lorsqu’ils  ne  diffèrent  que  par 
les  coefficients  des  radicaux  (467).  Tels  sont  : 

3Va6s,  (c  + d)  V'aè’,  2(c+  2 d)  \Jad. 

471.  Pour  combiner  par  voie  d'addition  ou  de  soustraction  des  ra- 
dicaux, semblables,  on  effectue  ces  opérations  sur  les  coefficients  des 
radicaux,  et  on  affecte  le  radical  proposé  du  résultat  obtenu  considéré 
comme  coefficient.  Ainsi 

3 \Jaî?  + (c  4-  d)  y/âï?  = (3  + c + d)  sftîb*, 

3 y/  o65  — {c  4 ■ d)  yaô*  = (3  — c — d)  V ab *. 
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479.  Si  le » radicaux  n'étaient  pas  semblables,  on  ne  ferait  qu’indi- 
quer les  opérations.  Ainsi,  en  ajoutant  y'a  et  3 \Jb,  on  obtient 

^a  -f-  3 ^ b • 

En  retranchant  la  deuxième  quantité  de  la  première,  on  a 
^ a — 3 y 'b* 

473.  Pour  multiplier  un  radical  du  second  degré  par  un  attire,  on 

multiplie  entre  elles  les  quantités  placées  sous  les  signes  y , et  on 
affecte  le  produit  de  ce  signe  commun,  auquel  on  donne  pour  coefficient 
le  produit  des  coefficients  des  radicaux  proposés.  Ainsi 

y£  X \-b  = sjab,  3 yba*b  x — 5y/ôè  — — 15  \ôa'b,t 
Sy  3«  + 6*  x 5c y 3a  + b*  — 10cy(3a  + 6*;*  = 10c(3a  4-  6*). 

Il  est  évident  que  si  les  radicaux  sont  semblables,  comme  dans  ce 
dernier  exemple,  le  produit  des  radicaux  s'obtient  en  supprimant  le 
signe  y/  , et  en  multipliant  la  quantité  qui  était  sous  ce  signe  par  le 
produit  des  coefficients  des  radicaux  proposés. 

474.  Pour  diviser  l'un  par  l' nuire  deux  radicaux  du  second  degré, 

on  divise  l’une  par  l’autre  les  quantités  placées  sous  le  signe  \ , et 

on  affecte  le  quotient  de  ce  signe  commun,  auquel  on  donne  pour 
coefficient  le  quotient  des  coefficients  des  radicaux  proposés.  Ainsi 


y/cî  _ jâ  5 a \H>  _ 5 a fb  I2ac\^6bc 

“ V r 26^  - 25  Y "Uc  v26r 


3a  y3 c. 


473.  Pour  faire  sortir  du  radical  les  facteurs  qui  sont  des  carrés 
parfaits,  il  suffit  de  les  supprimer  sous  le  radical , et  d’écrire  leurs  ra- 
cines carrées  comme  facteurs  du  coefficient  du  radical  (467).  Ainsi 

V^3a’6*c  = ab*</ïîc,  8d\/aib,ci  =^6bc,d^at. 


476.  Pour  faire  passer  sous  le  radical  un  facteur  du  coefficient , il 
suffit  de  le  supprimer  au  coefficient,  et  de  multiplier  la  quantité  placée 
sous  le  signe  y Par  son  carré.  Ainsi 

3y^a=y9 a,  a \1>  — \fa'b, 
tiasjb  + c = U\J a“(6  + c)=  yÏ6a*(6  + c). 

477.  De  la  composition  du  carré  d’un  polynôme  quelconque  (422),  il 
résulte  que  pour  extraire  la  racine  carrée  d'un  polynôme  il  faut, 
comme  dans  l’exemple  suivant,  l’ordonner  par  rapport  aux  puissances 
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croissantes  ou  décroissantes  de  la  même  lettre;  extraire  la  racine 
carrée  du  premier  terme  à gauche  4a”,  ce  qui  donne  le  premier  terme 
2a’  de  la  racine;  supprimer  le  premier  terme  du  polynôme,  et  diviser  le 
premier  terme  28a5  du  reste  par  le  double  4 a’  du  premier  terme  de  la 
racine,  ce  qui  donne  le  second  terme  7a*  de  la  racine;  retrancher  du 
premier  reste  le  double  produit  28a5  du  premier  terme  de  la  racine  par 
le  second,  et  le  carré  49av  du  second;  diviser  le  premier  terme  12a*  du 
second  reste  par  le  double  du  premier  terme  de  la  racine,  ce  qui  donne 
le  troisième  terme  3 de  cette  racine;  retrancher  du  second  reste  les 
doubles  produits  12a*  et  42a»  du  premier  et  du  second  termes  de  la  ra- 
cine par  le  troisième,  et  le  carré  9 du  troisième  terme  ; diviser  le  pre- 
mier terme  du  troisième  reste  obtenu  par  le  double  du  premier  terme 
de  la  racine,  ce  qui  donne  le  quatrième  terme  de  cette  racine,  et  ainsi 
de  suite. 

Ayant,  par  exemple,  à extraire  la  racine  carrée  du  polynôme 
Û9a‘  + 12a*  + 9 + Zi  a*  + Zi2a*  + 28a5,  pour  effectuer  les  calculs  indiqués 
dans  la  règle  précédente , on  dispose  les  opérations  comme  il  suit  : 


carré  . . 4as-t-28a5+49a*+12a,+42a!-t-9 

— 4a* 

2a5 -f  7a’+3  racine. 

4a3 + 7 a* 
+ 7a»  j 

4a5 + 14a» +3 
3 

i"reste.  . . . 28a5+49a‘  + 12a’-f  42a»+9 

— 28a5 — 49  a‘ 

28a5 + 49a 4 

12a5 + 42a* +9 

2*  reste 12a* + 42a* +9 

—12a3— 42a*— 9 
3*  reste 0 

La  racine  obtenue  peut  indifféremment  être  affectée  du  signe  plus  ou 
du  signe  moins  (468). 


PUISSANCES  ET  RACINES  QUELCONQUES  DES  QUANTITÉS  ALGÉBRIQUES. 

478.  Pour  extraire  la  racine  quelconque  mim*  d’un  monome,  il  faut 
extraire  la  racine  mim • du  coefficient,  et  diviser  par  m l’exposant  de 
chaque  lettre  (404).  Ainsi 

\76ÜâW—Uai)\  V32o,0Z>,=2 a*b. 

479.  Cette  règle,  appliquée  dans  sa  plus  grande  généralité,  conduit 
à la  notation  des  exposants  fractionnaires  positifs  et  même  négatifs , 
imaginée  par  Descartes,  et  l'une  des  plus  expressives  de  l'algèbre  (271). 

* i « i m 

y'a* =a*,  v32a,6Bc=2a*6,c®,  yam=an. 

480.  Ayant  à diviser  a*  par  a»,  il  faut  retrancher  l’exposant  du  divi- 
seur de  celui  du  dividende  (424  et  425).  Ainsi 
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Quand  m =n  on  a 

a" 

— ou  1 = a"-m=a°. 

am 


Ce  qui  montre  qu'une  quantité  quelconque  élevée  à la  puissance  0 
donne  1. 

Lorsqu’on  a m < n , cette  division  conduit  à un  exposant  négatif. 
Ainsi  : 


a ' 

an+r 


Comme  on  a aussi 


g"  _ l 
— ar’ 


on  a donc 


L’expression  a~*  est  donc  le  symbole  d’une  division  qui  n'a  pu  s'effec- 
tuer; et  sa  vraie  valeur  est  le  quotient  de  l’unité  divisée  par  la  même 
quantités  affectée  de  l'exposant  p pris  positivement.  Ainsi 

, 1 . . 1 
as  a* 


481.  De  la  combinaison  d’une  extraction  de  racine  et  d’une  division 
impossibles,  de  quantités  monomes,  il  résulte  une  autre  notation,  c’est 
l'exposant  fractionnaire  négatif. 

\ 

De  ce  que  — =a-®,  il  résulte  que  l’on  a 

(«8) 


483.  Ainsi , en  résumant  ce  qui  précède  (479,  480,  481),  on  a 


485.  Les  opérations  sur  les  exposants  fractionnaires  positifs  et  né- 
gatifs s'effectuent  comme  pour  les  exposants  entiers  et  comme  pour 
Cexposant  2 en  particulier.  Les  exemples  suivants  font  voir  la  manière 
d’opérer  dans  les  différents  cas  : 


> _i  » » il  !_« 

a*6  ’c-1  x a'b'c*  = a * 6*  ’ ; 
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• * _ i * _ /il  1,8  17 

2“  a3  la  * = as  . ' " = a1  + * =a'*» 

* 3 _1  7 £ _i 

as6‘  : a *6«=a,06  »; 

3®  Pour  élever  un  monome  affecté  d'exposants  quelconques  à une 
puissance  quelconque , il  faut  multiplier  l’exposant  de  chaque  lettre  par 
l’exposant  de  la  puissance.  Ainsi  : 


(o*)*  = a6,  (a*6»)T  = a‘*6“f 


4*  Pour  extraire  une  racine  quelconque  dun  monome,  on  divise 
l'exposant  de  chaque  lettre  par  l'indice  de  la  racine.  Ainsi  : 

Va* --  a , \alb*  = abs. 


FORMULE  DD  BINOME  DE  NEWTON. 


484.  Par  la  multiplication  (408),  on  trouve 

(x  + a)'—x  +a, 

( x -»■  a)3=sx*  + 2az  + a*, 

(i+a)1=i5+  3az’  -f  3a ’i  + a\ 

(x  4-  a)*=x*  + Uax*  -f  ùa3x3  + luPx  4-  a*, 
et  ainsi  de  suite. 

Newton  a trouvé  que  toutes  ces  puissances  étaient  représentées  par 
la  formule  générale 

(x  + af'—xT  + mox— 1 + a»  j— » + ^ ~ ^ y ^ asx— > +... 


4- 


m(m  l)(m— 2) ....  [w-(n-<)j 
1 X 2 x 3 X ....  x n 


4-  mam-'x  + a". 


C’est  ce  que  l’on  peut  vérifier  en  effet,  en  donnant  à m dans  cette 

formule  une  quelconque  des  valeurs  numériques  i,  2,  3. 

L’expression  générale  du  (n4-l)*  terme  permet  de  calculer  un 
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terme  d’un  rang  quelconque  sans  avoir  les  autres;  il  suffit  de  remplacer 
dans  cette  expression  m et  n par  leurs  valeurs.  Ainsi  le  (n  + l)*  = 4* 
terme  de  la  valeur  de  (a  + x)m—s  est 

fl,^=Bx4x3  flSl,= 

1x2  x n 1x2x3 


USAGE  DES  LOGARITHMES  POUR  LES  CALCCLS  ALGEBRIQUES. 

483.  Ce  qui  a été  dit  en  arithmétique  relativement  aux  logarithmes 
peut  se  répéter  ici  (373).  Les  exemples  suivants  résument  l’usage  que 
l’on  peut  faire  des  logarithmes  pour  abréger  les  calculs  arithmétiques 
auxquels  conduisent  les  opérations  algébriques  : 

1°  Log  (aéc)'=  loga  + logfe  + loge  ; 

2*  Log  = loga  + logé— loge—  logd; 

3“  Log(a’"6BC,)=mloga  + nlog6  + plogcî 

û"  Log  ^ = loga  + ni  logé — «loge ; 

5*  Log(a’ — 6*) = log  [(a  + é)(a— é)]  = log  (a  + 6)  + log  (a— 6)  ; 


6“  Log  yV — b')=l  l0S  (a  + b)  + ’ log  (a — b)  ; 

7“  Log  (a*  Va5)  = loga’  + log yas  = 31oga  + ^ loga=  loga; 


(421) 


8”  Log  v(as— fc3)m  = - log[(a— 6Xai4-aè  + 6,)]= log  (a— 6)  + 
— log  (a*  + a6  + fcs); 


9”  Log  rÛ  - I log(a  + 6)  + 5 iog  (a  — b)  — 2 log  (a  + b) 


(a  + b)'  2 

s log  (a — b) — jhog(a+fc). 
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LIVRE  IV. 


Equations  du  second  degré. 


ÉQUATIONS  DU  SECOND  DEGHK  A UNE  SEULE  INCONNUE. 

480.  On  distingue  deux  espèces  d’équations  du  second  degré  à une 
seule  inconnue  ; 

1”  Les  équations  incomplètes,  qui  ne  renferment  que  des  termes  af- 
fectés du  carré  de  l’inconnue  et  des  termes  tous  connus,  relies  sont 

3*’=5,  4x»-7=2*’  + 9,  + = 

qui  reviennent,  en  opérant  comme  au  n’  447,  à 
3x!=5,  Sx*  = 16,  18xs=79. 

Ce  qui  fait  voir  que  les  équations  incomplètes  du  second  degré  peu- 
vent toujours  se  ramener  à la  forme 

ax*=4. 

C’est  pourquoi  on  leur  donne  le  nom  d 'équations  à deux  termes; 

2°  Les  équations  complètes,  qui  renferment  non-seulement  le  carré, 
mais  aussi  la  première  puissance  de  l’inconnue.  Telles  sont 

Sxs  7x = 34,  txx-  + jX  + 3— 8 + g x, 

qui  reviennent,  en  opérant  d’une  manière  analogue  à ce  qui  a été  fait 
n*  447,  à , 


Ce  qui  fait  voir  que  toutes  les  équations  complètes  du  second  degré 
peuvent  se  ramener  à la  forme 

xi+px=q. 

C’est  pourquoi  on  leur  donne  le  nom  d'équations  à trois  termes. 

487.  Pour  résoudre  une  équation  incomplète  du  second  degré,  ou  la 
ramène  à la  forme 
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az!  = 6,  d’où  l’on  tire  x*=  puis  i=±yl  (468) 

Ainsi  l’inconnue  x a deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  que 
l’on  obtient  en  extrayant  la  racine  carrée  d'une  quantité  connue.  C’est 
ce  qui  a fait  donner  le  nom  de  racine  d’une  équation  du  second  degré, 
et  en  général  d’une  équation  d'un  degré  quelconque  à une  inconnue, 
à chacune  des  solutions  de  cette  équation. 

488.  Pour  résoudre  une  équation  complète  du  second  degré,  on  la 
ramène  à la  forme 

x'  + px—q.  (486) 

Remarquant  alors  que  **  + px  se  compose  des  deux  premières  parties 
du  carré  x'  + px  + de  x + | (416),  ajoutant  la  troisième  partie-^  aux 
deux  membres  de  l’équation  précédente,  on  a 


P! 

x*  + pz  + ^ ou 


Extrayant  la  racine  carrée  des  deux  membres  de  cette  équation,  U 
vient 


d’où  l’on  tire 


Ce  qui  fait  voir  que  la  valeur  de  r inconnue  x est  égale  à la  moitié  du 
coefficient  p du  second  terme,  pris  avec  un  signe  contraire,  plus  ou 
moins  la  racine  carrée  du  carré  de  la  moitié  de  ce  coefficient  suivi  de 
la  quantité  toute  connue  q. 

Ainsi  l’équation  a deux  racines,  c’est-à-dire  donne  deux  valeurs 
pour  x (487) 


Lorsque  la  quantité  placée  sous  le  radical  est  positive,  sa  racine 
carrée  est  un  nombre  réel,  et  les  valeurs  de  x sont  aussi  réelles. 

Quand  la  quantité  placée  sous  le  radical  est  nulle,  les  deux  valeurs 

de  x sont  égales  chacune  à — |. 


Si  la  quantité  sous  le  radical  est  négative,  sa  racine  carrée  est  imagi- 
naire et  par  suite  aussi  les  valeurs  de  x (469). 

489.  Faisant  la  somme  des  racines  de  l’équation,  on  a 
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Ainsi  la  somme  des  racines  est  égale  au  coefficient  p du  second 
terme,  pris  avec  un  signe  contraire  (401). 

De  plus,  ayant  (421) 

(_e+v®T7) 

le  produit  des  racines  est  donc  égal  à la  quantité  toute  connue  prise 
arec  un  signe  contraire. 

Ces  valeurs  do  la  somme  et  du  produit  des  racines  d’une  équation  du 
second  degré  fournisent  deux  moyens  très-simples  pour  vérifier  l’exac- 
titude de  ces  racines  (490). 

490.  Équations  du  second  degré  à résoudre, 

1"  exemple,  jj  z*—  ^ x+  ? =8—  | x— x*+ 

H 

» 

Cette  équation  se  ramène  (2°,  n°  486)  à 


45  2 . 45  360  , , 

Ayant  4—  jj  =—  ^ , et  4 x — =—  on  en  conclut  que  ces 

racines  sont  exactes  (489). 


2*  exemple.  6x* — 37x= — 57. 


Cette  équation  revient  4 


Les  calculs  sont  exacts,  puisque  — + 3=  — , et  x 3 = — . 

3*  exemple,  ha* — 2x'4-2ax=18a6 — 186*. 

Cette  équation  se  ramène,  en  changeant  les  signes,  à 
x* — ax  — 2 a’ — 9a6  + 9 6*  ; 
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( 1 + V/r'f2r'î—  9a6  + 96*  = 2«  — 36 

d’où  ' Y ! 

I — \/  /î~  +2(i* — 9a6  + 96*  = — a + 3 6. 

On  passe  à ces  dernières  valeurs  de  x en  remarquant  que  la  quantité 

9 

sous  les  radicaux  est  égale  à ^ a*— 9a6-f  96\  c’est-à-dire  au  carré  de 
? a— 36  (416). 

Les  racines  trouvées  sont  exactes,  puisque  l’on  a 2a— 36  — a+86  = a, 
et  (2a — 36)  (—  a + 36}  = — 2a*  + 9a  6 — 96*  (608) . 


ÉQUATIONS  DU  SECOND  DEGRÉ  A PLUSIEURS  INCONNUES. 

* 

491.  Résolution  d'un  système  de  deux  équations  à deux  inconnues, 
dont  l'une  ou  toutes  tes  deux  sont  du  second  degré. 

1”  Si  l'une  déliés  est  du  premier  degré,  on  en  tire  la  valeur  d’une 
des  inconnues  en  fonction  de  l’autre,  et,  substituant  cette  valeur  dans 
l’autre  .équation , celle-ci  devient  du  second  degré  à une  seule  inconnue; 
on  en  tire  Ja  valeur  de  cette  inconnue,  et  cette  valeur,  substituée  dans 
la  première  équation,  permet  d’obtenir  la  valeur  de  l’autrç  inconnue. 
Ainsi  ayant 

ax+by  = 1s  et  xy=p, 
de  la  première  équation  on  tire  (667) 

2* — ax 


Substituant  cette  valeur  de  y dans  la  deuxième  équation , on  a 


2.v — ax  a . 

x x — , — ou  — T x*  + x=z  p . 

o h b 

d’où  l’on  tire,  en  chassant  les  dénominateurs,  changeant  les  signes  et 
divisant  par  a , 

, 2i-  bp 

i*—  — x — c. 


et  par  suite  (688) 
x 


S ,t  Pd  bp  S . 1 r-r — 

c=  - ±\/  -r = - ± \(.v-  — abv. 

a y a u a a 

Substituant  cette  valeur  de  x dam»  la  première  des  équations  proposées 
on  en  tire 

y~î*y**-abp. 
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/ 

Le  système,  comme  on  le  voit,  est  susceptible  de  deux  solutions  di- 
rectes, car  on  a évidemment  s>  y (î* — abp;  mais  pour  qu’elles  soient 
réelles,  il  faut  que  l’on  ait  sl>abp  ou  s*— abp. 

Pour  a — b — 1,  les  équations  proposées  deviennent  x+y  = 2a-,  xy—p, 
et  les  valeurs  de  x et  de  y se  réduisent  à 

x=s±  — p et  y=  y/.?5 — p. 


Ce  qui  fait  voir  qu’alors  les  deux  valeurs  de  y sont  égales  à celles  de  x 
prises  dans  un  ordre  inverse,  c’est-à-dire  que  si  s + ys'—p  est  la 
valeur  de  x,  s — y s* — p sei-a  la  valeur  coirespondante  de  y,  et  récipro- 
quement. 

2*  Quand  une  des  équations  est  du  premier  degré  par  rapport  à 
rune  des  inconnues  seulement,  on  en  tire  la  valeur  de  cette  inconnue, 
et,  substituant  cette  valeur  dans  l’autre  équation,  on  obtient  une  équa- 
tion du  troisième  degré.  Ainsi  ayant 

axl  + by  = ,is  et  xy=p. 


de  la  première  équation  on  tire 

. 2 s ox* 

y~  b V 


Substituant  dans  la  deuxième  équation , on  a 


ou,  en  chassant  les  dénominateurs  et  changeant  les  signes, 
ax* — 2jx= — bp. 

3°  L'élimination  d'une  des  inconnues  entre  deux  équations  complètes 
du  second  degré  à deux  inconnues  conduit  à une  équation  du  quatrième 
degré. 

Considérant  le  système  d’équations  complètes  du  second  degré 

ayi  -f  bxy  + ex*  + dy  +/x  + g — 0, 
a’y'  -f  b’xy  + c’x*  + d'y  +fx  + g'—0, 

ordonnons  par  rapport  à x,  ce  qui  donne 

cxs  + (by  +f)x  + ayt  + dy+g= 0, 
c'x’  -f  (b'y +/")£  + a' y*  + d'y  + y' = 0 . 

Si  les  coefficients  de  x*  étaient  les  mêmes  dans  ces  deux  équations, 
on  obtiendrait,  en  retranchant  ces  deux  équations  l’une  de  l’autre,  une 
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équation  du  premier  degré  en  x , qui  pourrait  être  substituée  à l’une  des 
équations  proposées  ; de  cette  équation  l’on  tirerait  la  valeur  de  x en 
fonction  de  y,  et  reportant  cette  valeur  dans  l’une  des  équations  propo- 
sées on  parviendrait  à une  équation  qui  ne  renfermerait  plus  que  l’in- 
connue y (3°,  n°  456). 

Or,  si  l’on  multiplie  chaque  terme  de  la  première  équation  par  d,  et 
ceux  de  la  seconde  par  c,  il  vient 

, cc'x*  + (6y  +/)  c’a;  + (ay‘  + dy  + g)c'  = 0, 
ce' x'  + (b' y +f)cx  + (à  y*  + d'y  + y)  c = 0 . 

Soustrayant  l’une  de  l’autre  ces  équations,  dans  lesquelles  z*  a le 
même  coefficient,  on  trouve 

[(6c — cb^y  + Je' — cf]x+  ( ac ' — ca'Jy’  -f  (de' — cd1) y -f  gc' — cg'= 0, 
équation  qui  donne 

— (ca' — ac') -V'  -f  (cd1 — de') y +cg' — gc' 

(bc' — cb')y  +Jc' — cf 

Cette  expression  de  x , substituée  dans  l’une  des  équations  proposées, 
donnerait  une  équation  finale  en  y. 

Sans  effectuer  cette  substitution,  qui  conduirait  à un  résultat  très- 
compliqué,  il  est  facile  de  reconnaître  que  l’équation  en  y serait  du 
quatrième  degré. 

ÉQUATIONS  TRINOMES  OU  BICARRÉES. 

492.  Il  est  une  classe  d'équations  du  quatriime  degré  dont  on  peut 
ramener  la  résolution  à celle  d'une  équation  du  second  degré  à une 
seule  inconnue  (488).  Ce  sont  les  équations  de  la  forme 

z*  +pxi=q. 

On  les  appelle  équations  trinômes  ou  bicarrées , parce  qu’elles  ne 
contiennent  que  trois  espèces  de  termes  : des  termes  en  x1',  des  termes 
en  z5,  et  des  termes  tous  connus. 

Pour  résoudre  une  telle  équation,  on  faitx5  — y,  ce  qui  ramène 
l’équation  à 

y*+py  = q,  d’où  y = — £ ± + 9-  (488) 

Mais  l’équation  z*=y  donne  x=±\y;  (487) 

donc  ± y/—  2 ± + 9 
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Ce  qui  fait  voir  que  l’inconnue  a quatre  valeurs,  égales  deux  à deux  et 
de  signes  contraires. 

Résolvant,  comme  on  vient  de  l’indiquer,  l’équation 
x*— 25x*=— m, 

on  trouve 

y = X*=  16  et  y =**  = 9; 


d'où 


x=±U  et  x=  ±3, 


valeurs  qui  satisfont  bien  à i’équation  proposéo. 
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Définition*. 

a 

495.  Un  solide  ou  corps  est  une  portion  de  l'espace  terminée  do 
toutes  paris. 

494.  Une  surface  est  ce  qui  termine  un  corps. 

495.  Une  ligne  est  ce  qui  termine  une  surface. 

49(5.  Les  extrémités  d’une  ligne  sont  des  points. 

Remarque.  Un  corps  a trois  dimensions  : longueur,  largeur,  épais- 
seur; une  surface  n’en  a que  deux,  longueur  et  largeur;  la  ligne,  une, 
largeur  ; le  point  n’en  a aucune.  Les  surfaces,  les  lignes  et  les  points 
n'existent  pas  matériellement. 

497.  Les  solides,  les  surfaces  et  les  lignes  se  désignent  sous  le  nom 
commun  do  figures. 

490.  Deux  figures  coïncident  quand  elles  se  confondent  dans  tous 
leurs  points, 

499.  Deu \ figures  égales  sont  deux  figures  susceptibles  de  coïncider. 

i>00.  Deux  figures  équivalentes  sont  deux  figures  qui  ont  la  môme 
étendue. 

Remarque.  Deux  figures  égales  sont  toujours  équivalentes,  mais  deux 
figures  équivalentes  peuvent  ne  pas  être  égales. 

501.  Nous  avons  tous  l’idée  d’une  ligne  droite;  un  fil  très-fin  et  for- 
tement tendu  nous  en  offre  une  image. 

La  ligne  droite  est  le  plus  court  chemin  pour  aller  d’un  point  A à un 
autre  B. 

„ *’  On  ne  peut  tracer  qu’une  ligne  droite 

a ■ 'i  allant  d’un  point  A à un  autre  B,  et  deux 

droites  qui  ont  deux  points  communs  coïn- 
cident dans  toute  leur  étendue. 

502.  La  direction  d'une  ligne  droite  quelconque  AB  est  cette  ligne 
elle-même  prolongée  indéfiniment  au  delà  de  ses  extrémités  A et  B. 

803.  Sens  d’une  ligne.  Sur  une  même  droite,  et  en  général  sur  une 
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ligne  quelconque,  11  y a deux  sens  : ainsi  II  y a le  sens  AB  et  le  sens  BA, 
fi g.  1.  Un  mobile  suivant  la  ligne  finie  ou  indéfinie  AB,  on  dit  qu’il  va 
dans  te  sens  AB,  s’il  avance  du  même  côté  que  le  mobile  qui  part  de  A 
pour  aller  vers  B en  suivant  AB;  on  dit  qu’il  va  dans  le  sens  BA,  s’il 
avance  du  côté  opposé.  On  voit  que  le  sens  de  la  ligne  est  indiqué  par 
l’ordre  dans  lequel  on  désigne  deux  de  ses  points. 

804.  Une  ligne  brisée  est  une  ligne  composée  de  plusieurs  droites 
non  situées  dans  la  même  direction  (501). 

808.  Une  ligne  courbe  est  une  ligne  qui  n’est  droite  dans  aucune  * 
partie  de  son  étendue.  C’est  la  limite  vers  laquelle  tend  une  ligne  brisée 
dont  les  éléments  droits  deviennent  de  plus  en  plus  petits  (180). 

806.  Le  plan  est  une  surface  indéfinie , telle  que  si  l’on  prend  deux 
points  quelconques  sur  cette  surface  et  qu’on  les  joigne  par  une  droite, 
cette  ligne  sera  tout  entière  dans  la  surface. 

807.  On  peut  toujours  faire  passer  un  plan  : 1”  par  trois  points  non  en 
ligne  droite;  2°  par  deux  droites  dont  les  directions  se  rencontrent; 

3*  par  une  droite  et  un  point  situé  hors  de  la  droite;  mais  on  n’en  peut 
faire  passer  qu'un.  Ainsi,  tout  autre  plan  qui  contiendrait,  soit  les 
trois  points,  soit  les  deux  droites,  soit  la  droite  et  le  point,  coïnciderait 
avec  le  premier. 

808.  L’intersection  d’une  droite  et  d’un  plan  est  un  seul  point 

L’intersection  de  deux  plans  est  une  ligne  droite,  qui  contient  tous  les 

points  communs  aux  deux  plans. 

809.  Une  figure  est  plane  lorsqu’elle  a tous  ses  points  dans  un  même 
plan. 

810.  Le  conlour  ou  périmètre  d’une  surface  plane  est  la  ligne  qui 
termine  la  surface  de  toutes  parts. 

811.  Une  surface  brisée  est  une  surface  composée  de  plusieurs  sur- 
faces planes  non  situées  dans  un  même  plan  (506). 

812.  Une  surface  courbe  est  une  surface  qui  n’est  plane  dans  aucune 
partie  de  son  étendue.  C’est  la  limite  vers  laquelle  tend  une  surface 
brisée  dont  les  éléments  plans  deviennent  de  plus  en  plus  petits  (505). 

813.  Le  lieu  des  positions  de3  points  jouissant  d’une  propriété  dont 
ne  jouissent  pas  tous  les  autres  points  est  un  lieu  géométrique  (531). 

814.  La  géométrie  est  la  science  des  figures  (497). 

818.  La  géométrie  plane  est  la  partie  de  la  géométrie  relative  aux 
figures  planes.  La  géométrie  de  P espace  est  celle  où  l’on  traite  des 
figures  dont  tous  les  points  ne  sont  pas  situés  dans  un  même  plan. 
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De  la  ligne  droite. 


151(5.  Deux  droites  AB  et  AC  qui  ont  une  extrémité  commune  et  des 
directions  différentes  forment  une  figure  appelée  angle. 
Ces  droites  AB  et  AC  sont  les  côtés  de  l'angle.  Le  point  de 
rencontre  A des  côtés  est  le  sommet  de  l'angle. 

La  grandeur  d’un  angle  est  indépendante  de  celle  de 
ses  côtés.  On  se  fera  une  idée  très-nette  de  l’angle  et  de  sa 
grandeur,  en  supposant  que  les  côtés,  d’abord  appliqués 
l’un  sur  l’autre,  s’écartenten  tournant  autour  dusommet  A 
comme  les  deux  branches  d'un  compas  que  l’on  ouvre;  l’angle , d’abord 
nul , prend  une  valeur  qui  augmente  avec  l’écartement  des  côtés. 

On  désigne  un  angle  par  la  lettre  de  son  sommet;  ainsi  on  dira 
Yangle  A.  Mais  quand  il  y a plusieurs  angles  qui  ont  même  sommet,  on 
évite  la  confusion  en  désignant  l’angle  par  les  trois  lettres  BAC  ou  CAB 
de  ses  côtés,  en  ayant  soin  de  placer  celle  du  sommet  au  milieu. 

1517.  Deux  angles  BAC,  CAD  sont  adjacents,  lorsque,  ayant  le 
même  sommet  A , et  un  côté  commun  AC,  ils  sont 
extérieurs  l’un  à l’autre. 

15 1 8.  Deux  angles  sont  opposés  au  sommet,  quand 
chacun  d'eux  est  formé  par  les  prolongements  des 
côtés  de  l’autre.  Tels  sont  (fig.  U)  les  angles 

AOC  et  BOD,  AOD  et  BOC. 

1519.  Deux  angles  opposés  au  sommet  sont  égaux  (6 99). 

Fig.  «■ 


Fig.  3. 
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Kig.  5. 
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320.  Une  droite  est  perpendiculaire  à unp  autre , lorque  la  pre- 
mière fait  avec  la  seconde,  et  d’un  même  côté 
de  celle-ci,  deux  angles  adjacents  égaux  entre 
eux.  Ainsi , en  supposant  AOG  = BOC,  CD  est  per- 
pendiculaire à AB  ; et  il  en  résulte  que  AB  est 
aussi  perpendiculaire,  à CD. 

Une  droite  est  oblique  sur  une  autre , quand 
la  première  fait  avec  la  seconde,  et  d’un  môme 
côté  de  celle-ci , deux  angles  adjacents  inégaux.  Telle  est  CD  par  rap- 
port à AB,  et  AB  par  rapport  à CD  {fig.  li). 

32  t.  Une  droite  est  verticale  lorsque  sa  direction  est  celle  du  fil  à 
plomb  (502). 

Toute  droite  perpendiculaire  à la  verticale  est  dite  horizontale. 

322.  On  nomme  angle  droit  chacun  des  deux  angles  adjacents  égaux 
A OC,  BOC  formés  par  une  droite  OC  perpendiculaire  à une  autre  AB 
Lfig-  5). 

325.  Tous  les  angles  droits  sont  égaux  entre  eux  (fig.  5)- 

324.  Tout  angle  BOD  ( Jig . U),  plus  petit  qu’un  angle  droit,  est  un 
angle  aigu , 

Tout  angle  AODiyîÿ.û),  plus  grand  qu'un  angledroit,  est  un  angle  obtus. 

323.  Deux  angles  sont  complémentaires  ou  compléments  l’un  de 
l’autre,  quand  leur  somme  est  égale  à un  angle  droit  : tels  sont  IJig.  3) 
les  angles  BAC  et  CAD,  en  supposant  leur  somme  BAD  égalo  à un  droit. 

326.  Deux  angles  sont  supplémentaires  ou  suppléments  l’un  de 
l’autre,  lorsque  leur  sommo  est  égale  à deux  angles  droits  : tels  sont  les 
deux  angles  AOD,  BOD  {Jig.  4). 

327.  La  somme  de  tous  les  angles  adjacents  consécutifs  AOB,  BOB', 
BOB",  B OA’,  formés  autour  d’un  point  O,  du 
môme  côté  d’une  droite  AA',  est  égale  à deux 
droits. 

En  effet,  une  perpendiculaire  menée  au 
point  O à AA'  déterminerait  deux  angles  droits 
dont  la  somme  serait  égale  à AOB  + BOB’  + 
BOB"  + B"OA'. 


Fig.  6. 


\ 

1 


/ 


328.  La  somme  de 
Fig.  7. 

«■  y' 


tous  les  angles  adjacents  consécutifs  AOB, 
BOB'...,  formés  autour  d’un  point  O,  par 
un  nombre  quelconque  de  droites  qui  par- 
tent de  ce  point , est  égale  à û droits. 

329.  Elever  une  perqiendiculaire  OC  à une 
droite  AB  {Jig.  5),  c’est  mener  une  perpendi- 
culaire à cette  droite  par  un  point  O pris  sur 
la  droite. 

Abaisser  une  perpendiculaire  CO  à une 
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droite  AB  {.fi g.  5',  c’est  mener  une  perpendiculaire  à cette  droite  par 
un  point  C pris  hors  de  la  droite. 

330.  Lorsque  d’un  point  A,  situé  hors  d'une  droite  BC,  on  abaisse  une 
perpendiculaire  AD  et  différentes  obliques  AE , 
Aï’,  AG  : 1°  la  perpendiculaire  AD  est  plus  courte 
que  toute  oblique  ; 2“  deux  obliques  AE,  AF  dont 
les  pieds  s’écartent  également  du  pied  de  la 
perpendiculaire  sont  égales  ; 3°  de  deux  obliques 
AE,  AG,  celle  AE  dont  le  pied  s’écarte  le  moins 
de  la  perpendiculaire  est  la  plus  courte.  Les  réci- 
proques sont  vraies. 

La  perpendiculaire  AD  étant  le  plus  court  chemin  du  point  A à la 
droite , elle  est  la  distance  du  point  A à la  droite. 

1531.  Ixi  perpendiculaire  CD  sur  le  milieu  (Y une  droite  AB  est  le  lieu 
géométrique  des  points  situés  à égale  distance  des 
extrémités  de  cette  droite  (513).  C’est-à-dire  qu’un 
point  quelconque  C,  pris  sur  CD,  donne  AC  = BC, 
et  que  pour  un  point  quelconque  E,  pris  hors  de 
CD,  on  a AE  > BE  ou  AE  < BE  selon  que  le  point  E est 
à droite  ou  à gauche  de  CD. 

1532.  La  bissectrice  (Yun  angle  est  la  droite  qui  le 
divise  en  deux  parties  égales. 

353.  La  bissectrice  AD  d'un  angle  BAC  est  le  lieu  géométrique  des 
points  situés  dans  Y angle  à égale  distance  des  côtés 
(513).  C’est-à-dire  que  si  d’un  point  quelconque  E 
pris  sur  AD  on  abaisse  les  perpendiculaires  EF,  EG 
sur  les  côtés,  ces  perpendiculaires  seront  égales; 
au  lieu  que  H étant  hors  de  AD,  on  a la  per- 
pendiculaire HF  plus  grande  que  la  perpendicu- 
laire HL 


334.  Deux  lignes  droites  AB  et  CD  sont  parallèles  lorsque,  étant  si- 
tuées dans  un  même  plan , leurs  directions  ne  se 
rencontrent  pas  (502). 

15315.  Par  un  point  A,  situé  hors  d’une  droite  CD, 
on  peut  mener  une  parallèle  à cette  droite; 
mais  on  n’en  peut  mener  qu’une. 

336.  Lorsque  deux  droites  AB,  CD,  parallèles 
ou  non  parallèles,  situées  dans  un  même  plan,  sont 
coupées  par  une  troisième  EF  (Jig.  11),  on  nomme  : 
1’  Angle  intérieur  ou  interne,  chacun  des  quatre  angles  formés  entre 
les  deux  premières  droites  : tels  sont  les  angles  AGI!,  BGH,  C1IG,  DHG. 

2"  Angle  extérieur  ou  externe,  chacun  des  quatre  angles  formés  en 
dehors  de  ces  mêmes  droites  : tels  sont  les  angles  AGE,  BGE,  CH  F,  DHF. 
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5”  Angles  altcmes-inlemcs,  deux  angles  formés  de  côtés  différents 
de  la  sécante,  Intérieurs  et  non  adjacents  : tels  sont  AGII  et  DHG,  BGH 
et  CHG. 

4°  Angles  internes-extemes  ou  correspondants,  deux  angles,  l’un  in- 
térieur et  l’autre  extérieur,  formés  d’un  môme  côté  de  la  sécante  et  non 
adjacents  : tels  sont  AGH  et  CHF,  BGH  et  DHF,  CHG  et  AGE,  DHG  et  BGE. 

5°  Angles  allemes-externes,  deux  angles  formés  de  côtés  différents 
de  la  sécante , extérieurs  et  non  adjacents  : tels  sont  AGE  et  DHF,  BGE 
et  CHF. 

837.  Lorsque  les  deux  droites  AB,  CD  sont  parallèles  (fig.  11)  : 

1”  La  somme  de  deux  angles  intérieurs  situés  d’un  même  côté  de  la 
sécante  est  égale  à deux  angles  droits  ; et,  réciproquement , si  la  somme 
de  deux  angles  intérieurs  situés  d’un  môme  côté  de  la  sécante  est 
égale  à deux  droits,  les  droites  sont  parallèles. 

2”  La  somme  de  deux  angles  extérieurs  situés  d’un  même  côté  de  la 
sécante  est  égale  à deux  angles  droits,  et  réciproquement. 

3”  Deux  angles  quelconques  de  môme  nom , altemes-internes,  cor- 
respondants, ou  alternes-externes,  sont  égaux  : et,  réciproquement,  si 
deux  angles  quelconques  de  même  nom  sont  égaux , les  droites  sont 
parallèles. 

858.  Deux  droites  AB,  A'B’  perpendiculaires  à une  troisième  CD  sont 
parallèles  entre  elles  (520  et  534). 

830.  Toute  droite  CX)  perpendiculaire  à l'une  AB 
de  deux  parallèles  l'est  à P autre  A'B'. 

La  portion  de  cette  perpendiculaire  interceptée 
entre  les  deux  parallèles  est  constante,  c’est-à-dire 
que  deux  parallèles  sont  partout  également  dis- 
tantes. 

De  plus,  les  parallèles  comprises  entre  deux  droites  parallèles  sont 
égales. 


340.  Les  deux  droites  AB  et  A'B'  étant  parallèles  entre  elles  (fig.  t3), 


Fig.  13.  Fig.  14. 


toute  droite  EF  parallèle  à l’une 
l’est  à l’autre. 

841.  Deux  angles  qui  ont  les 
côtés  perpendiculaires  chacun 
à chacun  sont  égaux  ou  supplé- 
mentaires (526).  OA  étant  per- 
pendiculaire à OC  et  OB  à OD, 
on  a AOB=COD  ou  EOF,  et 
AOB  est  le  supplément  de  DOE 
ou  COF. 


Remarque,  on  aurait  des  cas  analogues  si  les  angles  n’avaient  pas 
le  môme  sommet 
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542.  Deux  angles  qui  ont  les  côtés  parallèles  chacun  à chacun  sont 
égaux  ou  supplémentaires.  AB  étant  parallèle  à DE 
F>g-  *5-  et  BC  à EK,  on  a ABC  = DEF  ou  D'EF',  et  ABC  est 


supplémentaire  de  DEF'  ou  D'EF. 

Les  deux  angles  sont  égaux  lorsque  leurs  côtés 
sont  respectivement  dirigés  dans  le  même  sens; 
ils  sont  supplémentaires  quand  leurs  côtés  sont 
dirigés  deux  dans  le  même  sens  et  deux  en  sens 
contraire. 


LIVRE  II. 

U ligne  brisée  et  lea  polygone». 


343.  Un  polygone  est  une  surface  plane  terminée  par  une  ligne 
brisée  (504,  509)  : telle  est  la  surface  ABCDE. 

Fig-  ,6-  Chacune  des  droites  AB,  BC...,  qui  composent  le 

contour  d’un  polygone,  est  un  côté  du  polygone. 
Chacun  des  angles  EAB,  ABC...,  formés  par  deux 
c côtés  consécutifs  d’un  polygone,  est  un  angle  du 
polygone. 

Toute  droite  telle  que  AC,  qui  joint  deux  som- 
mets non  consécutifs  d’un  polygone, est  une  diago- 
nale. 

• 344.  Le  polygone  de  trois  côtés  s’appelle  triangle;  celui  de  quatre 

côtés,  quadrilatère;  celui’ de  cinq,  pentagone; de  six,  hexagone;  de  sept, 
heptagone;  de  huit,  octogone;  de  neuf,  ennéagone ; de  dix,  décagoiie; 
de  onze,  endécagone  ; de  douze,  dodécagone  ; de  quinze,  pentédéca- 
gone;  de  vingt,  icosigone. 

343.  Un  triangle  ABC  est  rectangle  lorsqu’un  de  ses  angles  est 
droit  (522). 

F*g- ,7-  L'hypoténuse  d’un  triangle  rectangle  est  le  côté 

AC  opposé  à l’angle  droit  B. 

346.  Un  triangle  est  ohtusangle  lorsqu’un  de 
ses  angles  est  obtus  (624). 

Un  triangle  est  acutangle  lorsque  tous  ses  an- 
gles sont  aigus  (524). 
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B47. 


Un  triangle.  ABC  est  isocèle  lorsque  deux  de  ses  côtés  AB  et  AC 
sont  égaux  entre  eux. 

Remarque.  Dans  un  triangle  isocèle  les  angles 
B et  C opposés  aux  côtés  égaux  sont  égaux  ; et,  réci- 
proquement, si  dans  un  triangle  deux  angles  B et  C 
sont  égaux , les  côtés  AC  et  AB  opposés  aux  angles 
• égaux  sont  égaux,  c’est-à-dire  que  le  triangle  est 
isocèle. 

1148.  Un  triangle  est  équilatéral  quand  ses  trois 
côtés  sont  égaux  entre  eux. 


Retnarque.  Dans  un  triangle  équilatéral  les  angles  sont  égaux  entre 
ea\;  et,  réciproquement , si  les  trois  angles  sont  égaux,  le  triangle  est 
équilatéral. 

o49.  Dans  tout  triangle  ABC,  un  côté  quelconque  AC  est  plus  petit 
que  la  somme  AB  + BC  des  deux  autres,  et  plus 
grand  que  leur  différence  AB  — BC  (501). 

BiîO.  De  deux  côtés  AB  et  AC  d’un  triangle  ABC 
( Jig . 19),  celui-là  est  le  plus  petit  qui  est  opposé  à 
un  plus  petit  angle;  et,  réciproquement,  le  côté  AB 
étant  plus  petit  que  le  côté  AC,  l’angle  Cest  plus 
petit  que  l’angle  B. 


Fig.  19. 


A 


B C 


iîlîi.  La  base  d'un  triangle  est  indifféremment  un  côté  quelconque. 

Dans  le  triangle  isocèle  ( Jig . 18),  on  prend  par- 
Fig.  *o.  ticulièrement  pour  base  le  côté  BC  qu’on  ne  sup- 
pose pas  égal  aux  deux  autres. 

Le  sommet  d'un  triangle  est  le  sommet  de  l’angle 
opposé  au  côté  pris  pour  base. 

La  hauteur  d'un  triangle  est  la  perpendiculaire 
abaissée  du  sommet  sur  la  base. 

Ainsi , ayant  pris  BC  pour  base  {.fi g-  20),  le  sommet  est  A et  la  hau- 
teur est  la  perpendiculaire  AD. 


B82.  Un  parallélogramme  est  un  quadrilatère  dont  les  côtés  opposés 
sont  parallèles  : tel  est  ABCD. 

Dans  un  parallélogramme  les  côtés  opposés  sont 
égaux  ainsi  que  les  angles  opposés. 

Pour  qu’un  quadrilatère  soit  un  parallélo- 
gramme, 11  suffit  que  deux  côtés  opposés  soient 
égaux  et  parallèles.  C’est  aussi  un  parallélogramme 
quand  les  côtés  opposés  sont  égaux  chacun  à chacun,  ou  encore  quand 
les  angles  opposés  sont  égaux  chacun  à chacun. 

Biî.V  La  base  d'un  parallélogramme  est  indifféremment  un  côté 


Fig.  u. 


quelconque. 
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Z, 


A 


La  hauteur  d’un  parallélogramme  est  la  distance  delà  base  au  côté 
opposé. 

Ainsi,  ayant  pris  AB  pour  base  (Jig.  21),  la  hauteur  est  la  perpendi- 
culaire EF  interceptée  entre  cette  base  et  le  côté  parallèle  DC  ,539). 
iîiî4.  Un  trapèze  est  un  quadrilatère  dont  deux  côtés  seulement  sont 
Fig.  îi.  parallèles  : tel  est  ABCD. 

d y,  ç Les  bases  d'un,  trapèze  sont  les  deux  côtés  pa- 
rallèles AB,  DC. 

La  hauteur  d'un  trapèze  est  la  distance  EF  des 
deux  bases  (539). 

iS315.  Un  trapèze  rectangle  est  celui  dont  un  des  côtés  non  paral- 
lèles est  perpendiculaire  aux  bases. 

BBC.  Un  rectangle  est  un  quadrilatère  ABCD  dont  les  angles  sont  droits. 

Remarque.  Tout  rectangle  est  un  parallélo- 
gramme (552). 

ouï.  La  base,  d'un  rectangle  est  un  côté  quel- 
conque . 

La  hauteur  (Tune  rectangle  est  l’un  quelconque 
des  côtés  adjacents  à la  base  (553  et  632). 
i»o8.  Un  losange  est  un  quadrilatère  ABCD  dont  les  côtés  sont 
égaux. 

Remarque.  Un  losange  est  un  parallélogramme 
(552). 

La  base  d’un  losange  est  un  quelconque  de  ses 
côtés  (553). 

La  hauteur  d'un  losange  est  la  distance  de  sa  base 
au  côté  opposé. 


Fis.  Î3. 


BUî).  Un  carré  est  un  quadrilatère  ABCD  dont  les  angles  sont  droits 
et  les  côtés  égaux. 

Remarque.  Un  carré  est  à la  fols  un  parallélogramme, 
un  rectangle  et  un  losange  (552,  556,  558).  Sa  base  est 
un  quelconque  de  ses  côtés  ; le  côté  adjacent  à la  base 
est  la  hauteur,  qui  est  toujours  égale  à la  base. 


Fl*.  «. 

D, , C 


B GO.  Un  polygone  est  êquiangle  lorsque  tous  ses  an- 
gles sont  égaux  entre  eux.  Tels  sont,  par  exemple,  le  triangle  équila- 
téral et  le  rectangle  (558,  556). 


B61.  Un  polygone  est  équilatéral  lorsque  tous  ses  côtés  sont  égaux 
entre  eux.  Tels  sont,  par  exemple,  le  triangle  équilatéral  et  le  losange 
5/i8,  558). 

Remarque.  Un  polygone  peut  être  à la  fois  êquiangle  et  équilatéral  : 
comme,  par  exemple,  le  triangle  équilatéral  et  le  carré  (559). 
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i>Oî.  Une  ligne  brisée  ou  une  ligne  courbe  (504,  505)  est  dite  convexe, 

lorsqu’elle  est  située  tout 
entière  du  môme  côté  de 
la  direction  de  chacun  de 
ses  éléments  rectilignes 
finis  (Jig.  26)  ou  infini- 
ment petits  ( Jig.  27). 

Une  ligne  droite  ne  peut 
rencontrer  une  ligne  con- 
vexe en  plus  de  deux 
points. 

Un  polygone  et  en  général  une  surface  plane  quelconque  est  con- 
vexe lorsqu’il  est  terminé  par  une  ligne  convexe. 

863.  Tout  angle  formé  par  l’un  des  deux  côtés  consécutifs  d’un 
polygone  et  le  prolongement  de  l’autre  est  un 
angle  extérieur  au  polygone.  Tel  est  l’angle 
DCH,  formé  par  le  côté  CD  et  le  prolongement 
CH  du  côté  adjacent  BC.  Il  en  est  de  même  des 
angles  EDI,  AEK...  (566). 


864.  Les  deux  angles  d’un  triangle,  non  adjacents  à un  angle 
extérieur  au  triangle,  s’appellent  angles  inté- 
rieurs opposés.  Tels  sont  les  angles  A et  C par 
rapport  à l’angle  extérieur  CBD  (566). 


868.  La  somme  des  angles  d'un  polygone  est  égale  à autant  de 
fois  deux  angles  droits  qu'il  y a de  côtés  moins  deux  dans  le  polygone. 
Ainsi , S étant  la  somme  des  angles  et  n le  nombre  des  côtés  d’un  poly- 
gone, on  a 

S = 2(n  — 2)  = (2n — û)  angles  droits. 

Pour  le  triangle,  n = 3;  donc 

S = 2(3  — 2)  = 6 — 4 = 2 angles  droits. 

Pour  le  quadrilatère,  n=  4,  d’où 

S = 2(4  — 2)  = 8— 4 = 4 angles  droits. 

Pour  le  pentagone,  n = 5,  et 

S = 2(5  — 2)  = 10  — 4 = 6 angles  droits. 


Fig.  29. 

C 


Fig.  *8. 


Fig.  27. 
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LIVBE  n.  — LA  LIGNE  BRISÉB  ET  LES  POLYGONES. 
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S — 2(6  — 2)  ==12  — li  — S angles  droits, 
et  ainsi  de  suite  pour  un  polygone  quelconque. 

Remarque.  La  somme  des  augles  d’un  triangle  étant  égale  à deux 
droits,  il  en  résulte  que  si  l’un  des  angles  est  droit  ou  obtus,  les  deux 
autres  sont  aigus. 

;}««.  L’angle  extérieur  CDD  (//y.  29)  d’un  triangle  est  égal  à la 
somme  des  deux  angles  intérieurs  opposés  A et  C,  et  par  conséquent 
plus  grand  que  chacun  d’eux. 

Lorsqu  on  prolonge  chacun  des  côtés  d’un  polygone  en  suivant  le 
contour  dans  le  même  sens  (Jig.  28),  la  somme  CBG  + OCH  + EDI  -f .... 
des  angles  extérieurs  formes  est  toujours  égale  à quatre  angles  droits. 

dG7.  Deux  triangles  quelconques  ABC,  ATC  sont  égaux,  ainsi  que 

leurs  parties,  angles  et  côtés  : 


Fig,  30. 
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1°  Lorsqu’ils  ont  un  angle  égal 
compris  entre  côtés  égaux  cha- 
cun à chacun  : A = A',  AB=A'B', 
AC=  A’C'; 

2’  Lorsqu’ils  ont  un  côté  égal 
adjacent  à des  angles  égaux  chacun  à chacun  : AB=A'B',  A=A',  B = B'; 
3*  Lorsqu'ils  ont  les  trois  côtés  égaux  chacun  à chacun. 
düB.  Deux  triangles  rectangles  ABC,  A'B’C'  sont  égaux  : 

1“  Lorsqu'ils  ont  l’hypoténuse 
égale  et  un  angle  aigu  égal  : 
BC=B'C',  B = B'; 

2°  Lorsqu’ils  ont  l’hypoténuse 
égale  et  un  autre  côté  égal  : 
BC^B'C',  AB=A'B’. 
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369.  Deux  parallélogrammes  sont  égaux  lorsqu’ils  ont  un  angle 
égal  compris  entre  côtés  égaux  chacun  à chacun  (652). 

670.  Dans  un  triangle  isocèle  (Jig.  18),  la  droite  A m,  menée  du 
sommet  au  milieu  de  la  base,  est  perpendiculaire  à cette  base  et  divise 
l’angle  du  sommet  en  deux  parties  égales. 

371.  Dans  tout  parallélogramme  les  diagonales  se  coupent  mutuelle- 

■ ment  en  deux  parties  égales;  réci- 
proquement , si  dans  un  quadrilatère 
les  diagonales  se  coupent  mutuelle- 
ment en  deux  parties  égales,  la  figure 
est  un  parallélogramme. 

Les  diagonales  d'un  rectangle  sont 
égales  entre  elles,  Jig.  32  (556). 

Les  diagonales  d'un  losange  sont  per- 
pendiculaires entre  elles,  fig.  33  (553). 


Fig,  33. 


Fig.  32. 
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TROISIEME  PARTIR.  — CÉOJIÉTRIE  PL  ARE. 
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U72.  Dans  tout  trapèze  : i"  la  droite  MN,  qui  joint  les  milieux  des 
côtés  opposés  non  parallèles,  est  parallèle  aux 

Fig.  a*.  , . . , v,  « , ....  ' AB+DC 

bases  et  égalé  à leur  demi-somme,  MN  = — ^ — * 

2"  la  droite  EF,  qui  joint  les  milieux  des  diagonales, 
se  confond  avec  MN,  et  elle  est  égale  à la  demi- 

difTérence  des  bases,  EF  = AB  . 

*•  R 

375.  Données  nécessaires  et  suffisantes  pour  construire  un  triangle. 
On  peut  construire  un  triangle  : 1*  quand  on  a deux  côtés  et  l’angle 
compris;  2”  quand  on  donne  uq  côté  et  deux  angles;  3“  quaud  ou  con- 
naît les  trois  côtés  ; k‘  quand  deux  côtés  et  l’angle  opposé  à l’un  d’eux 
sont  donnés  (567).  (Voir  Problèmes  de  géométrie.  ) 

37 \.  On  peut  construire  un  parallélogramme  quand  on  connaît  deux 
côtés  consécutifs  et  l’angle  qu’ils  comprennent  (569). 
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LIVRE  111. 

La  circonférence  et  le  cercle. 
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873.  Le  cercle  est  une  surface  plane  dans  laquelle  est  un  point  O, 
tel  que  toutes  les  droites  menées  de  ce  point  au 
contour  de  la  surface  sont  égales  entre  elles.  Ce 
point  est  le  centre  du  cercle.  Lo  contour  ou  péri- 
mètre du  cercle  s’appelle  mwiuférençc.  Toute 
droite  OA  menée  du  centre  à la  oirconférencp  se 
nomme  rayon. 

Ainsi  la  circonférence  est  le  lieu  géométrique 
des  points  situés  à une  distance  du  centre  égale 
au  rayon  (513). 

Deux  çercles  de  môme  rayon  sont  égaux , et  leurs  circonférences 
sont  égales. 

87tJ.  L’arc  est  une  partie  B/«C  de  la  circonférence. 

La  corde  ou  sous-tendante  d’un  arc  est  la  droite  BC  qui  joint  les 
extrémités  de  l’arc. 

Toute  çorde  BD  qui  passe  par  le  centre  est  un  diamètre. 

Tout  diamètre  est  double  du  rayon.  Comme  les  rayons  d’un  même 
cercle  sont  égaux  entre  eux , il  en  résulte  aussi  que  tous  les  diamètres 
sont  égaux. 


livre  III.  — LA  CIRCONFÉRENCE  ET  LE  CERCLE. 
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Toute  corde  lie  qui  ne  passe  pas  par  le  centro  est  moindre  que  le 
diamètre. 

d77.  Tout  angle  AOD  dont  le  sommet  est  au  centro  du  cercle  s ap- 
pelle angle  au  txntre. 

1>7».  Vu  angle  au  centre  cl  un' arc] sont  cafri-spondanls  l’un  à l'autre 
lorsque  1 angle  a pour  côtés  les  rayons  menés  aux  extrémités  de  l'are ■ 
Tels  sont  l’angle  AOD  et  l’arc  AI). 

i>7î).  La  partie  li/nC  de  cercle  comprime  entre  un  arc  et  sa  corde  BC 
se  pomme  segment  circulaire.  Cette  corde  est  la  basa  du  *egn\cnl. 

ABO.  La  partie  AOD  de  cercle  comprise  entre  un  arc  AD  et  les 
rayons  OA,  op  menés  à ses  extrémités  s’appelle  secteur  circulaire. 
L’arc  AD  est  la  base  du  secteur:  le  centre  du  cercle  en  est  le  so\nn\v(. 
tUM  ■ La  plus  grande  corde  que  l’on  peut  mener  par  le  point  ta,  pris 
dans  l’intérieur  tju  cercle,  est  le  diamètre  DD'  qui 
passe  par  ce  point;  et  la  plus  petite  est  la  corde 
AB  perpendiculaire  au  diamètre  DD'. 

iîlttt.  Tout  diamètre  DD',  perpendiculaire  à une 
corde  AB,  divise  cette  corde  et  chacun  des  arcs 
sous-tendus  en  deux  parties  égales  : mA  = »iB, 
DA  = DB  et  D'A  = D'B. 

1505.  Dans  un  même  cercle  ou  dans  deux  cercles  égaux  : 

1°  Deux  arcs  égaux  ADB»  A'D'B' 
sont  sous-tendus  par  des  cordes 
égales  AB,  A'B',  et  réciproque- 
ment. 

2"  De  deux  arcs,  le  plus  grand 
est  sous-tendu  par  la  plus  grande 
corde,  et  réciproquement 
3°  Deux  cordes  égales  AB,  A'B' 
sont  également  distantes  du  cen- 
tre, OD  = 0D'  ( fig.  38),  et  récipro- 
quement; 

U"  De  deux  cordes  AB,  AB1  [fig.  39), 
la  plus  grande  AB  est  la  moins  éloi- 
gnée du  centre,  OD  < OD',  et  réci- 
proquement. 

5°  A des  arcs  égaux  AD  B,  A’D'B'  [fig.  37)  correspondent  des  angles 
au  centre  C et  C' égaux,  et  réciproquement; 

8“  A un  plus  grand  arc  correspond  un  plus  grand  angle  au  contre, 
et  réciproquement; 

7“  Deux  cordes  égales  AB  et  A'B'  (fig.  37)  sont  les  bases  de  segments 
égaux,  et  réciproquement; 

8°  Deux  arcs  égaux  ADB  et  A'O  B ( fig,  37)  sont  les  bases  de  secteurs 
égaux,  et  réciproquement. 


Fig.  37. 


Fig.  39. 
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TROISIÈME  PARTIE.  — GÉOMÉTRIE  PLANE. 


884.  Une  droite  BC  est  inscrite  dans  un  cercle  (fi'j.  35)  lorsqu’elle 
a ses  extrémités  sur  la  circonférence. 

888.  L’angle  CBD  formé  par  deux  cordes  qui  se  rencontrent  sur  la 
circonférence  s'appelle  angle  inscrit  [fig.  35). 

880.  Un  angle  est  inscrit  dans  un  segment  lorsqu'il  a pour  côtés  les 
droites  menées  d’un  point  de  l’arc  du  segment  à ses  extrémités. 

887.  Un  segment  est  capable  d'un  certain  angle  lorsque  tout  angle 
inscrit  dans  le  segment  est  égal  à l’angle  proposé  (601). 

888.  Un  polygone  inscrit  est  celui  dont  tous  les  côtés  sont  inscrits 
dans  le  cercle.  On  dit  alors  que  le  cercle  est  circonscrit  au  polygone. 

889.  Lorsqu'une  droite  coupe  une  circonférence  en  deux  points,  elle 
prend  le  nom  de  sécante. 

1590.  Une  ligne  droite  AB  et  une  circonférence  O sont  tangentes 
lorsqu'elles  ont  un  seul  point  commun  m.  On  peut 
considérer  la  tangente  comme  la  position  limite 
d’une  sécante  dont  les  deux  points  d’intersection 
se  sont  rapprochés  de  plus  en  plus  jusqu’à  se 
confondre. 

La  perpendiculaire  AB  menée  à l’extrémité  du 
rayon  O est  tangente  à la  circonférence. 


Fig.  40. 
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Deux  circonférences  O et  O'  sont  tangentes  lorsqu'elles  ont  un 

seul  point  commun  m.  Elles 


Fig.  41. 


Fig.  lî. 


sont  tangentes  extérieure- 
ment ou  intérieurement,  se- 
lon qu'elles  sont  extérieures 
ouintérieuresruuc  à l’autre. 

Deux  circonférences  tan- 
gentes en  un  môme  point  à 
une  même  droite  sont  tan- 
gentes entre  elles. 

Le  point  commun  à une  tangente  et  à la  circonférence  (/iy.UO),  ou  à 
deux  circonférencestangentcs  {fig.  il  et  42),  s’appelle  point  décontact. 
892.  Deux  parallèles  interceptent  sur  la  circonférence  des  arcs 
égaux  ; cela  est  vrai  quand  les  parallèles  sont  deux 
cordes  AB,  CD,  ou  deux  tangentes  EF,  GH,  ou  en- 
core une  corde  et  une  tangente  Ail,  EF. 

néciproquemcnt,  deux  cordes,  deux  tangentes, 
ou  une  corde  et  une  tangente  qui  interceptent 
dos  arcs  égaux  sont  parallèles. 

898.  Un  polygone  est  circonscrit  à un  cercle 
lorsque  chacun  de  ses  côtés  est  tangent  à la  cir- 
conférence en  un  point  situé  entre  ses  extrémités. 
On  dit  alors  que  le  cercle  est  inscrit  dans  le  po- 
lygone. 


Fig.  43. 
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nO-î.  Une  droite  est  normale  ou  oblique  à une  circonférence  ou  à un 
arc  qu’elle  rencontre  en  un  point , selon  qn’elfeest  perpendiculaire  ou 
oblique  à la  tangente  menée  en  ce  point  à la  circonférence  ou  à Parc. 

iîOo.  Deux  cercles  cm  deux  circonférences  sont  concentriques  lors- 
qu'ils ont  même  centre. 

1590.  Lorsque  deux  cercles  non  concentriques  sont  dans  un  mémo 
plan,  la  droite  Indéfinie  menée  par  les  centres  dès  deux  cercles  se 
nomme  ligne  des  centres. 

i»97.  On  peut  toujours  trouver  un  point  également  distant  de  trois 
autres  non  en  ligne  droite , et  situé  dans  le  plan  do  ces  derniers.  Ce 
point  est  le  centre  de  la  circonférence  qui  passe  par  les  trois  points 
donnés  (Voir  Problèmes). 

Par  trois  points  non  en  ligne  droite  on  peut  toujours  fairo  passer  une 
circonférence;  mais  on  n'en  peut  fairo  passer  qu’une. 

Deux  circonférences  ne  peuvent  se  couper  en  plus  de  deux  points, 
«nn.  Lorsque  deux  circonférences  sont  tangentes  extérieurement 
(fi g.  il),  la  distance  des  centres  est  égale  à la  somme  des  rayons.  Si  les 
circonférences  sont  tangentes  intérieurement  {Jig.  û2),  la  distance 
des  centres  est  égale  à la  différence  des  rayons. 

La  ligne  des  centres  passe  par  le  point  de  contact. 

t>09.  Lorsque  deux  circonférences  n'ont  aucun  point  commun,  la 

distance  des  centres  est  plus 


Fig.  44. 


Fig.  45. 


Fig.  46. 


grande  que  la  somme  des 
rayons  ou  moindre  que  leur 
différence,  selon  que  les 
circonférences  sont  extérieu- 
res ou  intérieures  l’une  à 
l’autre. 

600.  Lorsque  deux  circonférences  se  coupent,  c’est-à-dire  sont  sé- 
cantes, la  ligne  des  centres  est  perpendicu- 
laire sur  le  milieu  de  la  droite  mp  qui 
joint  les  points  communs,  et  la  distance 
des  centres  est  plus  petite  que  la  somme 
des  rayons  et  est  plus  grande  que  leur  dif- 
férence. On  a 00'  < 0 m + O'm  et  00'  > 
Ont— 0'/n(549). 

Réciproquement,  quand  la  distance  des  centres  est  moindre  que  la 
somme  des  rayons  et  plus  grande  que  leur  différence,  les  circonfé- 
rences se  coupent.  , 

Lorsque  deux  circonférences  ont  un  point  commun  m hors  de  la  ligne 
des  centres,  elles  se  coupent  en  un  second  point  p situé  de  l’autre  côté 
de  la  ligne  des  centres,  sur  la  perpendiculaire  à cette  ligne  et  à la 
même  distance  que  le  premier. 
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001.  Tout  angle  inscrit  BCD  est  la  moitié  de  l’angle  au  centre  Bon 
correspondant  à l'arc  nn  compris  entre  ses  côtés. 

Tous  les  angles  inscrits  dans  un  même  segment 
sont  égaux. 

Tout  angle  CBD  inscrit  dans  un  demi-cercle  est 
un  angle  droit. 

L»  circonférence  décrite  sur  une  droite  comme 
diamètre  est  le  lieu  géométrique  des  sommets  de 
V _ -y  tous  les  atiglos  droits  dont  les  côtés  passent  aux  ex- 

trémités de  la  droite. 

Tout  angle  ACB  formé  par  une  tangente  AC  et  une  corde  CB  est 
moitié  de  l'angle  au  centre  COB  correspondant  à l’arc  BC  compris  entre 
ses  côtés  ; il  est  par  conséquent  égal  à tout  angle  inscrit  dans  le  seg- 
ment CDB  qui  a la  corde  CB  pour  base. 

«OU.  Dans  tout  quadrilatère  inscrit  les  angles  opposés  sont  supplé- 
mentaires, et  réciproquement. 

605.  Dans  tout  quadrilatère  circonscrit  la  somme  AB  + DC  de  deux 
côtés  opposés  est  égale  à la  somme  AD  +13C 
des  deux  autres,  et  réciproquement. 

«04.  Les  trois  bissectrices  des  angles  d’un 
triangle  se  coupent  en  un  même  point  O, 
qui  est  le  centre  du  cercle  inscrit  dans  le 
triangle  (Jig.  U9  ). 

Les  trois  bissectrices  des  angles  extérieurs 
du  triangle  se  rencontrent  deux  à deux  sur 
chacune  des  bissectrices  des  angles  inté- 
rieurs, et  cos  points  de  concours  sont  les 
centras  de  trois  cercles  tangents  chacun  à un 
côté  du  triangle  et  aux  prolongements  des 
deux  autres.  Ces  cercles  sont  dits  a conscrits 
au  triangle. 

«Oii.  Las  trois  perpendiculaires  élevées 
sur  les  milieux  des  côtés  d’un  triangle  se  cou- 
pent en  un  môme  point  0,  qui  est  le  centre 
du  cercle  circonscrit  ( fig.  50  ). 

«00.  Les  trois  médianes,  c’est-à-dire  les 
trois  droites  qui  joignent  les  sommets  d’un 
triangle  aux  milieux  des  côtés  opposés  se  ren- 
contrent eu  un  môme  point,  qui  est  le  centre 
de  gravité  du  triangle  (Voir  Mécanique). 


Fig.  49. 
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<>07.  Deux  longueur*  sont  dites  proportionnelles  à deux  mitres 
longueurs  lorsque  ieur  rapport  est  égal  à celui  des  deux  autres 
(379}. 

Les  longueurs  ayant  été  mesurées  au  moyen  de  la  même  unité,  on 
pent  substituer,  dans  les  rapports,  aux  lignes  elles-mêmes  les  nombres 
qui  les  mesurent,  et  effectuer  sur  ces  nombres  les  opérations  de  l’arith- 
métique. 

008.  Diviser  une  droite  en  moyenne  et  extrême  raison,  c’est  la  di- 
viser en  deux  parties,  dont  la  plus  grande  soit  moyenne  proportionnelle 
entre  la  ligne  entière  et  l’autre  partie  (288,  297  et  Problèmes). 

000.  Des  parallèles  AA',  BB',  CC'...  interceptent  sur  deux  sécantes 


cante  sont  égaux  entte  eux,  AD  = BC^  CD...,  ceux  de  l’autre  sécante 
sont  aussi  égaux  entre  eux,  A'B'  = B'C'  = CD'... 

CIO.  Toutes  les  lignes  OA,  OB,  OC...  Concourant  au  même  point  O 
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Leu  polygones  semhlublcM  et  la  me 


iglc». 


fcig.  SI- 


PQ,  BS  des  segments  propor- 

AD 

tionnels.  Ainsi  l’on  a 4^  = 
A B 


ne  cd 
B'C'  C'D'"" 


Ces  rapports  sbnt  atissi 

égaux  à celui  d’un  seg- 
A B 

ment  quelconque  AE  au  seg- 
ment correspondant  A’E’. 


Si  les  segments  d’une  sé- 


E<g.  »*, 


o 


coupent  deux  parallèles  AE,  A'E'  en  seg- 

AB 

ments  proportionnels.  Ainsi  on  a = 

A B 

RC  CD 

BC'“  CD'"’’  et  ces  rapriorts  sont  aussi 


• "Â  * c U.  e ’ ‘ 


que  AD  au  segment  correspondant  A'D'. 
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TROISIÈME  PARTIE.  — GÉOMÉTRIE  PUISE. 


Ci  l.  Deux  polygones  ABCDE,  A'B'C’D'E'  sont  semblables  lorsqu’ils  ont 

les  angles  égaux  chacun  à chacun  (A  ==  A', 

Fis;  53-  B = IV,  C = C’...),  et  les  côtés  homologues 

. /AB  BC  CD  \ 
proportionnels,  = ), 

et  que  ces  côtés  et  ces  angles  sont  dispo- 
sés dans  le  même  ordre. 

Dans  deux  polygones  semblables,  on 
nomme  : 1°  angles  homologues,  les  angles 
égaux  et  de  même  rang,  A et  A',  B et  B'...  ; 
2"  côtés  homologues,  les  côtés  adjacents  aux  angles  homologues , AB  et 
A'B’,  BC  et  B'C’...;  3“  sommets  homologues,  les  sommets  des  angles  ho- 
mologues, A et  A',  B et  B'...;  U°  diagonales  homologues,  celles  qui  joi- 
gnent des  sommets  homologues,  AC  et  A'C'...;  5“  triangles  homologues, 
ceux  qui  ont  des  sommets  homologues,  ABC  et  A’B'C',  ACD  et  A'C’D'. 

Le  rapport  constant  des  côtés  homologues  de  deux  polygones  sem- 
blables est  le  rapport  de  similitude  des  deux  figures  (610  et  663). 


012.  Toute  droite  DE  menée  dans  un  triangle  ABC,  parallèlement  à la 
base  : 1”  divise  les  côtés  en  parties  propor- 


Fig.  '>4. 


„ AD  DB  AB  . , . 

tionnelles,  et  réciproque- 

AL  tu  Au 

mont;  2”  elle  forme  avec  les  côtés  adja- 
cents un  triangle  ADE  semblable  au  pre- 
mier ABC. 


GIS.  Deux  triangles  ABC,  A'B'C'  sont  semblables  : 

V Quand  ils  ont  les  angles  égaux  chacun 
Pig.  55.  à chacun,  A=r  A',  B = B\  C=C\  L’égalité 

Av  av  de  deux  angles  entraînant  l’égalité  des 

V\  troisièmes,  il  en  résulte  que  deux  triangles 

\ \ sont  semblables  lorsqu’ils  ont  deux  angles 

V \ égaux  chacun  à chacun  ; 

c 2°  Lorsqu’ils  ont  les  côtés  proportion- 

AB  _ BC  _ CA 
nels,  A-B,  — B<c,  — C A;  1 


3°  Quand  ils  ont  un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels, 


A 


AC_ 

A'C'’ 
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W Quand  ils  ont  les  côtés  parallèles  [Jig.  55)  ou  perpendiculaires 
(Jig-  56)  chacun  à chacun  ; 

5°  Quand,  étant  rectangles,  ils  ont  l’hy- 
poténuse et  un  côté  de  l'angle  droit  pro- 
portionnels. 

Remarque^  1".  Dans  deux  triangles  sem- 
blables, les  côtés  homologues  sont  opposés 
aux  angles  égaux. 

Remarque  2*.  Dans  deux  triangles  qui 
ont  les  côtés  parallèles  ou  perpendicu- 
laires chacun  à chacun  (6"),  les  côtés  homologues  sont  parallèles  ou 
perpendiculaires  entre  eux. 

014.  Deux  parallélogrammes  sont  semblables  lorsqu’ils  ont  un  angle 
égal  compris  entre  côtés  proportionnels. 

Olo.  Deux  polygones  sont  semblables  {Jig.  53)  lorsqu’ils  sont  dé- 
composâmes en  un  même  nombre  de  triangles  semblables  chacun  à 
chacun  et  situés  de  la  même  manière,  et  réciproquement 

CIG.  Dans  deux  polygones  semblables,  les  périmètres  et  les  diago- 
nales homologues  sont  proportionnels  aux  côtés  homologues;  ainsi 
l’on  a (Jig.  53) 


AB  + BG  + CD  + DE  + EA  _ AC  _ AB 
A’B’  + B’C’  + C’D'  + D’E’  + E’A’  ~ A’C’  “ A "B” 


(611  et  653) 


017.  La  bissectrice  AI  de  l’angle  au  sommet  A d’un  triangle  partage 

la  base  BC  en  deux  segments  proportionnels 

Fis’57’  Bl  AB 

aux  côtés  adjacents,  — = —,  et  récipro- 

i-il  Avi 

quement. 

La  bissectrice  AI’  de  l’angle  extérieur 
“c  GAB  détermine  aussi  sur  le  côté  opposé 
des  segments  proportionnels  aux  côtés  ad- 
jacents,  — , = — = — et  réciproquement. 

018.  Lorsque  du  sommet  A de  l’angle  droit  d’un  triangle  rectangle 
ABC  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  l’hypoté- 
nuse : 1"  chaque  côté  de  l’angle  droit  est  moyenne 
proportionnelle  entre  l’hypoténuse  entière  et  le  seg- 
ment adjacent  à ce  côté  (283).  Ainsi  l’on  a 

bc:ab=ab;bd,  et  bc:ac=ac:cd; 


2“  la  perpendiculaire  est  moyenne  proportionnelle 
entre  les  deux  segments  de  l’hypoténuse. 


Fig.  58. 


bd:  ad  = ad:  cd. 


no 
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619.  Lorsque  d’un  point  A de  la  circonférence  on  abaisse  une  per- 
pendiculaire sur  un  diamètre  1)C,  et  que  l'on  mène  des  cordes  Alt,  AC 
aux  extrémités  de  ce  diamètre  (_//'/.  58)  : 1"  chaque  corde  est  moyenne 
proportionnelle  entre  le  diamètre  et  le  segment  adjacent  à cette  corde; 
T la  perpendiculaire  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  seg- 
ments du  diamètre  (mêmes  proportions  qu'au  numéro  précédent). 

(120.  Les  parties  de  deux  cordes  ltc,  UE  qui  se  coupent  dans  le  cercle 
sont  réciproquement  proportionnelles  (279):  on  a 

Alt  ; AD=  AE  : AC; 

d'où 

AB  X AC  ^ AD  X AE. 


Fig.  as. 
n — . h 

M"\ 
/ Ne 


CUt . Lorsque  d'un  point  pris  hors  d’un  cercle  on  mène  deux  sécantes 
AI),  AC  qui  se  terminent  à la  circonférence,  les  sé- 
cantes entières  sont  réciproquement  proportion- 
nelles à leurs  parties  extérieures  : on  a 


Fig.  6u. 


? 


d'où 


\ 

-V 


AB  : AC  = AD  : AE  ; 


AB  X AE  = AC  x AD. 


(122.  Lorsque  d'un  point  A pris  hors  d’un  cercle 
u on  mène  une  tangente  AF  et  une  sécante  AB  qui  se 

terminent  à la  circonférence,  la  tangente  est  moyenne  proportionnelle 
entre  la  sécante  entière  et  sa  partie  extérieure  : 


d’où 


AB:  AF=  AF:ÀE; 
ABx  AE  . AF. 


C23.  Dans  un  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux,  deux  angles 
au  centro  Sont  entre  eux  comme  leurs  arcs  correspondants  (578). 

624.  Tout  angle  au  centre  a pour  mesure  F arc  correspondant.  Cela 
revient  à dire  que  l’angle  contient  autant  de  fois  l’unité  d'angle,  que 
l’arc  correspondant  contient  l’unité  d’arc.  On  a l'habitude  de  prendre 
l’arc  d’un  degré  pour  unité  d'arc  (216)  ; l’unité  d’angle  est  alors  l’angle 
correspondant  à l’arc  d’uu  degré,  ou  simplement  l'angle  d’un  degré; 
elle  est  la  360e  partie  de  U angles  droits.  L’angle  d’uu  degré  se  divise 
comme  l’arc  d’un  degré  en  CO  parties  égalés  Appelées  angles  d’une  mi- 
nute, et  l’angle  d’une  minute  en  60  parties  égales  appelées  angles  d’uno 
seconde. 

626.  Bemarquons  que  quand  ou  dit  qu'un  arc  est  de  tant  de  degrés, 
on  ne  désigne  pas  la  longueur  de  cet  arc , mais  seulement  le  nombre  de 
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fols  que  cet  arc  contient  la  3 (in'  partie  de  la  circonférence  ayant  pour 
rayon  celui  de  l’arc.  Ainsi  des  arcs  d’un  même  nombre  de  degrés  peu- 
vent être  très-inégaux.  Au  contraire,  des  angles  d'un  lnêine  nombre 
de  degrés  sont  toujours  égaux. 

020.  L'angle  inscrit  a pour  mesure  la  moitié  <le  l’arc  compris  entre 
scs  côtés  (601,  62 A). 

027.  L’angle  EAG  (Jig.  59),  formé  par  deux  droites  AC,  AE,  menées 

d’un  point  A pris  dans  l’Intérieur  du  cercle  à la  circonférence,  a pour 

...  EC  -+-  Bn  , . 

mesure  la  demi-somme - — des  arcs  compris  entre  ses  côtes  et 

leurs  prolongements. 

020.  L’angle  formé  par  deux  droites,  tangentes  ou  sécantes,  menées 
d'un  point  pris  hors  d’un  cercle,  a pour  mesure  la  demi-différence  des 
arcs  compris  entre  ses  côtés. 

Ainsi  (Jig.  60),  l'angle  BAC  a pour  mesure  - et  FAC  a pour 

FC  — Fl) 
mesuré  — - — • 


LIVRE  V. 

Mesure  de*  polygone*. 


021).  La  longueur  d'une  ligne  est  la  mesure  de  cette  ligne,  c'est-à- 
dire  le  rapport  de  son  étendue  à celle  de  l’unité  linéaire  (209,  272). 

030.  L’aire  d'une  surface,  est  la  mesure  de  cette  surface,  c’est-à-dire 
le  rapport  de  son  étendue  à celle  de  l’unité  de  superficie. 

031.  Le  produit  de  deux  lignes  est  le  produit  de  leurs  longueurs. 

032.  Les  deux  dimensions  d'un  rectangle  sont  sa  base  et  sa  hau- 
teur (557). 

033.  La  projection  d’un  point  A sur  une  droite  CD  est  le  pied  E de  la 
perpendiculaire  abaissée  do  ce  poi  nt  sur  la  droite  CD. 

La  projection  iCu/w  droite  AB  sur  une  autre  Cl) 
est  la  partie  EF  de  celle-ci,  comprise  entre  les 
projections  dos  extrémités  de  la  première  sur  la 
seconde. 

034.  L'aire  d'un  rectangle  est  égale  au  produit 
de  sa  base  par  sa  hauteur  : 


Fig.  61. 


Ai 

i 

C i 


S=l)x  II. 
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Cette  expression  de  l'aire  S indique  que  la  surface  contient  autant  de 
fois  l'unité  de  surface  ayant  pour  côté  l'unité  de  longueur  qui  a servi  à 
exprimer  les  longueurs  de  B et  de  H,  que  le  produit  Bx  U contient 
d’unités.  Ayant  B = 3“, 5 et  H = 2",  15,  on  a 

S= 3,5  x 2,15  = 7®c-,525.  (219) 

031».  Deux  rectangles  quelconques  sont  entre  eux  comme  les  pro- 
duits de  leurs  bases  par  leurs  hauteurs.  En  effet,  ayant  S = Bxll  et 
S'  = B’xH',  de  ces  deux  égalités  on  conclut  bien 

s:s'=BxH;B'xir. 

Deux  rectangles  ayant  une  même  dimension  sont  entre  eux  comme 
leurs  autres  dimensions.  Faisant,  en  effet,  B=B'  dans  la  proportion 
précédente,  elle  devient 

s:s'=h:h. 


030.  Un  triangle  a pour  mesure  la  moitié  du  produit  de  sa  base  par 
sa  hauteur  (551).  Soit  B=5m,25  la  base  d'un  triangle,  H = 2",9  sa  hau- 
teur; on  a 


H Bx  il  5,25x2,9 

S 2~ ' 2 


= 7mc-,6125. 


057.  Deux  triangles  sont  entre  eux  comme  les  produits  de  leurs 
bases  par  leurs  hauteurs  : 

S:S'=BxH:B'xH'. 


Deux  triangles  qui  ont  même  base  ou  même  hauteur  sont  entre  eux 
comme  leurs  hauteurs  ou  leurs  bases  : 


s:s'=ii:ir  ou  s;s'=b:b'. 


038.  Deux  triangles  ABC  et  ABC',  qui  ont  même  base  et  même  hau- 
teur, sont  équivalents  (500  et  636). 

En  faisant  coïncider  les  bases , les  sommets 
sont  sur  une  même  parallèle  CC’  à la  base  com- 
mune AB. 

035).  L'aire  d'un  parallélogramme  est  égale 
au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur  (553). 
Ayant  B =5“, 25  et  H = 2“,9,  on  a 

S= B x II  = 5,25  x 2,9=  15®%225. 

On  voit  que  l’aire  du  parallélogramme  est  double  de  celle  du  triangle 
de  même  base  et  de  même  hauteur  (536),  et  égale  à celle  du  rectangle 
de  même  base  et  de  même  hauteur  (63ft). 

Comme  pour  le  rectangle  (635),  deux  parallélogrammes  sont  entre 
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Fig.  63. 
D E 


eux  comme  les  produits  de  leurs  bases  par  leurs  hauteurs,  et  deux 
parallélogrammes  de  même  base  ou  de  même  hauteur  sout  entre  eux 
comme  leurs  hauteurs  ou  leurs  bases. 

«39.  Un  parallélogramme  ABCD  est  équivalent  à tout  parallélo- 
gramme et  au  rectangle  ABEF  de  même  base 
et  de  même  hauteur. 

En  faisant  coïncider  leurs  bases,  les  côtés 
opposés  sont  sur  une  même  parallèle  à la 
base  commune  AB. 

«40.  L’aire  i l'un  trapèze  est  égale  au  produit 
de  la  demi-somme  de  ses  bases  par  sa  hauteur  (55  lt).  B=  2",Aet  5=  1“,3 
étant  les  bases,  et  If=  4“,5  la  hauteur  d’un  trapèze,  son  aire  est 

2, à + 1,3 


B + 6 


xH- 


x 1,5  =2“ ',775. 


D’après  ce  qui  a été  dit  n*  572,  on  voit  qu’un  trapèze  a aussi  pour 
mesure  le  produit  de  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  côtés  non  paral- 
lèles par  la  hauteur. 

«41.  Tout  polygone  circonscrit  à un  cercle  a pour  mesure  la  moitié 
du  produit  de  son  périmètre  par  le  rayon  du  cercle  Inscrit  (593). 

«42.  Deux  triangles  qui  ont  un  angle  égal  sont  entre  eux  comme  les 
produits  des  côtés  qui  comprennent  cet  angle. 

645.  Deux  triangles  et  en  général  deux  polygones  semblables  sont 
entre  eux  comme  les  carrés  des  côtés  ou  des  diagonales  homologues. 
Les  polygones  ABCDE  et  A'B'C'D'E' (fig.  53)  étant  semblables,  S et  fêtant 
leurs  aires,  on  a 


s : f = ab’  : a 'B'* = ac*  : a'c'\ 


(616) 


644.  Le  carré  fait  sur  la  somme  de  deux  droites  contient  le  carré 
fait  sur  la  première,  plus  le  carré  fait  sur  la  seconde,  plus  deux  fois  le 
rectangle  compris  sous  les  deux  droites.  Ainsi  A et  B étant  les  deux 
droites,  on  a 


(A  + B^IA’  + B’  + SAB. 


(W6) 


643.  Le  carre  fait  sur  la  différence  de  deux  droites  contient  le  carré 
fait  sur  la  première,  plus  le  carré  fait  sur  la  seconde,  moins  deux  fois 
le  rectangle  compris  sous  les  deux  lignes  : 


(A  + B)’= A’  -f-  B! — 2AB. 


(417) 


646.  Le  rectangle  compris  sotis  la  somme  et  la  différence  de  deux 
droites  est  égal  à la  différence  des  carrés  de  ces  droites  : 


(A  H- B)  (A — B)  = A2— B’. 


(421) 
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<547.  Le  carré  fait  sur  l'hypoténuse  BCd'un  trlanglorootangle  est  égal 
à la  somme  des  carrés  faits  sur  les  côtés  AB 
et  AC  de  l’angle  droit.  Le  carré  fait  sur  un 
des  côtés  de  l’angle  droit  est  égal  au  carré  de 
l’hypoténuse  moins  le  carré  de  l’autre  côté. 
Ainsi  l’on  a 

BC*  — AB’  + Âc’,  et  ÎUS'^BC’-ÂÔ* 
ou  ÂC,  = BCS  — AB*. 

<540.  Le  carré  de  la  diagonale  du  carré  est 
égal  à deux  fois  le  carré  du  côté  ; d'où  il  ré- 
sulté que  le  rapport  de  ’la  diagonale  au  côté 

d’un  carré  est  égal  à \2- 

<549.  La  perpendiculaire  AI,  abaissée  du  sommet  de  l’angle  droit  sur 
l’hypoténuse  d’un  triangle  rectangle,  divise  cette  hypoténuse  eu  deux 
segments  qui  sont  entre  eux  comme  les  carrés  faits  sur  les  côtés  adja- 
cents à l’angle  droit.  On  a .(_/»</.  64  ) 

bi:ic=ab!;  ac‘. 

GUO.  Dans  tout  trianglo  ABC,  les  produits  AB x AC'  et  ACxAB',  de 
deux  côtés  AB  et  AC  par  les  projections  mutuelles 
de  l’un  sur  l’autre  sont  égaux.  On  a de  même 

BC  X BA'= AB  X BG'  et  AC  x CB'  — J5G  x CA’. 


GSI.  Dans  tout  triangle  obtuiangle  ABC,  le  carré  fait  sur  le  côté  BC, 
opposé  à l'angle  obtus  CAB,  est  égal  A la  somme  des 
carrés  des  deux  autres  côtés,  plus  deux  fois  le  rec- 
tangle compris  sous  l’un  de  ces  côtés  et  la  projection 
de  l'autre  sur  le  premier.  On  a 

BC*  = Air  + .AC*  + 2 AC  x AD. 

Gii2,  Dans  tout  trianglo  ABC,  le  carré  fait  sur  le  côté  BC,  opposé  Ann 
angle  aigu  A,  est  égal  à la  somme  AB* 4- AC*  des 
carrés  faits  sur  les  deux  autres  côtés,  moins  deux 
fois  le  rectangle  ACx  AD  compris  sous  l'un  de  ces 
côtés  et  la  projection  do  l’autre  sur  le  premier  : 

BC*  = ÂB*  4-  ÂC* — 2 AC  X A U, 

car».  Dans  tout  triangle  : 


Fig.  07. 
A 


G EDA 


Fig.  G*. 


K 
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1“  La  somme  RC2  4-  BA*,  des  carrés  des  deux  côtés  adjacents  au  som- 
met, est  égale  à deux  fois  le  carré,  de  la  droite  BR  menée  du  sommet  an 
milieu  de  la  base,  plus  deux  fois  le  carré  de  la  moitié  de  la  base  : 

HC*  4-  = âîÏE*  + acË*  ; 

2°  La  différence  des  carrés  de  ces  côtés  est  égale  à deux  Pois  le  rec- 
tangle compris  sous  la  base  et  la  distance  du  milieu  de  cette  base  au 
pied  de  la  hauteur. 

BC* — BÂ*  = 2AC  X DE. 

Dans  tout  quadrilatère  AliCD,  la  somme  des  carrés  des  côtés  est 
égale  il  la  somme  des  carrés  des  diagonales,  plus 
quatre  fois  le  carré  de  la  droite  qui  joint  les  milieux 
E et  V des  diagonales  : 

AB*  + BC*  + CD*  4-  ÂD*  = ÂC*  + BD*  + ÂÊF*. 

G33.  Dans  tout  trapèze,  la  somme  des  carrés  des 
deux  côtés  non  parallèles  est  égale  à la  somme  des  carrés  des  diago- 
nales, moins  deux  fois  le  rectangle  des  bases,  La  figure  3/i  donne 

AD*  -f-  BC*  — ÂC*  4 BD*— 2AB  x DC. 

<li»G.  Dans  tout  parallélogramme,  la  somme  des  carrés  des  côtés  est 
égale  à la  somme  des  carrés  des  diagonales,  et  réciproquement 


LIVRE  VI. 


leu  polygones  régulier*  et  la  mesure  du  eerele. 


Fig,  69. 


6i»7.  Un  polygone  régulier  ABCDEF  est  un  polygone  à la  fuis  équi- 
angle  et  équilatéral  (560  et  561). 

03B.  A tout  polygone  régulier  on  peut  circon- 
scrire un  cercle,  mais  on  n’en  peut  circonscrire 
qu’un  (588). 

««».  Dans  tout  polygone  régulier  on  peut  in- 
scrire un  cercle,  mais  on  n'en  peut  inscrire 
qu’un  (593). 

6 GO.  L’aire  d’un  polygone  régulier  est  égale  à 
la  moitié  du  produit  de  son  périmètre  par  son 
apothème  op,  qui  est  le  rayon  du  cercle  inscrit  (G3C). 
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CCI.  Deux  polygones  réguliers  d’un  même  nombre  de  côtés  sont  sem- 
blables (611),  et  leurs  aires  sont  entre  elles  comme  les  carrés  des 
rayons  ou  des  diamètres  des  cercles  inscrits  ou  circonscrits  (643). 

GC2.  La  circonférence  est  plus  grande  que  le  contour  de  tout  poly- 
gone inscrit,  et  moindre  que  celui  de  tout  polygone  circonscrit.  Elle 
est  la  limite  vers  laquelle  tendent  les  périmètres  des  polygones  régu- 
liers inscrits  et  circonscrits  à mesure  que  leurs  côtés  deviennent  plus 
petits,  c’est-à-dire  que  le  nombre  de  ces  côtés  devient  plus  grand  (180). 

CC5.  Les  circonférences  C et  c de  deux  cercles  sont  entre  elles 
comme  leurs  rayons  R,  r ou  leurs  diamètres  D,  d,  et  leurs  sur- 
faces S,  s comme  les  carrés  de  ces  mômes  lignes  (611)  : 


C _ R _ l)  S _ R*  _ D» 

c r d ’ G s r*  d5" 

66-4.  Dans  deux  cercles  différents,  on  nomme  arcs  semblables,  sec- 
teurs semblables,  segments  semblables,  ceux  qui  correspondent  à des 
angles  au  centre  égaux. 

CGC.  Les  arcs  semblables  sont  entre  eux  comme  leurs  rayons, 
comme  leurs  diamètres  ou  encore  comme  les  cordes  qui  les  sous-ten- 
dent. 

Les  secteurs  et  les  segments  semblables  sont  entre  eux  comme  les 
carrés  de  leurs  rayons  ou  de  leurs  diamètres,  ou  encore  des  arcs  qui 
leur  servent  de  bases  ou  des  cordes  qui  sous-tendent  ces  arcs. 

GGG.  Le  rapport  de  la  circonférence  C à son  diamètre  D est  un 
nombre  constant  et  incommensurable.  On  a l'habitude  de  la  repré- 
senter par  r.,  ce  qui  donne  pour  une  circonférence  quelconque 

*=  5 =3,101592653589 (1) 

Dans  la  pratique  on  se  contente  ordinairement  de  faire 


K=3,lèl6  ou  même  3,1/j. 


22 

Archimède  a fait  voir  que  y est  la  valeur  de  - approchée  par  défaut 


à moins  de 


497' 
matin 

do  3i  à moins  de  0,000001 


355 


Métius,  mathématicien  hollandais , a montré  que  ~ était  la  valeur 


C'est  après  Métius,  que  Snellius,  autre  mathématicien  hollandais,  a 
donné  la  valeur  (1)  de  r,,  calculée  jusqu’à  la  12*  décimale. 

Ce  mathématicien  est  parti  des  périmètres  des  carrés  inscrits  et  cir- 
conscrits au  cercle  ayant  l’unité  pour  rayon  ; puis,  à l’aide  des  formules 
du  n°  674,  il  a successivement  calculé  les  périmètres  des  polygones 
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réguliers  inscrits  et  circonscrits  de  8, 16,  32 côtés,  et  il  a continué 

jusqu’à  ce  que  les  deux  dernières  valeurs  trouvées  divisées  par  le  dia- 
mètre 2 lui  ont  donné  le  môme  nombre  (1)  suivi  d’autres  chiffres  diffé- 
rents. La  circonférence  étant  comprise  entre  les  périmètres  des  deux 
polygones  réguliers  inscrits  et  circonscrits  qui  ont  fourni  ces  valeurs, 
il  en  résulte  que  le  nombre  (1)  est  bien  la  valeur  approchée  de  n à 
moins  d’une  unité  décimale  du  12'  ordre. 

Archimède  était  parti  des  hexagones  réguliers  inscrits  et  circonscrits 
22 

pour  calculer  la  valeur  y. 

On  a,  à moins  de  0,000001  par  défaut, 

* =0,318309  et  yÇ.  =1,772405.  = 0,5642. 


667.  Expression  de  la  longueur  C de  la  circonférence  en  fonction  de 
son  diamètre  O ou  de  son  rayon  R.  Ayant  (666) 


on  en  conclut 


C = nD  ou  C = 2sR; 


d’où  l’on  tire 


D 


Selon  que  D = iouR  = l,ona 

C — r.  ou  C = 2s. 


668.  L'aire  S du  cercle  est  égale  au  produit  de  sa  circonférence  par 
la  moitié  de  son  rayon.  Ce  qui  équivaut  à l’aire  d’un  triangle  qui 
aurait  une  base  égale  à la  longueur  de  la  circonférence  et  une  hauteur 
égale  au  rayon  (636)  : 

S = = OU  S = 2-R  X ^ = "R*  ; 

4 4 2 

d’où  l’on  tire 

D = 2^  et  R=y/| 

Selon  que  D = 1 ou  R = 1 , Il  vient 

S = * ou  S = r.. 

4 

669.  L'aire  déun  secteur  (580)  est  égale  au  produit  de  l’arc  qui  lui 
sert  de  base  par  la  moitié  du  rayon.  Ce  qui  équivaut  à l’aire  d’un 

11 


Digitized  by  Google 


178 


TROISIÈME  PARTIE.  — GÉOMÉTRIE  PLANE. 


triangle  qui  aurait  une  base  égaie  à la  longueur  de  celle  du  secteur, 
et  une  hauteur  égale  au  rayon  (636,  670). 

670.  Problèmes.  Calculer  : 


1*  La  longueur  C (Tune  circonférence  dont  le  rayon,  est  1“,30. 
On  a (667)  C = 2nR  = 2 x 3,1616  x 1,30  = 8", 168. 


2’  La  surface  S d'un  cercle  dont  le  rayon  est  i*,30. 

Ayant  calculé  la  longueur  de  la  circonférence,  il  suffirait  de  la  mul- 
tiplier par  la  moitié  du  rayon.  Dans  le  cas  contraire  on  pose  (668) 

S = Jdl1  = 3,1416  x 1,3  x 1,3  = 5“  ' ,309. 

3*  Le  rayon  dun  cercle  de  5n,t,309  de  surface. 

On  a (666  et  668)  R = ^|  = x ^=0,5642^5,309  =1-, 30. 

4"  La  longueur  h dun  arc  de  25"8'  dont  le  rayon  est  1”,30. 

On  calcule  la  longueur  8*, 168  de  la  circonférence  de  même  rayon  (1*); 
alors  on  a 

L:8*,168=(25x60+8}:360x60,  d’où  L-8'168 x (25 x 60 + 8)^, 


5"  La  surface  s d'un  secteur  circulaire  dont  la  base  est  un  arc  de 
25”8'  et  le  rayon  1“,3. 

Ayant  déterminé  la  longueur  de  la  base  (4*),  il  suffirait  de  la  multi- 
plier par  la  moitié  du  rayon  (669).  On  peut  aussi  déterminer  la  surface 
501  c-,309  du  cercle  de  même  rayon  (2"),  puis  poser  la  proportion  sui- 
vante , analogue  à celle  du  4% 

$ : 5mc  ,309=(25  x 60  + 8)  ; 360  x 60, 


d’où 


5,309  X (25x60  4- 8) 
300  x 60 


=0">*-,371. 


671.  L’aire  dun  segment  circulaire  AB  (fi g.  69)  s'obtient  en  remar- 
quant que  le  segment  est  la  différence  entre  le  secteur  de  même  base 

le  triangle  OAB  (636,  669). 

672.  Le  côté  du  carré  circonscrit  à un  cercle  est  égal  au  diamètre. 
Le  côté  c du  carré  inscrit  est  au  rayon  R comme  y2  '•  1*  Ainsi  on  a 


c:R=v2:l,  d’où  C=RV2. 

Le  côté  de  l’hexagone  régulier  inscrit  est  égal  au  1*3700. 
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1 

Le  côté  c du  triangle  équilatéral  inscrit  est  au  rayon  K comme  v^3  : 1. 
Ainsi  on  a 

c : R = y/3 : 1 , d’où  c = Ry/3- 

Le  côté  G du  triangle  équilatéral  circonscrit  est  double  du  côté  du 
triangle  équilatéral  inscrit  dans  le  même  cercle.  Ainsi  on  a 

C = 2c  = 2Rv/3. 

Le  côté  C’  de  l’hexagone  régulier  circonscrit  est  le  tiers  du  côté  du 

2 

triangle  équilatéral  circonscrit  au  môme  cercle.  C'=- R^3. 

Le  côté  du  décagone  régulier  (54i)  inscrit  est  égal  au  grand  segment 
du  rayon  divisé  en  moyenne  et  extrême  raison  (608). 

Le  côté  du  pentédécagone  régulier  inscrit  est  la  corde  qui  sous-tend 
l’arc  qui  est  la  différence  des  arcs  sous-tendus  par  les  côtés  de  l'hexa- 
gone et  du  décagone  réguliers  inscrits. 

La  différence  entre  les  arcs  sous-tendus  par  les  côtés  du  pentagone 
et  de  l’hexagone  réguliers  inscrits  est  sous-tendue  par  le  côté  du  poly- 
gone régulier  inscrit  de  30  côtés.  (Voir  Problèmes.) 

Côtés  et  apothèmes  des  polygones  réguliers  inscrits  dans  le  cercle 
de  rayon  R. 


Côtés. 

Apothème». 

Triangle  équilatéral. 

R v3 

P 

i 

Carré 

Rv2 

2>W2 

. 

Pentagone  ...... 

^ Ry/lO — 2y/5 

jR(1+Æ) 

Hexagone 

R 

f «W3 

Décagone 

| R(v/6 — l) 

^ RVlO  + 2v,5 

Dodécagone 

Ry2 — \3 

| x/3 

ou  ^ R(v6 — V2) 

OU*  r(v2  + vë) 
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Rayons  et  apothèmes  des  polygones  réguliers  de  côté  c. 


Hayons. 

Apothème*. 

Triangle  équilatéral. 

w* 

1 IS 
G^3  - 

t 

1 

Carré  

2C 

Pentagone 

^cv^50  + i0V5 

^25 + 10^5 

1 

Hexagone 

C 

2^3 

Décagone 

^c(l+  v/5) 

1^5  4-2^5 

Dodécagone 

cy'2  + ^3 
OU  îc(v'2+  v'6) 

Jc(2+ V'3) 

Surfaces  des  polygones  réguliers 


inscrits  dans  le  cercle 

de  cité  c. 

de  rayon  R. 

Triangle  équilatéral. 

?R*V3 

• 

r’v3 

Carré  

2R* 

c*. 

Hexagone 

^RV3 

|cV3 

Décagone,  

^ U*\/ 10 — 2v’5 

5 + 2vô 

Dodécagone 

| 3R* 

3c*  (2+  v'3) 

On  a : 

*=3.151  592 6535... 

Log  * = 0.597 1599 

v§=  1.515  2135623... 

Log2  = 0.301  030  0 

V3  = 1.732  050  807  5... 

Log  3 = 0.577 121 3 

y5  = 2.236  067  9775... 

Log  5 = 0.698  970  0 

075.  Ayant  un  polygone  régulier  inscrit,  pour  inscrire  un  polygone 
régulier  de  deux  fois  plus  de  côtés,  il  suffit  de  joindre  les  sommets  du 
premier  au  milieu  des  arcs  sous-tendus  par  ses  côtés. 

Ayant  un  polygone  régulier  inscrit  d’un  nombre  pair  de  côtés,  pour 
inscrire  un  polygone  régulier  de  deux  fois  moins  de  côtés,  on  joint  de 
deux  en  deux  les  sommets  du  polygone  proposé. 
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674.  p et  P étant  les  périmètres  de  deux  polygones  réguliers  sem- 
blables, l’un  inscrit  et  l’autre  circonscrit  à un  môme  cercle,  désignant 
par  p'  et  P'  les  périmètres  des  polygones  réguliers  inscrit  et  circonscrit 
d’un  nombre  double  de  côtés,  on  a 


P' 


2P p 

P + p 


et 


GÊOMÉTBIE  DE  L’ESPACE. 


LIVRE  I. 

Le  plan  (SOC). 


675.  Une  ligne  droite  AB  et  un  plan  MN  sont  perpendiculaires  l'un 
à l'autre  lorsque  la  droite  est  perpendiculaire  à 
toutes  les  droites  CD,  EF...  qui  passent  par  son  pied 
dans  le  plan.  Ils  sont  obliques  l’un  à l’autre  lors- 
que la  droite  n’est  pas  perpendiculaire  à toutes 
celles  qui  passent  par  son  pied  dans  le  plan. 

11  suffît  que  AB  soit  perpendiculaire  à deux 
droites  CD,  EF  qui  passent  par  son  pied  dans  le 
plan  pour  qu’elle  le  soit  à toutes,  c’est-à-dire 
pour  qu’elle  soit  perpendiculaire  au  pian. 

676.  Toutes  les  perpendiculaires  CD,  EF. . menées  à une  droite  AD , 
par  un  même  point  B,  sont  situées  dans  un  même  plan  MN,  qui  est  per- 
pendiculaire à AB. 

677.  Par  un  point  quelconque  A ou  B,  on  peut  toujours  mener 
une  perpendiculaire  AB  à un  plan  MN  ; mais  on  n’en  peut  mener 
qu’une. 

678.  Le  pied  B de  la  perpendiculaire  abaissée  d’un  point  A sur  un 
plan  est  la  projection  de  ce  point  sur  le  plan. 

La  ligne  formée  par  les  projections  des  points  d’une  ligne  sur  un  plan 
est  la  projection  de  cette  ligne  sur  le  plan  (633). 

670.  Par  un  point  B pris  sur  une  droite  ou  par  un  point  C pris  hors 
de  cette  droite , on  peut  toujours  mener  un  plan  MN  perpendiculaire 
à cette  droite;  mais  on  n’en  peut  mener  qu’un. 


Fig.  70. 

AI 
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080.  lorsque  d'un  point  pris  hors  d'un  plan  on  abaisse  une  perpen- 
diculaire et  différentes  obliques  : 1*  la  perpendi- 
culaire OG  est  plus  courte  que  toute  oblique  OA; 
2*  deux  obliques  OA,  OB  qui  s'écartent  égale- 
ment du  pied  de  la  perpendiculaire  (CA  = CB) 
sont  égales,  et  réciproquement;  3“ des  deux  obli- 
ques OA , OC  qui  s'écartent  inégalement  du  pied 
de  la  perpendiculaire,  celle  OC  qui  s'en  écarte  le 
plus  est  la  plus  longue  , et  réciproquement  (530). 
La  perpendicuiaire  OG  étant  le  plus  court  che- 
min du  point  O au  plan,  elle  est  la  distance  du  point  O au  plan. 

681.  Le  lieu  des  pieds  des  obliques  égales  menées  d un  même 
point  O à un  plan  est  une  circonférence  qui  a pour  centre  le  pied  G de 
la  perpendiculaire.  De  là  il  résulte  que  pour  mener  par  un  point  O pris 
hors  d'un  plan  une  perpendiculaire  à ce  plan,  on  marque  sur  le  plan 
trois  points  ABA'  également  distants  du  point  O;  on  détermine  le 
centre  G de  la  circonférence  qui  passe  par  ces  trois  points,  etOG  est  la 
perpendiculaire  demandée. 

082 . L'angle  d'une  droite  OA  et  d'un  plan  est  le  plus  petit  des  angles 
que  forme  la  droite  avec  les  différentes  droites  qui  passent  par  son  pied 
dans  le  plan.  Ce  plus  petit  angle  est  celui  OAG  que  fait  la  droite  avec  sa 
projection  AG  sur  le  plan  (678). 

083.  La  perpendiculaire  menée  par  le  centre  d’un  cercle  à son  plan 
est  le  lieu  géométrique  des  points  également  distants  de  la  circonfé- 
rence (513). 

Le  plan  perpendiculaire  sur  le  milieu  d'une  droite  est  le  lieu  géo- 
métrique des  points  également  distants  des  extrémités  de  cette  droite. 

OSA.  Lorsque  du  pied  B d'une  perpendiculaire  AB 
à un  plan  MN  on  abaisse  une  perpendiculaire  BC  sur 
une  droite  DE  tracée  dans  ce  plan,  et  qu’on  joint 
le  pied  de  cette  perpendiculaire  à un  point  quel- 
conque A de  la  perpendiculaire  au  pian , la  droite 
ACqui  én  résulte  est  perpendiculaire àla  droite  DE. 
(Ce  théorème  est  souvent  appelé  théorème  des 
^ trois  perpendiculaires.  ) 

083.  Lorsqu'une  droite  AB  est  perpendiculaire  à un  plan , toute  paral- 
lèle A 'B'  à AB  est  aussi  perpendiculaire  à ce  plan- 
Réciproquement,  deux  perpendiculaires  AB, 
A'B'  à un  même  plan  sont  parallèles. 

Corollaire.  Deux  droites  parallèles  à une  troi- 
sième sont  parallèles  entre  elles  (540). 

686.  Par  un  point  quelconque  de  l'espace  on 
peut  toujours  mener  une  parallèle  à une  droite 
donnée;  mais  on  n'en  peut  mener  qu'une  (535). 
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689. 


Fig.  74. 


687.  Une  droite  est  parallèle  à un  plan  lorsque  sa  direction  ne  ren- 
contre pas  le  p'an  (534). 

688.  Deux  plans  sont  parallèles  lorsqu'ils  ne  se  rencontrent  pas  (506). 
Toute  droite  AB  parallèle  à une  droite  A'B'  tracée  dans  un  plan 

est  parallèle  à ce  plan. 

Corollaire  l.  Par  une  droite  donnée,  on  peut 
mener  un  plan  parallèle  à une  autre  droite  donnée. 

Corollaire  2.  I’ar  un  point  donné,  on  peut 
mener  un  plan  parallèle  à deux  droites  données. 

690.  Une  droite  ÂB  étant  parallèle  à un  plan , 
tout  plan  ABATS'  conduit  suivant  cette  droite 
coupe  lo  premier  suivant  une  droite  A'B'  paral- 
lèle à AB. 

Corollaire  1.  Lorsqu’une  droite  AB  est  parallèle  à un  plan,  si  par  un 
point  A'  de  ce  plan  on  mène  une  parallèle  A'B'  à AB , elle  est  contenue 
tout  entière  dans  le  plan. 

Corollaire  2.  Toute  droite  AB 
parallèle  à deux  plans  P et  P'  qui 
se  coupent  est  parallèle  à leur  In- 
tersection ry. 

Corollaire  3.  Deux  plans  P,  P' 
passant  par  deux  droites  paral- 
lèles AB,  A'B'  ne  peuvent  se  cou- 
per que  suivant  une  droite  xy  pa- 
rallèle aux  deux  premières. 

691.  Deux  plans  perpendiculaires  à une  même  droite  sont  paral- 
lèles. 

692.  Les  intersections  AB,  A'B'  des  deux  plans  parallèles  P,  P'  par 
un  troisième  Q sont  parallèles. 

695.  Si  une  droite  AA'  est  perpendiculaire  au 
plan  P,  elle  est  perpendiculaire  à tout  plan  P'  pa- 
rallèle au  premier. 

Corollaire  1.  Deux  plans  parallèles  à un  troi- 
sième sont  parallèles  entre  eux. 

Corollaire  2.  Par  un  point  pris  hors  d’un  plan 
on  peut  mener  un  plan  parallèle  au  premier;  mais 
on  n’en  peut  mener  qu'un. 

694.  Les  parallèles  comprises  entre  deux  plans 
ou  entre  une  droite  et  un  plan  parallèles  sont 
égales. 

Corollaire.  Deux  plans  parallèles  ou  une  droite  et  un  plan  parallèles 
sont  partout  également  distants  (539). 

693.  Deux  droites  comprises  entre  trois  plans  parallèles  sont  cou- 
pées en  parties  proportionnelles  (609). 


Fig. 
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690.  Le  plan  de  deux  droites  qui  se  coupent  et  qui  sont  parallèles  à 
un  même  plan  est  parallèle  à ce  dernier. 

697.  Lorsque  deux  angles  ont  les  côtés  parallèles  : 1°  leurs  plans 
sont  parallèles;  2*  les  deux  angles  sont  égaux  si  leurs  côtés  sont  tous 
deux  dirigés  dans  le  même  sens  ou  un  sens  contraire,  et  supplémen- 
taires si  deux  côtés  sont  dirigés  dans  le  même  sens  et  les  autres  en  sens 
contraire  (552). 

698.  Étant  données  deux  droites  non  situées  dans  un  même  plan  : 
1*  on  peut  mener  une  perpendiculaire  commune  à ces  droites;  2“  on 
n’en  peut  mener  qu’une  ; 3d  cette  perpendiculaire  est  la  plus  courte 
distance  des  deux  droites  ; c’est-à-dire  la  plus  petite  droite  que  l'on 
peut  mener  d’un  point  quelconque  de  la  première  à un  point  quelconque 
de  la  seconde. 

699.  Lorsque  deux  plans  M et  N se  rencontrent , la  figure  que  for- 
ment ces  plans,  terminés  à leur  intersection  commune 
AE , s’appelle  angle  dièdre.  Les  plans  M et  N sont  les  faces 
de  l’angle  dièdre.  L’intersection  AB  est  Yarête  de  l'angle 
dièdre  (516). 

Ainsi  la  grandeur  d’un  angle  dièdre  est.  indépendante  de 
celle  de  ses  faces , et  on  se  fera  une  idée  très-nette  de  l’angle 
dièdre  et  de  sa  grandeur  en  supposant  que  les  faces , d'a- 
bord appliquées  l’une  sur  l’autre . s’écartent  en  tournant 
autour  de  l’arête  AB  comme  les  deux  parties  d’un  livre  que  l’on  ouvre  : 
l’angle  dièdre,  d’abord  nul,  prend  une  valeur  qui  augmente  avec 
l’écartement  des  faces.  Ainsi  l’angle  dièdre  est  engendré  par  un  plan 
dans  sa  rotation  autour  d’une  droite  dans  l’espace,  comme  l’angle  plan 
par  une  droite  qui  se  meut  autour  d’un  de  ses  points  dans  un  plan.  Dans 
le  mouvement  du  plan , chacun  de  ses  points  décritune  circonférence  dont 
le  centre  est  sur  l’arête  et  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à cette  arête. 

Un  angle  dièdre  se  désigne  par  les  lettres  AB  de  son  arête , ou , pour 
éviter  la  confusion  quand  il  y a plusieurs  angles  dièdres  qui  ont  même 
arête , par  les  quatre  lettres  MAB.V  de  ses  faces , en  plaçant  celles  de 
l’arête  au  milieu. 

700.  Deux  angles  dièdres  coïncident  quand,  ayant  même  arête, 
leurs  faces  coïncident  (598). 

Deux  angles  dièdres  susceptibles  de  coïncider  sont  égaux. 


Fig.  T». 
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701.  Deux  an f) les 


Fijr.  79. 


dièdres  PABM  et  PABN  sont  adjacents  lorsque , 
ayant  la  même  arête  AB , et  une  face  commune 
PAB,  ils  sont  extérieurs  l’un  à.  l’autre  (517). 

702.  Un  plan  P est  perpendiculaire  à un  autre 
M.N  lorsque  le  premier  fait  avec  le  second,  et 
d'un  même  côté  de  celui-ci,  deux  angles  dièdres 
adjacents  PABM,  PABN  égaux  entre  eux  (520). 

Lorsqu’un  plan  P est  perpendiculaire  à un 
autre  MN,  réciproquement  celui-ci  est  perpen- 
diculaire au  premier. 


705.  Un  plan  PQ  (Jig.  80)  est  oblique  sur  un  autre  MN  quand  le  pre- 
mier fait  avec  le  second , et  d’un  même  côté  de  celui-ci , deux  angles 
dièdres  adjacents  PABM,  PABN  inégaux  (520). 

704.  On  nomme  angle  dièdre  droit  chacun  des  deux  angles  dièdres 
adjacents  PABM,  PABN  que  forme  avec  le  plan  MN  le  plan  P qui  lui  est 
perpendiculaire  {Jig.  79). 

703.  Tous  les  angles  dièdres  droits  sont  égaux  entre  eux  (523). 

700.  Tout  angle  dièdre  PABM  plus  petit  qu’un  angle  dièdre  droit  est 
un  angle  dièdre  aigu,  et  tout  angle  dièdre  PABN 
plus  grand  qu’un  angle  dièdre  droit  est  un  angle 
dièdre  obtus  (524). 

707.  Deux  angles  dièdres  sont  opposés  à l’arête, 
lorsque  chacun  d’eux  est  formé  par  le  prolonge- 
ment des  faces  de  l'autre.  Tels  sont 

PABM  et  QABN. 


Fig.  80. 


708.  Deux  angles  dièdres  opposés  à l’arête  sont  égaux  (519), 

70».  Tout  plan  PQ  qui  en  rencontre  un  autre  MN  fait , avec  un  même 
côté  de  celui-lui , deux  angles  dièdres  adjacents  PABM , PABN  dont  la 
somme  est  égale  à deux  angles  dièdres  droits  (527). 

7 10.  La  somme  de  tous  les  angles  dièdres  consécutifs  formés  du  même 
côté  d’un  plan  MN  autour  d’une  même  arête  AB  est  égale  à deux  angles 
dièdres  droits , et  la  somme  de  tous  les  angles  dièdres  consécutifs  for- 
més autour  d’une  même  arête  AB  et  embrassant  la  totalité  de  l'espace 
est  égale  à quatre  angles  dièdres  droits  (528). 

711.  Deux  angles  dièdres  sont  complémentaires  et  supplémentaires 
dans  les  mêmes  cas  que  deux  angles  plans  (525et526).  11  en  est  de  même 
des  angles  alternes-inlernes,  correspondants  ou  altemes-exlernes.  Dé- 
finitions qui  supposent  parallèles  entre  elles  les  intersections  des  deux 
premiers  plans  par  le  troisième  (536  et  719). 

712.  L'angle  plan  d'un  angle  dièdre  AB  [Jig.  81)  est  l’angle  plan 
CBD  formé  par  les  perpendiculaires  BG,  BD  menées  en  un  même  point 
de  l'arête  dans  chacune  des  faces  (830), 
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715.  Deux  angles  dièdres  AB,  A'B'  sont  entre  eux  comme  leurs  an- 
gles plans  CBD,  C'BT)',  et  réciproquement 

Comme  cas  particulier,  si  les  angles  diè- 
dres sont  égaux,  les  angles  plans  sont  égaux, 
et  réciproquement. 

714.  Lorsqu'une  droite  AB  est  perpendi- 
culaire à un  plan  P (Jg.  82) , tout  plan  Q 
conduit  suivant  cette  droite  est  perpendicu- 
laire au  premier  (702).  Tout  plan  parallèle 
à AB  est  aussi  perpendiculaire  a\i  plan  P. 
u 7iiî.  Par  une  droite  AC  non  perpendicu- 

laire à un  plan  MN  (//</.  72),  on  peut  toujours 
faire  passer  un  plan  ACB  perpendiculaire  au  premier;  mais  on  n’en 
peut  faire  passer  qu  un.  L intersection  BC  du  plan  perpendiculaire  avec 
le  plan  proposé  est  la  projection  de  la  droite  AC  sur  ce  dernier  (678). 

716.  Lorsque  deux  plans  P et  Q sont  perpendiculaires,  si  par  un 
point  pris  sur  l'un  d’eux  on  mène  une  per- 
pendiculaire AB  à leur  intersection  xy,  elle 
est  perpendiculaire  à l'autre  plan. 

717.  Lorsque  deux  plans  P et  Q sont  perpen- 
diculaires entre  eux,  toute  droite  AB  perpendi- 
culaire à l’un  de  ces  plans  est  parallèle  à 
l’autre  ou  y est  contenue  tout  entière. 

718.  Tout  plan  Q perpendiculaire  à deux 
autres  P et  P'  qui  se  coupent  est  perpendicu- 
laire à leur  intersection  AB  ( Jig . 83). 

719.  Lorsque  deux  plans  parallèles  P et  P' 
sont  coupés  par  un  troisième  O (. fi 9-  77),  on  a 
pour  les  angles  dièdres  les  relations  données  au 
n'  637  par  les  angles  plans.  Les  réciproques 
sont  également  vraies  quand,  de  plus,  les  in- 
tersections des  deux  premiers  plans  par  le  troi- 
sième sont  parallèles  (711). 

720.  Lorsque  le  plan  sécant  est  perpendicu- 
laire à l’un  des  deux  plans  parallèles,  il  l’est 
aussi  à l’autre. 

721.  Deux  angles  dièdres  qui  ont  les  faces  parallèles  chacune  à cha- 
cune sont  égaux  ou  supplémentaires  (G97). 

722.  Lorsque  d’un  point,  pris  comme  on  voudra,  on  mène  des  per- 
pendiculaires aux  faces  d’un  angle  dièdre,  l'angle  de  ces  perpendicu- 
laires et  l’angle  plan  de  l’angle  dièdre  sont  égaux  ou  supplémen- 
taires (712). 

723.  Le  plan  bissecteur  d’un  angle  dièdre  est  le  lieu  géométrique 
des  points  situés  dans  l’angle  à égale  distance  de  ses  faces  (513). 


Fin.  *3. 
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abrIm  polyèdre*.  Polyèdre*,  ftymétrie. 


724.  On  appelle  angle  solide  ou  angle  polyèdre  la  figure  limitée  à 
un  point  S.  et  formée  par  au  moins  trois  plans  qui  pas- 
sent par  ce  point  et  se  coupeut  consécutivement  deux  à 
deux. 

Le  points  est  le  sommet  de  l’angle  polyèdre. 

Les  intersections  consécutives  SA,  SB...  des  plans  qui 
forment  l'angle  polyèdre  sont  les  arêtes  de  cet  angle  ; 

Â a 1 '*  c chaque  portion  de  plan  indéfinie  ASB  comprise  entre  deux 
arêtes  consécutives  en  est  une  face;  chaque  angle  ASB 
formé  par  deux  arêtes  consécutives  en  est  un  angle  plan , et  chaque 
angle  dièdre  SA  formé  par  deux  faces  consécutives  est  un  de  ses  angles 
dièdres. 

Un  angle  polyèdre  se  désigne  par  la  lettre  S de  son  sommet,  ou,  pour 
éviter  la  confusion  quand  plusieurs  augles  polyèdres  ont  môme  sommet, 
par  les  lettres  SABCD  de  ses  arêtes,  en  commençant  par  celle  du 
sommet. 


723.  Nous  ne  considérerons  que  les  angles  polyèdres  convexes, 
c’est-à-dire  situés  tout  entierd'un  même  côté  de  chacun  des  plans  qui 
les  forment  (562). 

726.  Un  angle  solide  prend  respectivement  le  nom 
P'iî.  «s.  d’angle  trièdre , tétraèdre,  pentaèdre...,  suivant  qu’il  a 


trois , quatre , cinq faces  (54 4). 

727.  Un  angle  trièdre  est  birectangle  ou  trireclangle 
suivant  qu’il  a deux  ou  trois  angles  plans  droits. 

728.  Deux  angles  solides  coïncident  quand  ils  ont 
même  sommet  et  que  leurs  faces  coïncident. 

Deux  angles  solides  susceptibles  de  coïncider  sont 
égaux. 

729.  Deux  angles  solides  SABC,  SA'B'C’  sont  opposés 
au  sommet  lorsque  chacun  d’eux  est  formé  par  les  pro- 
longements des  faces  de  l’autre  (Jig.  85). 
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750.  Deux  angles  trièdres  S et  S'  sont  égaux  : 

1"  Quand  ils  ont  un  angle  dièdre  égal 
compris  entre  deux  angles  plans  égaux 
chacun  à chacun  et  situés  de  la  même  ma- 
nière: SA  =S'A',  ASB = A'S'B',  ASC=A'S’C-; 

2“  Lorsqu'ils  ont  un  angle  plan  égal  ad- 
jacent à deux  angles  dièdres  égaux  chacun 
à chacun  et  situés  de  la  même  manière  : 
ASB  = A’S'B’,  SA  = S'A',  SB  = S B'; 

3"  Lorsqu’ils  ont  les  trois  angles  plans 
égaux  chacun  à chacun  et  situés  de  la 
même  manière  : ASB  — A'S'B,  BSC  =B'S'C,  CSA  = C’S'A'; 

U°  Lorsqu’ils  ont  les  trois  angles  dièdres  égaux  chacun  à chacun  et 
situés  de  la  même  manière  : SA  = S'A',  SB=  S'B',  SC  = S'C’  (567). 

731.  Deux  angles  polyèdres  quelconques  sont  égaux  : 

1*  Lorsqu’ils  ont  les  angles  dièdres  et  les  angles  plans  égaux 
chacun  à chacun  et  placés  de  la  même  manière. 

2“  Lorsqu’ils  ont  leurs  arêtes  parallèles  chacune  à chacune  et  situées 
de  la  même  manière. 

732.  Deux  angles  polyèdres  quelconques  opposés  à l’arête  ont  les 
angles  dièdres  et  les  angles  plans  égaux  chacun  à chacun  (729),  mais 
situés  dans  un  ordre  inverse.  Ainsi , ils  peuvent  ne  pas  être  égaux , 
c’est-à-dire  susceptibles  de  coïncider. 

733.  Dans  tout  angle  trièdre.un  angle  plan  quelconque  est  plus  petit 
que  la  somme  et  plus  grand  que  la  différence  des  deux  autres  (549). 

734.  La  somme  des  angles  plans  d’un  angle  polyèdre  quelconque  est 
moindre  que  quatre  angles  droits. 

733.  Les  plans  bissecteurs  des  trois  angles  dièdres  d’un  trièdre  se 
coupent  suivant  une  même  droite,  qui  est  le  lieu  géométrique  des 
points  situés  dans  l’angle  à égale  distance  de  ses  surfaces  (513). 

730.  Si  d’un  point  S',  pris  dans  l’intérieur  d’un  angle  trièdre  SABC, 
on  abaisse  des  perpendiculaires  S'A',  S'B’,  S'C’  sur 
les  faces  respectives  BSC,  ASC,  ASB  de  cet  angle 
trièdre,  on  forme  un  second  angle  trièdre  S'A'B'C', 
sur  les  faces  respectives  B'S'C’,  A'S’C,  A'S'B'  duquel 
les  arêtes  SA , SB,  SC  du  premier  sont  perpendi- 
culaires. 

De  plus , les  angles  trièdres  S et  S'  sont  supplé- 
mentaires , c’est-à-dire  que  les  angles  plans  de 
chacun  d’eux  sont  les  suppléments  des  angles 
plans  des  angles  dièdres  de  l’autre  (712).  Ainsi , A'S'B'  est  le  supplément 
de  l’angle  plan  A 'OB'  de  l’angle  dièdre  SC;  de  même  l'angle  .ASB  est  le 
supplément  de  l’angle  plan  de  l'angle  dièdre  S'C'. 

737.  Un  solide  terminé  de  toutes  parts  par  des  polygones  (543)  se 
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nomme  polyèdre.  Ces  polygones  sont  les  faces  du  polyèdre.  Une  droite 
suivant  laquelle  deux  faces  consécutives  se  rencontrent  s’appelle  arête 
ou  côté  du  polyèdre.  Les  sommets  d’un  polyèdre  sont  les  sommets  des 
angles  solides  formés  par  ses  faces.  Uno  droite  qui  joint  deux  som- 
mets non  situés  sur  la  môme  face  est  une  diagonale  du  polyèdre. 

758.  Un  polyèdre  prend  respectivement  les  noms  de  tétraèdre , pen- 
taèdre, hexaèdre....,  selon  qu'il  a h,  5,  6....  faces  (544). 

739.  Le  prisme  est  un  polyèdre  compris  sous  plusieurs  plans  qui  se  ren- 
contrent consécutivement  suivant  des  droites  AG,  Ull, 
Cl...  parallèles  entre  elles,  et  qui  sont  terminés  do  part 
et  d'autre  à deux  plans  parallèles.  Ces  droites  sont  les 
arêtes  latérales  du  prisme.  Chacune  des  faces  ABIIG , 
BCIH....  comprises  entre  deux  arêtes  latérales  est  une 
face  latérale  du  prisme.  Les  deux  polygones  ABCDE, 
FGHIK  auxquels  se  terminent  les  arêtes  latérales  sont 
les  bases  du  prisme.  La  hauteur  du  prisme  est  la  dis- 
tance des  deux  bases  (694). 

740.  Dans  tout  prisme  les  arêtes  latérales  sont  égales  entre  elles  (G94), 
et  les  faces  latérales  sont  des  parallélogrammes. 

741.  Un  prisme  est  droit  ou  oblique  selon  que  ses  arêtes  latérales  sont 
perpendiculaires  ou  obliques  aux  plans  des  bases  (675). 

742.  Un  prisme  est  triangulaire,  quadr angulaire , pentagonal...., 
selon  que  ses  bases  sont  des  triangles,  des  quadrilatères,  des  penta- 
gones... (544). 

743.  Un  prisme  est  dit  régulier,  lorsqu’il  est  droit  et  que  sa  base  est 
un  polygone  régulier  (657). 

744.  Les  sections  faites  dans  un  prisme  par  des  plans  parallèles  sont 
des  polygones  égaux.  Ainsi  les  deux  bases  d’un  prisme  sont  égales,  et 
toute  section  faite  par  un  plan  parallèle  aux  bases  est  égale  à ces  bases. 

748.  La  section  faite  dans  un  prisme  par  un  plan  perpendiculaire 
aux  arêtes  latérales  est  dite  section  droite. 

740.  Un  tronc  de  prisme  est  la  partie  d’un  prisme  comprise  entre 
l’une  des  bases  et  la  section  faite  par  un  plan  non  parallèle  à la  base. 
Cette  base  et  la  section  sont  les  bases  du  tronc. 

747.  On  donne  le  nom  de  parallélipipède  à un  prisme  qui  a pour 
base  un  parallélogramme  EFGH  (552). 

Ainsi  un  parallélipipède  est  un  hexaèdre  compris 
sous  six  parallélogrammes  deux  à deux  égaux  et  pa- 
rallèles. 

La  base  d'un  parallélipipède  est  indifféremment  une 
face  quelconque.  La  hauteur  d'un  parallélipipède  est  la 
distance  de  la  base  4 la  face  opposée. 

748.  Le  parallélipède  rectangle  est  celui  dont  toutes 
des  rectangles.  Les  trois  arêtes  ED,  EH,  EF,  aboutissant  à 


Fig.  89. 
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un  même  sommet  quelconque  E,  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

749.  Le  cube  est  un  parallélipipède  rectangle  dont  toutes  les  faces 
sont  des  carrés.  Toutes  les  arêtes  sont  égales. 


7(50.  La  pyramide  est  un  polyèdre  compris  sous  un  polygone  ABCD, 
et  les  triangles  qui  ont  pour  bases  les  différents  côtés  du 
polygone  et  pour  sommet  commun  un  points  situé  hors 
du  plan  de  ce  polygone.  Le  polygone  ABCD  est  la  base 
de  la  pyramide.  Le  sommet  S opposé  à la  base  est  le 
sommet  de  la  pyramide.  La  hauteur  de  la  pyramide  est 
la  perpendiculaire  SO  abaissée  du  sommet  sur  le  plan  de 
la  base.  Les  arêtes  latérales  d'une  pyramide  sont  celles 
SA,  SB.....  qui  joignent  le  sommet  à la  base.  Les  faces 
latérales  d'une  pyramide  sont  celles  SAB,  SBC.....  qui 
ont  pour  sommet  commun  celui  de  la  pyramide. 

751.  Une  pyramide  est  triangulaire,  quadrangulaire,  pentagonale... 
selon  qu’elle  a pour  base  un  triangle,  un  quadrilatère,  un  pentagone... 

752.  Une  pyramide  est  dite  régulière,  lorsque  sa  base  est  un  poly- 
gone régulier  et  que  ses  arêtes  latérales  sont  égales  entre  elles.  Sa  sur- 
face latérale  est  composée  de  triangles  isocèles  égaux,  dont  la  hauteur 
est  l'apothème  de  la  pyramide  (657). 

753.  Un  plan  P,  parallèle  au  plan  de  la  base  ABCDE  d’une  pyramide, 

1°  coupe  en  parties  proportionnelles  les  arêtes 
Fig  »»•  latérales  SA,  SB....  et  la  hauteur  SA.  Ainsi  on  a 


Fig.  90. 
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SA  _ SB  _ SA 
SA'  SB'  SA' 

est  semblable  à la  base,  et  le  rapport  de  ces 
polygones  est  égal  à celui  des  carrés  des  arêtes 
latérales  et  des  hauteurs  des  deux  pyramides  : 
ABCDE  _ SA*  _ SA* 

A'B'C'D'E'  ~ st’'*  “ SA*’ 

754.  Les  sections  faites  dans  deux  pyra- 
mides de  même  hauteur  par  des  plans  menés  à 
égale  distance  des  bases  et  parallèlement  & ces 
bases  sont  entre  elles  comme  ces  bases.  Si  les  bases  sont  équivalentes , 


arnsi 


. = . : 2"  la  section  A'B'C'D'E' 


(643) 


les  sections  le  sont  également. 

753.  Un  tronc  de  pyramide  est  la  partie  d’une  pyramide  comprise 
entre  la  base  et  la  section  faite  par  un  plan  quelconque.  La  base  de  la 
pyramide  et  ia  section  sont  les  bases  du  tronc.  Lorsque  le  tronc  de 
pyramide  est  à bases  parallèles  'fig.  91),  la  hauteur  du  tronc  est  la  dis- 
tance AA'  des  deux  bases. 

736.  Un  polyèdre  est  convexe,  lorsqu’il  est  Situé  entièrement  d’un 
même  côté  du  plan  de  l’une  quelconque  de  ses  faces  (562). 

737 . Deux  polyèdres  sont  de  même  espèce  lorsque  leurs  surfaces  sont 
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composées  d'un  même  nombre  de  triangles,  de  quadrilatères,  de  pen- 
tagones  situés  de  la  même  manière.  Ainsi  deux  prismes  ou  deux 

pyramides  sont  de  même  espèce,  lorsque  leurs  bases  ont  le  même 
nombre  de  qôtés. 

738.  Deux  tétraèdres  sotit  égaux  : 1”  quand  ils  ont  un  angle  solide 
égal  compris  entre  trois  arêtes  égales  chacune  à chacune  et  situées  de 
la  même  manière;  2"  quand  ils  ont  un  angle  dièdre  égal  compris  entre 
deux  faces  égales  chacune  à chacune  et  situées  de  la  même  manière; 
3”  lorsqu’ils  ont  une  face  égale  adjacente  à trois  angles  dièdres  égaux 
chacun  à chacun  et  situés  de  la  même  manière;  4 * lorsqu’ils  ont  les 
arêtes  égales  chacune  à chacune  et  situées  de  la  même  manière  (730). 

739.  Deux  prismes  sont  égaux  lorsqu'ils  sont  un  angle  dièdre  à la 
base  égal  et  compris  entre  deux  faces  égales  chacune  à chacune  et  si- 
tuées de  la  même  manière.  Deux  prismes  droits  de  même  base  et  de 
même  hauteursontégaux.  Tous  les  cubes  qui  ont  un  côté  égal  sontégaux. 

760.  Dans  tout  polyèdre  le  nombre  des  sommets  augmenté  du 
nombre  des  faces  est  égal  au  nombre  des  arêtes  augmenté  de  deux 
unités.  Ainsi,  S étant  le  nombre  des  sommets,  F celui  des  faces,  et  A 
celui  des  arêtes,  on  a 

t S+F=A4  2. 

761.  Le  nombre  des  conditions  nécessaires  pour  l’égalité  de  deux 
polyèdres  de  même  espèce  (757)  est  égal  au  nombre  A des  arêtes. 

762 . La  somme  des  angles  plans  de  toutes  les  faces  d'un  polyèdre 
est  égale  à autant  de  fois  quatre  angles  droits  qu’il  y a de  sommets 
moins  deux  dans  le  polyèdre.  Ainsi,  j étant  la  somme  des  angles  plans 
exprimée  en  angles  droits,  et  S le  nombre  des  sommets , on  a 

s—U( S— 2);  pour  S=8,  r=4(8 — 2)  = 24  droits.  (565) 

763.  Dans  tout  parait élipip'ede  (747)  : 1°  les  diagonales  se  coupent 
mutuellement  en  deux  parties  égales;  2°  la  somme  des  carrés  des  dia- 
gonales est  égale  à la  somme  des  carrés  des  côtés.  Ainsi,  A,  B,  C,  D étant 
les  diagonales,  et  a,  b,  c étant  les  trois  côtés  différents,  on  a 

‘ A5  + B5  + C*  + D*=4a*  + 46*  + 4c5.  (656) 

Pour  le  parallélipipède  rectangle,  les  quatre  diagonales  sont  égales, 
et  on  a 

4Ds=4a*  + 45*  + 4c5  ou  D,=a*+6*  + c5, 

c’est-à-dire  que  le  carré  de  la  diagonale  est  égal  à la  somme  des  carrés 
des  trois  côtés. 

Si  le  parallélipipède  est  un  cube,  les  trois  côtés  sont  égaux,  et 
on  a 

D‘  = 3c»,  d’où  ^ = V3.  (648) 
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Ainsi  le  rapport  de  la  diagonale  au  côlé  du  cube  est  égal  à la  racine 
carrée  de  3. 

764.  Deux  points  sont  symétriques  par  rapport  à un  troisième, 
lorsque  celui-ci  divise  en  deux  parties  égales  la  droite  qui  joint  les  deux 
autres. 

Deux  points  sont  symétriques  par  rapjwrt  à wie  droite  ou  à un  plan, 
lorsque  cette  droite  ou  ce  plan  est  perpendiculaire  au  milieu  de  la 
droite  qui  joint  les  deux  points. 

763.  Deux  droites  sont  symétriques  par  rapport  à un  point,  à une 
droite,  à un  plan,  lorsque  leurs  extrémités  sont  symétriques  par  rap- 
port à ce  point,  A cette  droite  ou  à ce  plan. 

Ce  point,  cette  droite,  ce  plan  s'appellent  respectivement  centre  de 
symétrie,  axe  de  symétrie,  plan  de  symétrie. 

766.  Deux  polygones  ou  deux  polyèdres  sont  symétriques  par  rap- 
port à un  point,  à une  droite  ou  à un  plan,  lorsque  chaque  sommet  de 
l’un  est  symétrique  d'un  sommet  de  l’autre  par  rapport  au  point,  à la 
droite  ou  au  plan  dont  il  s’agit. 

767.  Deux  droites,  deux  polygones  ou  deux  polyèdres  symétriques 
nar  rapport  à une  droite  sont  égaux  entre  eux. 

768.  Deux  droites  ou  deux  polygones  symétriques  par  rapport  à un 
point  ou  par  rapport  à un  plan  sont  égaux. 

769.  Deux  angles  polyèdres  ou  deux  polyèdres  symétriques  par  rap- 
port à un  point  ou  par  rapport  à un  plan  ont  les  angles  dièdres  homo- 
logues égaux  et  situés  dans  un  ordre  inverse. 


LIVRE  III. 


Les  trois  corps  ronds. 


770.  Le  cylindre  droit  à base  circulaire  est  le  solide  engendré  par 
un  rectangle  ABCD  qui  fait  une  révolution  entière  au- 
*',B’  tour  d’un  de  ses  côtés.  Le  côté  immobile  AB  est  l’axe  du 

' B cylindre.  Les  bases  du  cylindre  sont  les  cercles  décrits 

par  les  côtés  AD  et  BC  perpendiculaires  à l’axe.  La 
hauteur  du  cylindre  est  la  distance  AB  des  deux  bases. 
La  surface  latératérale  du  cylindre  est  la  surface  en- 
gendrée par  le  côté  CD  parallèle  à l’axe.  CD  prend  le 
nom  de  génératrice. 
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771.  Le  cône  droit  à base  circulaire  est  un  solide  engendré  par  un 
triangle  rectangle  ABS  qui  fait  une  révolution  entière 
autour  d’un  des  côtés  de  l'angle  droit.  Le  côté  immo- 
bile SB  est  Tore  ou  la  hauteur  du  cône.  La  base  du  cône 
est  le  cercle  engendré  par  le  côté  AB  perpendiculaire 
à l'axe.  Le  côté  ou  l'apothème  du  cône  est  l’hypoté- 
nuse AS  du  triangle  générateur.  Le  sommet  du  cône  est 
le  point  de  rencontre  S de  la  hauteur  et  du  côté  du 
cône.  La  surface  latérale  du  cône  est  la  surface  engen- 
drée par  l’hypoténuse  SA  du  triangle  générateur; 
SA  prend  le  nom  de  génératrice. 


772.  Tout  plan  sécant  mené  dans  un  cylindre  droit  à base  circulaire 
parallèlement,  1°  à ses  bases,  2°  à son  axe,  coupe  le  cylindre,  i"  sui- 
vant un  cercle  égal  aux  bases,  2”  suivant  un  rectangle  ayant  deux 
positions  de  la  génératrice  pour  côtés  opposés. 

773.  Tout  plan  sécant  mené  dans  un  cône  à base  circulaire,  1*  pa- 
rallèlement à sa  base  et  par  suite  perpendiculaire  à son  axe,  2*  par  son 
sommet,  coupe  le  cône,  1°  suivant  un  cercle,  2”  suivant  un  triangle 
isocèle  qui  a pour  côtés  égaux  deux  positions  de  la  génératrice. 


774.  Un  tronc  de  cône  est  la  partie  d’un  cône  comprise  entre  la  base 
et  la  section  faite  par  un  plan  quelconque.  La  base  du  cône  et  la  sec- 
tion sont  les  bases  du  tronc. 

Le  côté  d'un  tronc  de  cône  droit  à bases  parallèles  est  la  partie  AB 
de  la  génératrice  comprise  entre  les  deux  bases  (fig.100),  et  la  hauteur 
du  tronc  est  la  distance  CD  des  deux  bases  (755;. 


7715.  En  général , on  donne  le  nom  de  surface  cylindrique  à la  sur- 
face engendrée  par  une  droite  .AB,  nommée  gé- 
nératrice, qui  se  meut  en  restant  parallèle  à elle- 
même  et  en  s’appuyant  sur  une  courbe  quelconque 
CDE,  appelée  directrice. 

776.  Quand  la  directrice  CDE  est  une  courbe 
plane  fermée,  tout  plan  parallèle  au  plan  de  la  di- 
rectrice coupe  la  surface  cylindrique  suivant  une 
courbe  C’D'E'  égale  à la  directrice,  et  on  nomme 
cylindre  le  solide  CDEC'D'E'  compris  entre  les  sur- 
faces planes  limitées  par  ces  courbes  et  la  surface 
cylindrique  interceptée  entre  ces  mêmes  courbes. 

Les  deux  surfaces  planes  égales  et  parallèles  CDE,  C'D'E'  sont  les 
bases  du  cylindre,  et  la  distance  HH'  des  deux  bases  en  est  la  hauteur. 

Un  cylindre  est  droit  ou  oblique,  selon  que  la  génératrice  est  ou 
n’est  pas  perpendiculaire  aux  plans  des  bases. 

Dans  le  cylindre  droit  à base  circulaire,  la  directrice  est  une  circon- 
férence (770). 

U 
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777.  La  section  droite  d'un  cylindre  est  la  section  faite  dans  ce  cy- 
lindre par  un  plan  perpendiculaire  à la  génératrice  (745). 

778.  Un  prisme  est  inscrit  dans  un  cylindre  lorsque  ses  bases  sont 
inscrites  dans  celles  du  cylindre. 

770.  De  même  que  l’on  peut  regarder  le  cercle  et  en  général  une  sur- 
face plane  quelconque  limitée  par  une  courbe  comme  étant  la  limite 
des  polygones  inscrits  dont  on  rend  les  côtés  infiniment  petits  en  aug- 
mentant indéfiniment  le  nombre  de  ces  côtés  (505),  le  cylindre  peut  être 
considéré  comme  étant  la  limite  des  prismes  inscrits  qui  ont  ces  poly- 
gones pour  bases.  Ainsi  le  cylindre  droit  peut  être  considéré  comme 
étant  un  prisme  droit,  et  un  cylindre  oblique  comme  étant  un  prisme 
oblique.  Par  suite,  toute  propriété  de  la  surface  ou  du  volume  de  ces 
prismes  s’étend  à ces  cylindres,  pourvu  que  cette  propriété  soit  indé- 
pendante du  nombre  des  côtés  de  la  base  de  ces  prismes,  et  qu’on 
remplace  la  base  et  la  hauteur  de  ces  prismes  par  la  base  et  la  hauteur 
des  cylindres. 

780.  La  surface  latérale  d'un  prisme  se  développe  suivant  une  sur- 
face plane.  Lorsque  le  prisme  est  droit,  le  développement  est  un  rec- 
tangle qui  a pour  hauteur  la  hauteur  du  prisme,  et  pour  base  une 
droite  dont  la  longueur  est  égale  à la  somme  des  longueurs  des  côtés 
de  la  base  du  prisme. 

De  même  la  surface  latérale  d’un  cylindre  se  développe  suivant  une 
surface  plane,  et  lorsque  le  cylindre  est  droit,  le  développement  de 
la  surface  latérale  est  un  rectangle  qui  a pour  hauteur  celle  du  cy- 
lindre, et  pour  base  le  développement  du  contour  de  la  base  du  cy- 
lindre. 

781.  On  donne  en  général  le  nom  de  surface  conique  à la  surface 

engendrée  par  une  droite  SA  qui  se  meut  en  pas- 
Eig.  os.  sant  par  un  p0jnt  fixe  S et  en  s'appuyant  sur  une 

s courbe  donnée  BCD.  La  droite  mobile,  le  point  fixe 

/\  et  la  courbe  fixe  sont  respectivement  appelés  gènè- 

I ratrice,  sommet  et  directrice. 

/ i \ 782.  Lorsque  la  directrice  BCD  est  le  contour 

d’une  surface  plane,  le  solide  SBCD  compris  entre 

a/  fT  cette  surface  et  le  sommet  prend  le  uom  de  cône. 

Cette  surface  est  la  base  du  cône,  et  la  distacoe  SI1 
du  sommet  au  plan  de  la  base  est  la  hauteur  du  cône. 

Lorsque  la  directrice  est  une  circonférence , et  que  le  sommet  est  sur 
une  perpendiculaire  menée  au  plan  de  la  base  par  le  centre,  le  cône 
est  droit  à base  circulaire  (771). 

783.  Une  pyramide  est  inscrite  dans  un  cône  lorsqu’elle  a pour 
sommet  le  sommet  du  cône,  et  pour  base  uu  polygone  inscrit  dans  la 
base  du  cône. 

784.  Le  cône  peut  être  considéré  comme  étaut  la  limite  des  pyra- 
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roides  inscrites  dont  on  rendrait  les  côtés  de  la  hase  infiniment  petits  en 
augmentant  indéfiniment  le  nombre  de  ces  côtés  (779).  Ainsi  le  cône 
droit  à base  circulaire  (771)  peut  être  considéré  comme  étant  une  py- 
ramide régulière  1 752)  dont  l’apothème  est  le  côté  du  cône,  et  dont  la 
base  est  un  cercle;  eten  général  on  peut  considérer  un  cône  quelconque 
comme  étant  une  pyramide.  Par  suite,  toute  propriété  de  la  surface  ou 
du  volume  delà  pyramide  s'étend  au  cône,  pourvu  que  cette  propriété 
soit  indépendante  du  nombre  des  côtés  de  la  base  de  la  pyramide. 

788.  La  surface  latérale  d’une  pyramide  se  développe  suivant  une  . 
surface  plane,  et  il  en  est  de  même  de  la  surface  latérale  d'un  cône. 
Quand  le  cône  est  droit  à base  circulaire,  le  développement  de  la  sur- 
face latérale  est  un  secteur  circulaire  ayant  pour  rayon  le  côté  du 
cône,  et  pour  base  un  arc  d'une  longueur  égale  à celle  de  la  circonfé- 
rence de  la  base  du  cône  (869  . 

786.  Un  plan  est  tangent  à un  cylindre  ou  à un  cône  droit  à base 
circulaire  lorsqu'il  rencontre  la  surface  du  solide  suivant  une  seule 
position  de  la  génératrice.  Pour  cela  il  suffit  qu’il  contienne  une  tan- 
gente EF  à la  base  du  cylindre  ou  du  cône  et  la  génératrice  qui  passe 
par  le  point  de  contact  E (_/?</.  92  et  93).  Cela  s’applique  encore  à un 
cylindre  ou  à un  cône  quelconque  dont  la  directrice  est  convexe. 

787.  Tout  plan  tangent  au  cylindre  ou  au  cône  droit  5 base  circu- 
laire est  perpendiculaire  au  plan  passant  par  l’axe  et  la  génératrice 
de  contact. 

788.  Un  fuseau  cylindrique  ECDG  ou  conique  SEC  est  la  partie  de  la 
surface  latérale  d'un  cylindre  ou  d’un  cône  droit  à base  circulaire, 
comprise  entre  deux  plans  conduits  suivant  l’axe.  La  base  du  fuseau 
est  la  partie  EC,  de  la  circonférence  de  la  base  du  cylindre  ou  du  cône, 
comprise  entre  les  mêmes  plans  (fig.  92  et  93). 

789.  Un  onglet  cylindrique  ABECDG  ou  conique  SBEC  est  la  partie 
d’un  cylindre  ou  d’un  cône  droit  à base  circulaire  comprise  entre  deux 
plans  conduits  suivant  l’axe.  La  base  de  ronglet  est  la  partie  BEC,  de 
la  base  du  cylindre  ou  du  cône,  comprise  entre  les  mômes  plans 

est  un  solide  dans  lequel  est  un  point  O également 
distant  de  tous  les  points  de  la  surface  (575). 

On  peut  considérer  la  sphère  comme  engendrée 
par  un  demi-cercle  KC1I  qui  fait  une  révolution 
complète  autour  de  son  diamètre  K il. 

Toute  droite  OA  allant  du  centre  à la  surface  est 
un  rayon.  Une  droite  AB  qui  a ses  extrémités  sur  la 
surface  de  la  sphère  est  une  corde.  Une  corde  CD 
qui  passe  par  le  centre  est  un  diamètre.  Tous  les 
diamètres  sont  doubles  du  rayon , et  par  suite  égaux  entre  eux. 

Toute  section  CED  faite  dans  la  sphère  par  un  plan  qui  passe  par  le 


(jig.  et  9ü). 
700.  La  sphèi 
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centre  est  un  grand  cercle.  Le  quart  CE  = ED  de  la  circonférence  d’un 
grand  cercle  s'appelle  quadrant. 

La  section  AFB  faite  dans  la  sphère  par  un  plan  qui  ne  passe  pas  par 
le  centre  est  un  petit  cercle. 

791.  Dans  une  même  sphère  ou  dans  des  sphères  égales,  deux  cercles 
également  distants  du  centre  sont  égaux,  et  de  deux  cercles  inégale- 
ment distants  du  centre  de  la  sphère,  le  plus  petit  est  le  plus  éloigné 
du  centre.  Les  réciproques  sont  également  vraies  (583). 

792.  La  distance  d'un  point  à un  autre  sur  la  surface  de  la  sphère  est 
l’arc  de  grand  cercle  qui  joint  ces  deux  points. 

795.  Les  extrémités  H et  K du  diamètre  perpendiculaire  au  plan  d'un 
cercle  AFB  sont  les  pôles  de  ce  cercle. 

794.  Le  pôle  K d’un  cercle  AFB  est  également  distant  de  tous  les 
points  de  la  circonférence  de  ce  cercle,  c’est-à-dire  que  tous  les  arcs 
de  grand  cercle  menés  du  pôle  à la  circonférence  sont  égaux.  Bécipro- 
quement,  si  une  ligne  tracée  sur  la  surface  de  la  sphère  a tous  ses 
points  situés  à égale  distance  d’un  même  point  de  cette  surface,  elle  est 
une  circonférence  qui  a ce  point  pour  pôle. 

793.  L 'angle  de  deux  arcs  AB,  AC  qui  se  rencontrent  sur  la  sphère 
est  l’angle  des  tangentes  AD,  AE  menées  à ces  arcs 
par  leur  point  de  rencontre.  Ce  point  est  le  sommet 
de  l’angle.  Les  arcs  en  sont  les  côtés. 

79G.  On  nomme  fuseau  sphérique,  la  partie  ABFCA 
de  la  surface  de  la  sphère,  comprise  entre  deux 
demi-circonférences  de  grand  cercle  terminés  aux 
extrémités  d’un  même  diamètre  AF.  L'angle  du  fu- 
seau est  l’angle  DAE  des  arcs  qui  le  terminent. 

707.  Ou  nomme  onglet  sphérique , la  partie  AOFBC  de  sphère  com- 
prise entre  deux  plans  AFB,  AFC  qui  se  rencontrent  suivant  un  diamètre. 
L’angle  dièdre  que  font  ces  plans  est  l 'angle  de  l'onglet.  Cet  angle  dièdre 
a pour  angle  plan  l'angle  DAE  (712). 

790.  Un  fuseau  ou  un  onglet  sphérique  est  droit,  aigu  ou  obtus, 
selon  que  son  angle  est  droit,  aigu  ou  obtus  (706). 

799.  Deux  grands  cercles  dont  les  plans  sont  perpendiculaires  entre 
eux  partagent  la  sphère  en  quatre  onglets  droits  égaux  entre  eux , et  sa 
surface  en  quatre  fuseaux  droits , qui  sont  aussi  égaux  entre  eux. 

800.  La  partie  ABC  de  la  surface  d’une  sphère,  terminée  par  plus  de 
deux  arcs  de  grand  cercle,  s'appelle  polygone  sphérique.  Ces  arcs  sont 
les  côtés  du  polygone ; on  les  suppose  toujours  plus  petits  qu’une  demi- 
circonférence. 

801.  Un  triangle  sphérique  est  rectangle,  isocèle,  équilatéral 'dans 
les  mêmes  cas  qu’un  triangle  rectiligne  (545,  547,  548;. 

Un  triangle  sphérique  est  bircciangle  ou  trirectanglc  selon  qu’il 
a deux  ou  trois  angles  droits. 
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1102.  Un  triangle  sphérique  est  polaire  d'un  autre  triangle  lorsque 
les  sommets  du  premier  sont  les  pôles  des  côtés  du  second  (793).  On 
suppose  qu’on  prend  pour  pôle  de  chaque  côté  du  triangle  celui  qui 
est  situé  dans  le  même  hémisphère  que  ce  triangle,  par  rapport  à la 
circonférence  dont  ce  côté  fait  partie. 

«03.  Une  pyramide  sphérique  est  un  solide  OARC  compris  sous  un 
polygone  sphérique  ABC,  et  les  secteurs  circulaires  OAB,  OAC,  OBC. 
qui  ont  pour  bases  les  différents  côtés  du  polygone  et  pour  sommet 
commun  le  centre  de  la  sphère  (fig.  97).  Ce  polygone  est  la  base  de  Ut 
pyramide.  Le  centre  de  la  sphère  en  est  le  sommet. 

«04.  Une  pyramide  sphérique  est  birectangle  ou  trireclangle  selon 
que  sa  base  est  un  triangle  birectangle  ou  trirectangle  (801). 

803.  Trois  grands  cercles,  tels  que  le  plan  de  chacun  d’eux  est  per- 
pendiculaire aux  plans  des  deux  autres,  partagent  la  sphère  en  huit  py- 
ramides trircctangles  égales  entre  elles,  et  sa  surface  en  huit  triangles 
trirectangles  égaux  entre  eux. 

800.  Dans  tout  triangle  sphérique  un  côté  quelconque  est  plus  petit 
que  la  somme  des  deux  autres  et  plus  grand  que  leur  différence  (549). 

807.  La  somme  des  côtés  de  tout  polygone  sphérique  est  moindre 
que  la  circonférence  d’un  grand  cercle. 

808.  I, 'angle  de  deux  arcs  de  grand  cercle  (795)  est  égal  à l’angle 
plan  de  l’angle  dièdre  formé  par  les  plans  des  deux  arcs. 

l^es  angles  d'un  polygone  sphérique  sont  les  angles  plans  des  angles 
dièdres  formés  par  les  plans  de  ses  côtés  (712). 

800.  La  somme  des  angles  d’un  triangle  sphérique  est  moindre  que  6 
et  plus  grande  que  2 droits. 

810.  Deux  triangles  sphériques  situés  sur  la  même  sphère  ou  sur 
des  sphères  égales  sont,  égaux:  1"  quand  ils  ont  un  angle  égal  compris 
entre  côtés  égaux  chacun  à chacun  et  placés  de  la  même  manière; 
2"  quand  ils  ont  un  côté  égal  adjacent  A deux  angles  égaux  chacun  à 
chacun  et  placés  de  la  même  manière;  3“  lorsqu’ils  ont  les  trois  côtés 
égaux  chacun  à chacun  et  placés  de  la  même  manière;  4°  quand  ils 
ont  les  trois  angles  égaux  chacun  à chacun  et  placés  de  la  même 
manière  (567,  730). 

811.  On  peut  construire  un  triangle  sphérique  : 1“  étant  donnés  deux 
côtés  et  l'angle  qu'ils  comprennent  ; 2“  étant  donnés  un  côté  et  les  deux 
angles  adjacents;  3"  étant  donnés  les  trois  côtés;  4”  étant  donnés  les 
trois  angles  (573). 

812.  On  appelle  zone,  la  partie  de  surface  d’une  sphère  comprise 
entre  deux  plans  parallèles  CED,  AEB  (fig.  96).  Les  bases  de  la  zone 

sont  les  deux  circonférences  CED,  AEB  qui  la  terminent  Lorsque  l’un 
des  deux  plans  est  tangent  à la  sphère,  la  zone  n'a  qu’une  base,  et  elle 
prend  le  nom  de  calotte  sphérique. 

813.  On  nomme  segment  sphérique,  la  partie  de  sphère  comprise 
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entre  deux  plans  parallèles  CED,  AFBf./fy.  96).  Les  bases  <Tun  segment 
sont  les  deux  cercles  CED,  AFB  qui  le  terminent  Lorsqu’un  des  deux 
plans  parallèles  est  tangent  à la  sphère,  le  segment  n’a  qu'une  base. 

814.  1a i hauteur  dune  sone  ou  dun  segment  sphérique  est  la  dis- 
tance 01  des  deux  plans  parallèles  qui  comprennent  la  zone  ou  le 
segment  (Jig.  96). 

813.  Une  droite  est  inscrite  dans  une  sphère  lorsqu’elle  a ses  extré- 
mités sur  la  surface  de  la  sphère;  telle  est  AB  [Jig.  96). 

818.  Un  polyèdre  inscrit  est  celui  dont  tous  les  côtés  sont  inscrits 
dans  la  sphère.  Une  sphère  est  circonscrite  à un  polyèdre  quand  le 
polyèdre  est  inscrit  dans  la  sphère  (588). 

817.  Étant  donnés  quatre  points  non  situés  dans  un  même  plan  on 
peut  toujours  trouver  un  point  également  distant  des  quatre  premiers; 
mais  on  n'en  peut  trouver  qu’un  seul,  qui  est  le  centre  de  la  sphère  que 
l'on  peut  toujours  faire  passer  par  ces  quatre  points  (597). 

818.  Les  six  plans  perpendiculaires  aux  milieux  des  arêtes  d’un  té- 
traèdre se  rencontrent  au  point  unique  également  distant  des  quatre 
sommets  du  tétraèdre.  Ce  point  est  le  centre  de  la  sphère  que  l'on  peut 
toujours  circonscrire  au  tétraèdre. 

810.  Une  ligne  droite  AE  et  une  sphère  O sont  tangentes  lorsqu’elles 
ont  un  seul  point  A commun  Jig.  97). 

820.  Un  plan  DAE  est  tangent  à une  sphère  O lorsqu’il  rencontre  sa 
surface  en  un  seul  point  A Jig.  97). 

Tout  plan  DAE  perpendiculaire  à l’extrémité  du  rayon  OA  est  tan- 
gent à la  sphère  (590).  Toute  droite  AD  perpendiculaire  à l’extrémité  du 
rayon  OA  est  tangente  à la  sphère,  et  située  dans  le  plan  tangent  à la 
sphère  au  point  A [Jig.  97). 

821.  Un  polyèdre  est  circonscrit  à taie  sphère  lorsque  chacune  de  ses 
faces  est  tangente  à la  sphère. 

Une  sphère  est  inscrite  dans  un  polyèdre  lorsque  le  polyèdre  est  cir- 
conscrit à la  sphère  (593). 

822.  Les  six  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres  d’un  tétraèdre  se 
rencontrent  au  point  unique  également  distant  des  quatre  faces  du 
tétraèdre.  Ce  point  est  le  centre  de  la  sphère  que  l'on  peut  toujours  in- 
scrire dans  le  tétraèdre. 

823.  Deux  sphères  sont  tangentes  lorsqu'elles  ont  un  seul  point 
commun  (591). 

824.  Deux  sphères  qui  ont  un  point  commun  sur  la  ligne  des  centres, 
c’êst-it-dire  sur  la  droite  qui  passe  par  les  centres,  sont  tangentes  exté- 
rieurement ou  intérieurement  selon  que  ce  point  est  situé  entre  les 
centres  ou  sur  un  des  prolongements  de  la  droite  qui  les  joint. 

On  a pour  les  surfaces  des  sphères  des  propositions  analogues  à celles 
données  aux  n”‘  598  et  suivants  pour  les  circonférences  ; seulement  les 
surfaces  des  sphères  se  coupent  suivant  des  circonférences. 


Digitized  by  Google 


LITRE  IV. — LES  POLYÈDRES  SEMBLABLES  ET  LA  MESURE  DES  ANGLES.  199 


LIVRE  IV. 


Lf*  polyèdres  semblable»  et  la  mesure  de»  angle*. 


823.  Deux  polyèdres  sont  semblables  lorsqu'ils  ont  les  angles  dièdres 
égaux  chacun  à chacun  et  situés  dans  le  même  ordre,  et  les  faces  ho- 
mologues semblables  (611). 

826.  Deux  tétraèdres  sont  semblables  ; 1°  lorsqu'ils  ont  un  angle 
solide  égal  compris  entre  arêtes  proportionnelles  et  situées  de  la  même 
manière;  2“  lorsqu’ils  ont  un  angle  dièdre  égal  compris  entre  deux 
faces  semblables  chacune  à chacune  et  situées  de  la  même  manière; 
3°  lorsqu'ils  ont  une  face  semblable  adjacente  à trois  angles  dièdres 
égaux  chacun  à chacun  et  situés  de  la  même  manière;  ù“  lorsqu’ils  ont 
les  arêtes  proportionnelles  et  situées  de  la  même  manière  (613). 

827.  Deux  prismes  ou  deux  pyramides  sont  semblables,  lorsqu’ils  ont 
un  angle  dièdre  à la  base  égal  et  compris  entre  deux  faces  semblables 
chacune  à chacune  et  situées  de  la  même  manière. 

828.  Deux  prismes  ou  deux  pyramides  réguliers  (7ù3, 752)  sont  sem- 
blables lorsque  leurs  bases  sont  des  polygones  semblables,  et  que  leurs 
hauteurs  sont  entre  elles  comme  les  côtés  des  bases,  ou  encore  comme 
les  rayons  des  cercles  inscrits  ou  circonscrits  à ces  bases. 

82SL  Deux  polyèdres  composés  d'un  même  nombre  de  tétraèdres 
semblables  chacun  à chacun  et  semblablement  disposés  sont  semblables; 
et  réciproquement  (615). 

830.  Tout  angle  dièdre  a pour  mesure  son  angle  plan  (712),  c’est-à- 
dire  qu'il  contient  autant  de  fois  l'angle  dièdre  droit  que  son  angleplan 
contient  l'angle  plan  droit. 

851.  Un  fuseau  sphérique  a pour  mesure  le  double  de  sonangle  (796), 
c’est-à-dire  qu’il  contient  autant  de  fois  le  triangle  trirectangle  ouïe 
huitième  de  la  surface  de  la  sphère  (805),  que  le  double  de  son -angle 
contient  l’angle  plan  droit. 

832.  De  même,  un  onglet  sphérique  a pour  mesure  le  double  de  son 
angle  plan.  Ce  qui  veut  dire  qu’il  contient  la  pyramide  sphérique  tri- 
rectangle  ou  le  huitième  du  volume  de  la  sphère,  autant  de  fois  que  le 
double  de  son  angle  plan  contient  l’angle  droit  (797). 

853.  Tout  triangle  sphérique  a pour  mesure  l'excès  de  la  somme  de 
ses  angles  sur  deux  angles  droits  (808),  en  prenant  toujours  pour  uni- 
tés le  triangle  trirectangle  et  l’angle  plan  droit. 
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854.  Toute  pyramide  triangulaire  sphérique  a pour  mesure  r excès 
de  la  somme  des  angles  de  sa  base  sur  deux  angles  droits  (803).  Encore 
en  prenant  pour  unités  la  pyramide  sphérique  trirectangle  et  l’angle 
plan  droit 

855.  Tout  angle  trièdre  a pour  mesure  l'excès  de  la  somme  des  an- 
gles plans  de  ses  angles  dièdres  sur  deux  droits  (712).  On  prend  pour 
unités  l'angle  trièdre  trirectangle  et  l’angle  plan  droit. 

856.  Tout  polygone  sphérique  a pour  mesure  l'excès  de  la  somme  de 
ses  angles  sur  autant  de  fois  deux  angles  droits  qu'il  a de  côtés  moins- 
deux  (808). 

Une  pyramide  sphérique  a une  mesure  analogue  (803). 


LIVRE  V. 


Mesure  des  polyèdres. 


857.  La  mesure  du  volume  ou  simplement  le  volume  d’un  corps  est 
le  rapport  de  son  étendue  à celle  du  corps  pris  pour  unité  (209).  Ainsi, 
en  supposant  qu’on  prenne  pour  unité  d’espace  le  cube  dont  le  côté  est 
un  mètre,  lorsqu'un  solide,  de  forme  quelconque,  contient  douze  fois 
la  dixième  partie  du  mètre  cube,  le  volume  de  ce  solide  est  égal  au 
nombre  1,2  mètres  cubes. 

858.  Le  produit  d'une  surface  par  une  ligne  est  le  produit  de  l’aire 
de  la  surface  par  la  longueur  de  la  ligne. 

850.  Les  trois  dimensions  dun  parallélipipède  rectangle  sont  les 
deux  dimensions  de  sa  base  et  de  sa  hauteur  (748). 

840.  Le  volume  d'un  parallélipipède  rectangle  quelconque  est  égal 
au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur  ou  au  produit  de  ses  trois  dimen- 
sions. Supposant,  par  exemple,  que  les  deux  dimensions  de  la  base  d’un 
parallélipipède  rectangle  soient  2“,04  et  2 mètres,  c’est  à-dire  que 
cette  base  contienne  2,04  x 2 = 4m  c-,08  (634),  et  que  la  hauteur  du  pa- 
rallélipipède soit  7 mètres 6 décimètres;  si  l'on  prend  le  mètre  cube 
pour  unité  d'espace,  le  volume  du  parallélipipède  proposé  sera 

2,04  >1:2  x 7,6  = 31,008  ou  4.08x  7,6  = 31,008; 

c'esl-à-dire  qu’il  contiendra  31  mètres  cubes  plus  8 millièmes  de  mètre 
cube,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  31  mètres  cubes  plus  8 décimètres 
cubes. 

Nous  venons  de  supposer  que  le  décimètre  cube  était  la  millième 
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partie  du  mètre  cube.  Cela  est  vrai  en  effet  ; car  si  l’on  conçoit  la  base 
du  mètre  cube  divisée  en  100  décimètres  carrés,  et  qu’on  mène  par  les 
lignes  de  division  des  plans  parallèles  à la  hauteur,  on  décomposera 
ainsi  le  solide  en  100  parallélipipèdes  rectangles  d'un  décimètre  carré 
de  base  et  d’un  mètre  de  hauteur.  Ensuite,  si  l’on  divise  une  arête  laté- 
rale en  dix  parties  égales,  et  qu’on  mène  par  tous  les  points  de  division 
des  plans  parallèles  à la  base,  on  décomposera  chacun  des  100  parallé- 
lîpipèdes  partiels  en  10  autres  parallélipipèdes  rectangles  ayant  un  dé- 
cimètre carré  de  base  et  un  décimètre  de  hauteur  ; donc  le  mètre  cube 
sera  divisé  en  100x10  ou  en  1000  décimètres  cubes;  ce  qui  montre 
qu’un  décimètre  cube  est  bien  la  millième  partie  d’un  mètre  cube.  On 
verrait  de  même  qu’un  centimètre  cube  est  la  millième  partie  d’un 
décimètre  cube,  et  par  conséquent  la  millionième  partie  d’un  mètre 
cube,  et  qu’un  millimètre  cube  en  est  la  billionième  partie.  Ainsi  lors- 
qu'on prend  le  mètre  cube  pour  unité,  un  solide,  dont  le  volume  est 
1,43256983,  contient  un  mètre  cube,  432  décimètres  cubes,  569  centi- 
mètres cubes,  830  millimètres  cubes.  En  prenant  le  décimètre  cube  pour 
unité,  le  volume  du  corps  serait  1432,56983;  en  prenant  le  centimètre 
cube,  il  serait  1432569,83  ; et  en  prenant  le  millimètre  cube,  1432569830 
(n*  212). 

Le  volume  d’un  cube  est  égal  au  cube  de  son  arête. 

841 . Deux  parallélipipèdes  rectangles  sont  entre  eux  comme  les  pro- 
duits de  leurs  trois  dimensions,  ou  comme  les  produits  de  leurs  bases 
par  leurs  hauteurs.  S’ils  ont  une  même  dimension,  c’est-à-dire  même 
hauteur,  ils  sont  entre  eux  comme  les  produits  des  deux  autres  dimen- 
sions ou  comme  leurs  bases.  S'ils  ont  deux  mêmes  dimensions,  c’est-à- 
dire  même  base,  ils  sont  entre  eux  comme  leurs  troisièmes  dimensions 
ou  comme  leurs  hauteurs  (635). 

Deux  cubes  sont  entre  eux  comme  les  cubes  de  leurs  arêtes. 

842.  Un  prisme  quelconque  a pour  mesure  le  produit  de  sa  base  par 
sa  hauteur  (139).  Lorsque  le  prisme  est  droit,  cette  hauteur  est  égale 
aux  arêtes  latérales. 

On  peut  prendre  aussi  pour  mesure  du  prisme  le  produit  de  sa  sec- 
tion droite  par  son  arête  latérale  (745). 

843.  La  surface  latérale  d'un  prisme  quelconque  a pour  mesure  le 
produit  du  périmètre  de  sa  base  par  sa  hauteur,  ou  encore  le  produit 
du  périmètre  de  sa  section  droite  par  son  arête  latérale  (745). 

844.  Toute  pyramide  a pour  mesure  le  tiers  du  produit  B x H de  sa 
base  par  sa  hauteur.  C’est  le  tiers  du  volume  d’un  prisme  de  base  équi- 
valente et  de  même  hauteur  (842). 

Pour  B = 2"-*-,4  et  H = 1,2,  le  volume  V = om'  “-,960. 

U 

848.  La  surface  latérale  d’une  pyramide  régulière  a pour  mesure  1» 
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moitié  du  produit  du  périmètre  de  sa  base  par  la  hauteur  d'une  face  la- 
térale (752). 


846.  Deux  tétraèdres,  ou  deux  prismes  triangulaires,  ou  encore  deux 
parallélipipèdes,  qui  ont  un  angle  solide  égal,  sont  entre  eux  comme 
les  produits  des  côtés  qui  comprennent  l'angle  égal  (612). 


847.  Un  tronc  do  prisme  triangulaire  ABCDEF  (746)  est  égal  à la 
somme  de  trois  pyramides  qui  ont  pour  base  commune 
*8'  la  base  inférieure  DEF  du  tronc,  et  pour  sommets  res- 
pectifs les  sommets  A,  B,  C de  la  base  supérieure.  Ainsi 
j}~2œ  *-,25  étant  la  base  inférieure,  et  a = l“,i»  6 = 
1 “,4  et  c=  1“,6  étant  les  distances  des  sommets  de  la 
base  supérieure  au  plan  de  la  base  inférieure,  le  volume 
xp/*’  V du  tronc  est  (844) 


V = ÎB(n  + 4 + c)  = 5 2.25  (l.i  + 1.4  + 1.6)  = 3“  '",075. 
o 3 


848.  Un 

Fig.  99. 

S 

A 


n / i : JC 


T C 


tronc  de  pyramide  quelconque  & bases  parallèles 
ABCDEFGU  (755)  est  équivalent  à la  somme  de  trois  py- 
ramides ayant  pour  hauteur  commune  la  hauteur  du 
tronc,  et  pour  bases  respectives,  la  base  inférieure 
EFC1I  du  tronc,  la  base  supérieure  ABCD  et  une 
moyenno  proportionnelle  entre  ces  bases  (297).  Ainsi 
U = 2“,5  étant  la  hauteur  du  tronc,  et  B = 3"  6 ,25  et 
b — 1“'  %90  ses  deux  bases,  son  volume  V est  (844) 


V=^llxB  + ^Hx6  + |n  y/Bfi  = ^ U (B  + 6 -f  v/§*)  = 
= *2.5(3.25  + 1.90  + ^3.25  X 1.90  )=  6m  « ,362. 


849.  Les  volumes  de  deux  polyèdres  semblables  sont  entre  eux 
comme  les  cubes  des  arêtes  ou  des  diagonales  homologues  (825),  et 
leurs  surfaces  sont  entre  elles  comme  les  carrés  de  ces  mêmes  lignes. 

Les  volumes  de  deux  prismes  ou  de  deux  pyramides  semblables  sont, 
de  plus,  entre  eux  comme  les  cubes  de  leurs  hauteurs,  et  leurs  surfaces 
latérales  ou  totales  comme  les  carrés  de  ces  dimensions.  Quand  ces 
polyèdres  sont  réguliers  et  semblables  (828),  leurs  volumes  sont  encore 
entre  eux  comme  les  cubes  des  rayons  des  cercles  circonscrits  ou 
inscrits  aux  bases,  et  leurs  surfaces  latérales  ou  totales  comme  les 
carrés  de  ces  rayons  (643). 
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830.  On  appelle  angle  solide  régulier  celui  qui  a tous  ses  angles 
dièdres  égaux  et  tous  ses  angles  plans  égaux  (724). 

88t.  Un  polyèdre  régulier  est  celui  qui  a tous  ses  angles  dièdres 
égaux,  Pt  dont  toutes  les  faces  sont  des  polygones  réguliers  égaux  entre 
eux  (737).  Ainsi  tous  les  cubes  sont  des  polyèdres  réguliers. 

Le  centre  et  le  rayon  d'un  polyèdre  régulier  sont  le  centre  et  le  rayon 
de  la  sphère  circonscrite  au  polyèdre.  L'apothème  d'un  polyèdre  régu- 
lier est  le  rayon  de  la  sphère  inscrite  dans  le  polyèdre  (816,  821). 

882.  On  peut  construire  cinq  espèces  différentes  de  polyèdres  régu- 
liers : 1°  les  tétraèdres  réguliers,  formés  de  quatre  triangles  équilaté- 
raux; 2*  les  cubes,  formés  de  six  carrés;  8"  les  octaèdres  réguliers, 
formés  de  huit  triangles  équilatéraux  ; U’  les  dodécaèdres,  formés  de 
douze  pentagones  réguliers  ; 5°  les  icosaèdres,  formés  de  vingt  triangles 
équilatéraux. 

883.  Dans  tout  polyèdre  régulier  on  peut  inscrire  une  seule  sphère, 
et  à tout  polyèdre  régulier  on  peut  circonscrire  une  seule  sphère  (851). 

884.  Deux  polyèdres  réguliers  de  môme  espèce  (757)  sont  toujours 
semblables  (825). 

838.  Deux  cylindres  ou  deux  cônes  droits  à base  circulaire  sont 
semblables,  lorsque  la  hauteur  h et  le  rayon  r de  la  base  de  l'un  sont 
proportionnels  à la  hauteur  h'  et  au  rayon  r'  de  la  base  de  l'autre , c'est- 
à-dire  quand  on  a 

h : h'  = r : r1. 

836.  Deux  sphères  sont  toujours  semblables. 

887.  La  surface  latérale  d'un  cylindre  quelconque  (770  et  776)  a 
pour  mesure  le  produit  du  périmètre  de  sa  base  par  sa  hauteur.  Ainsi, 
pour  un  cylindre  droit  à base  circulaire  dont  I\  =r  0“,10  est  le  rayon 
de  la  base  et  U = 4”, 25  la  hauteur,  la  surface  latérale  est  (667) 

S = scMI  = 2 x 3, 1416  x 0, 1 x 4*, 25  = 2”>  « ,67. 

On  peut  encore  prendre  pour  mesure  de  la  surface  latérale  d’un  cy- 
lindre quelconque  le  produit  du  contour  de  la  section  droite  par  la  lon- 
gueur de  la  génératrice  (777  et  843). 
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858.  Un  fuseau  cylindrique  a pour  mesure  le  produit  de  sa  base  par 
sa  hauteur  (788). 

839.  Le  volume  dun  cylindre  quelconque  est,  comme  celui  du  prisme 
(842) , égal  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur.  Ainsi , pour  un  cy- 
lindre droit  à base  circulaire , les  données  du  n“  857  fournissent  (668) 

V = -R*!l  = 3,1416  x 0,1  x 01  x 4,25  = 0°>  « ,134. 

800.  Un  onylet  cylindrique  a pour  mesure  le  produit  de  sa  base  par 
sa  hauteur  (789). 

861.  1m  surface  latérale  d'un  cône  droit  à base  circulaire  a pour 
mesure  la  moitié  du  produit  de  la  circonférence  de  sa  base  par  son  côté, 
ainsi , n = 0",20  étant  le  rayon  de  la  base  et  C = 0“,9  le  côté , la  sur- 
face latérale  est  (667) 

S = j:RC  = 3,1416  X 0,2  X 0,9  ■=  O”  * , 5655. 

862.  Un  fuseau  conique  a pour  mesure  la  moitié  du  produit  de  sa 
base  par  son  côté  (788). 

863.  Le  volume  d'un  cône  quelconque  est,  comme  celui  de  la  pyra- 
mide (844),  égal  au  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur.  Pour  un 
cône  droit  4 base  circulaire  dont  le  rayon  8 de  la  base  est  0“,25,  et  dont 
la  hauteur  H = 1“,20 , on  a (668) 

V = | sR*H  = | 3,1416  x 0,25  x 0,25  x 1,20  = 0”  « ,07854. 

ü u 

Ainsi , le  volume  du  cône  est  le  tiers  de  celui  d’un  cylindre  de  base 
équivalente  et  de  même  hauteur  (859). 

804.  Un  onglet  conique  a pour  mesure  le  tiers  du  produit  de  sa  base 
par  sa  hauteur  (789). 

863.  Deux  cylindres  ou  deux  cônes  quelconques  sont  entre  eux 
comme  les  produits  de  leurs  bases  par  leurs  hauteurs  (859, 863).  S’ils  ont 
même  hauteur,  ils  sont  entre  eux  comme  leurs  bases  ; si  leurs  bases 
sont  équivalentes,  ils  sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs,  et  s'ils  ont 
des  hauteurs  égales  et  des  bases  équivalentes , ils  sont  équivalents. 

866.  Deux  cylindres  ou  deux  cônes  droits  4 bases  circulaires  sem- 
blables (855)  sont  entre  eux  comme  les  cubes  de  leurs  hauteurs,  de  leurs 
côtés , et  encore  des  rayons  et  des  diamètres  de  leurs  bases 

V H*  R*  _ D* 

V'  “ H1*  — C1*  — R'*  — D'*’ 

Les  surfaces  latérales  et  les  surfaces  totales  de  ces  cylindres  ou  de 
ces  cônes  sont  entre  elles  comme  les  carrés  de  ces  mêmes  lignes. 
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867.  La  surface  latérale  d'un  tronc  de  cône  droit  à bases  parallèles 
(774)  a pour  mesure  le  produit  de  son  côté  par  la  demi- 
somme  des  circonférences  de  ses  bases . ou , autrement , 
le  produit  de  son  côté  par  la  circonférence  de  la  sec- 
tion faite  à égale  distance  des  doux  bases  (640).  C = 0m,60 
étant  le  côté  du  tronc  de  cône,  et  R — 0“,40  et  r = 0“,25 
étant  les  rayons  de  ses  bases,  sa  surface  latérale  est 
donc  (667) 

S - c ~~U  * 2-  Gt(R  + r)=  0,6  x 3,1416  (0,40  4-  0,25)  = l-'-,225. 

868.  Un  tronc  de  cône  à bases  parallèles  est  équivalent  4 la  somme 
des  trois  cônes  qui  ont  pour  hauteur  commune  la  hauteur  du  tronc , et 
pour  bases  respectives,  la  base  inférieure  du  tronc,  la  base  supérieure 
et  une  moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux  bases  (848).  R = 0m,40 
et  r = 0“,25  étant  les  rayons  des  bases , et  11  = 0“,50  la  hauteur,  le  vo- 
lume du  tronc  est  (863) 

V = £ H-R*  + * Hnr*  + 5 II  v'nR*  x rr*  = 5 nlffR*  + r‘  + Rr)  = 

O OÔ  O 

i 3,1416  x 0,5  (tÛ*  + M5*  + 0,4  X 0,25)  = 0®  «-,169. 

U 

869.  La  surface  engendrée  par  la  base  BC  d'un  triangle  isocèle  ABC, 
qui  fait  une  révolution  entière  autour  d une  droite 
MN  menée  par  son  sommet  dans  son  plan  et  hors  du 
triangle,  a pour  mesure  la  projection  PQ  =pde  la 
base  du  triangle  sur  l axe,  multipliée  par  la  circon- 
férence 2 nr, , qui  a pour  rayon  la  hauteur  AD  = r, 
du  triangle.  Ainsi  on  a 

s —px  2w,. 

La  surface  décrite  par  la  base  d'un  secteur  polygonal  régulier  a la 
même  expression  ; seulement  p est  la  projection  de  toute  la  base  du  sec- 
teur sur  l’axe. 

870.  Une  zone  a pour  mesure  le  produit  de  sa  hauteur  H par  la  cir- 
conférence 2 "R  d’un  grand  cercle  (790,812).  Ainsi , pour  H = 0*,30,  le 
rayon  R de  la  sphère  étant  0-,40,  on  a 

S=  2~Ril  = 2 x 3,1416  x 0,4  x 0,3  = 0”-'\754. 

871.  Sur  une  même  sphère,  deux  zones  sont  entre  elles  comme 
leurs  hauteurs,  et  sur  des  sphères  de  rayons  différents , deux  zones  de 
même  hauteur  sont  entre  elles  comme  les  rayons  des  sphères  (870). 


Fig.  101. 

B 


Fig.  100. 
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872.  La  surface  de  la  sphère  dont  la  diamètre  est  2R  = D = 0\80 , 
considérée  comme  une  zone , a pour  mesure  (870) 

2-Rx2R  = tell5  = j;D’  = 3,1416  x 0,8  x 0,8  = 2*-'-,01. 

Ce  qui  fait  voir  que  la  surface  de  la  sphère  est.  égale  à h grands 
cercles , ou  encore  à celle  d'un  cercle  qui  a pour  rayon  le  diamètre  de 
la  sphère  (668) . 

873.  Les  surfaces  S et  s de  deux  sphères  sont  entre  elles'  comme  les 
carrés  de  leurs  rayons  R et  r ou  de  leurs  diamètres  D et  d. 

On  a (872) 

8 = 4-R’,  J = 4w*. 

Ce  qui  donne  bien 

S:a  = ll!:r,  = D‘:d*. 

874.  Un  fuseau  sphérique  a pour  mesure  le  produit  de  l’arc  a cor- 
respondant à son  angle  par  le  diamètre  2R  de  la  sphère  (796). 

L’angle  correspondant  étant  de  30"  et  le  rayon  de  la  spère  étant  0“,40, 
on  a (670) 


Par  suite,  la  surface  du  fuseau  est 


S = 2Ra  = 2 x 0,4x0,21  = 0“"'vl68. 

876.  Tout  triangle  sphérique  (800)  a pour  mesure  le  produit  'du 
rayon  R de  la  sphère  par  l'excès  de  la  somme  des  arcs  a,  h,  c corres- 
pondants à ses  angles  (808)  sur  une  demi-circonférence.  Ainsi  la  sur- 
face du  triangle  est 

S = R (a  + 5 + c — zR). 


870.  Tout  polygone  sphérique  a pour  mesure  le  produit  du  rayon  de 
la  sphère  par  l'excès  de  la  somme  des  arcs  correspondants  à ses  angles 
sur  autant  de  fois  une  demi-circonférence  qu'il  a de  côtés  moins 
deux  (875). 

877.  Le  solide  engendré  par  un  triangle  quelconque  ABC,  qui  fait 
une  révolution  entière  autour  d’une  droite  MN 
menée  par  son  sommet  dans  son  plan  et  hors 
du  triangle , a pour  mesure  la  surface  décrite 
par  la  base  BC,  multipliée  par  le  tiers  de  la 
hauteur  AD  = 4 du  triangle. 

La  surface  décrite  par  la  base  du  triangle 
est  la  surface  latérale  d’un  tronc  de  cône  dans  la  figure  102  (867)  ; c'est 
celle  d'un  cône  lorsque  AC  ou  AB  se  confond  avec  MN  (861),  et  celle  d'un 
cylindre  quand  BC  est  parallèle  4 MN  (857).  Dans  tous  les  cas  on  sait 


Fiï.  iw. 


n 
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mesurer  cette  surface , et  si  on  la  désigne  par  S,  le  volume  engendré 

par  le  triangle  ABC  a pour  expression  V=~sh. 

3 

878.  Le  solide  engendré  par  un  triangle  isocèle  ABC  {Jig.  101),  qui 
fait  une  révolution  entière  autour  d'une  droite  MN  menée  par  son  som^ 
met  dans  son  plan  et  hors  du  triangle,  a pour  mesure  la  projection  p 
de  sa  base  BC  sur  l'axe  MN , multipliée  par  les  deux  tiers  du  cercle  qui 
a pour  rayon  sa  hauteur  AD  = rt.  Ainsi  on  a (668) 

V = P x l w,*. 

879.  Le  solide  engendré  par  un  secteur  polygonal  régulier , qui  fait 
une  révolution  entière  autour  d’une  droite  menée  par  son  sommet  dans 
son  plan  et  hors  du  secteur,  a pour  mesure  la  projection  p do  sa  base 
sur  l’axe,  multipliée  par  les  deux  tiers  du  cercle  inscrit  à cette  base. 
Le  secteur  peut  être  un  demi-polygone  tournant  autour  de  son  dia- 
mètre. Dans  tous  les  cas , r,  étant  le  rayon  du  cercle  inscrit , le  volume 
engendré  est 

v=px  !«•,*. 

• . • I . 

880.  On  nomme  secteur  sphérique  le  solide  engendré  par  un  secteur 
circulaire  qui  fait  une  révolution  entière  autour  d’un  diamètre  non  in- 
térieur au  secteur  et  situé  dans  son  plan.  La  base  du  secteur  sphérique 
est  la  zone  décrite  par  la  base  du  secteur  circulaire  générateur  (812). 

881.  Tout  secteur  sphérique  a pour  mesure  la  hauteur  II  de  la  zone 
qui  lui  sert  de  base,  multipliée  par  les  deux  tiers  d’un  grand  cercle 
(870)  Pour  II  = 0”,30,  le  rayon  du  secteur  étant  B = 0",40,  le  volume 
du  secteur  est  (068) 

V = | -RMI  = jjj  3,l/tl6  x 0,4  x 0,4  x 0,3  = 0“  c"  , 1005. 

3 3 

882.  Considérant  la  sphère  comme  étant  un  secteur  sphérique  dont 
la  hauteur  de  la  zone  qui  lui  sert  de  base  est  égale  au  diamètre  28  = D, 
on  conclut  du  numéro  précédent  qu'une  sphère  a pour  mesure  le  pro- 
duit de  son  diamètre  par  les  deux  tiers  d'un  grand  cercle.  Ainsi 
28  = D — 0",80  étant  le  diamètre  de  la  sphère , son  volume  est 

V = 2R  X ? 7:8*  = f kR5  = l r.D’  = 1 3,1416  X - 0““»  ,268. 

3 3 0 0 

88.".  On  peut  dire  aussi  que  tout  secteur  sphérique  a pour  mesure  le 
tiers  du  produit  de  la  zone  qui  lui  sert  de  base  parle  rayon  Ainsi  (870) 
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V=|L.x2-IUIx  n=|-R*H. 

*5  o 

Même  valeur  qu'au  n*  881. 

884.  De  même , on  peut  dire  qu'une  sphère  a pour  mesure  le  tiers  du 
produit  de  sa  surface  par  son  rayon.  Ainsi  (872) 

V = 5 x 4'R’  x R = g -R*. 

O u 


Même  valeur  qu’au  n"  882. 

888.  Deux  sphères  sont  entre  elles  comme  les  cubes  des  rayons  ou 
des  diamètres.  V et  v étant  les  volumes  de  deux  sphères,  on  a (882) 

V=|sRJ  et  c = 


d’où  on  conclut  bien 

V : v = R3  ; r1  — DJ  : ci*.  (n«  873) 

888.  Un  onglet  sphérique  a jx>ur  mesure  l’arc  a correspondant  à son 
angle , multiplié  par  les  deux  tiers  du  carré  du  rayon  R.  Ainsi 

V = g aRs.  (n»  874) 

u 

887.  Toute  pyramide  sphérique  a pour  mesure  le  produit  B X ~ n , 
de  sa  base  par  le  tiers  du  rayon  (803,  876). 

888.  Le  solide  engendré  par  un  segment  circulaire  CD/n,  qui  fait 
une  révolution  entière  autour  d’un  diamètre  AB  situé 
hors  du  segment,  a pour  mesure  la  projection  PQ  —p 
de  sa  base  CD  = 6 sur  l’axe,  multipliée  par  le  sixième 
du  cercle  dont  cette  base  est  le  rayon.  Ainsi  on  a (668) 

V = p x \ r.b !. 

1 6 

888.  Tout  segment  sphérique  a pour  mesure  la  demi-somme  de  ses 
bases  multipliée  par  sa  hauteur,  plus  le  volume  de  la  sphère  dont  cette 
hauteur  est  le  diamètre.  Ainsi  H étant  la  hauteur,  et  R et  r les  rayons 
des  bases,  on  a (668,  813,  882) 


-rj  + r.r!  1 sH  1 

-—g—  Il  + - irlP  = 2?  (R«  + , J)  + - r.H\ 


Quand  le  segment  n’a  qu’une  base , il  faut  remplacer  dans  la  mesure 
précédente  la  demi-somme  des  bases  par  la  demi-base,  et  on  a 
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V = ^ "R*H  + g îtH’. 

Considérant  la  sphère  comme  étant  un  segment  dont  la  hauteur  H est 
le  diamètre  2R  de  la  sphère,  le  premier  terme  de  la  valeur  de  V est 
nul,  et  le  second  donne 


Comme  au  n°  882. 

890.  Un  cylindre  droit  est  équilatéral  lorsque  sa  hauteur  est  égale 
au  diamètre  de  sa  base  (770). 

891.  Un  cône  droit  est  équilatéral  lorsque  son  côté  est  égal  au  dia- 
mètre de  sa  base  (771). 

892.  Un  cylindre  droit  est  inscrit  da7is  une  sphère  lorsqu’il  a pour 
bases  deux  petits  cercles  de  la  sphère  (790). 

Un  cylindre  équilatéral  est  circonscrit  à une  sphère  lorsqu’il  a pour 
axe  un  diamètre  de  la  sphère. 

895.  Un  cône  est  inscrit  dans  une  sphère  lorsque  son  sommet  et  la 
circonférence  de  sa  base  sont  situés  sur  la  sphère. 

Un  cône  équilatéral  est  circonscrit  à la  sphère  lorsqu’il  a pour  axe 
la  hauteur  d’un  triangle  équilatéral  circonscrit  à un  grand  cercle  de  la 
sphère. 

894.  Les  surfaces  totales  de  la  sphère,  du  cylindre  et  du  cône  équi- 
latéraux circonscrits  sont  entre  elles  comme  les  nombres  h,  6,  9 ; et 
leurs  volumes  sont  entre  eux  comme  ces  mêmes  nombres  (857,  859,  861, 
863,  872,  882). 

Remarques.  1“  La  surface  latérale  du  cylindre  est  équivalente  à la 
surface  totale  de  la  sphère;  2°  la  surface  totale  du  cylindre  est  moyenne 
proportionnelle  entre  celles  de  la  sphère  et  du  cône  (297);  3”  le  volume 
du  cylindre  est  moyen  proportionnel  entre  ceux  de  la  sphère  et  du 
cône. 

893.  Les  surfaces  totales  de  la  sphère,  du  cylindre  et  du  cône  équi- 
latéraux inscrits  sont  entre  elles  comme  les  nombres  16, 12 , 9;  et  leurs 
volumes  sont  entre  eux  comme  les  nombres  32,  12  \ '2  et  9. 

Ainsi  la  surface  totale  du  cylindre  est  encore  une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  celles  de  la  sphère  et  du  cône;  et  son  volume  est  moyen 
proportionnel  entre  ceux  de  ces  mômes  corps. 
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NOTIONS  DE  DESSIN.  PROBLÈMES  DE  GÉOMÉTRIE  (*). 


INSTRUMENTS. 

890.  Lorsque  les  figures  ne  servent  qu’à  aider  à suivre  les  raisonne- 
ments d’un  théorème  ou  les  constructions  à faire  pour  arriver  à la  so- 
lution d’un  problème,  elles  n'ont  pas  besoin  d’être  exécutées  avec  une 
grande  précision,  et  on  se  contente  en  général  d’en  faire  un  croquis, 
c’est-à-dire  de  les  dessiner  à main  levée  sur  le  tableau,  l’ardoise  ou  le 
papier.  Mais  lorsqu’elles  doivent  fournir  la  grandeur  exacte  ou  même 
relative  de  leurs  parties,  données  dans  l'énoncé  ou  trouvées  comme  so- 
lution, on  est  obligé,  pour  les  dessiner,  d’avoir  recours  à des  instru- 
ments. 

897.  Les  instruments  essentiels,  et  à l'aide  desquels  on  peut  tracer 
toutes  les  figures  de  géométrie  élémentaire,  sont  la  règle  et  le  compas. 
Le  premier  sert  à tracer  les  lignes  droites,  le  second  les  arcs  de  cercle, 
et  par  leur  usage  combiné  on  trace  les  angles.  Les  lignes  droites  et  les 
angles  ou  arcs  de  cercle  sont  les  éléments  qui  déterminent  les  gran- 
deurs ou  proportions  des  figures  de  géométrie. 

898.  Pour  simplifier  les  dessins  et  en  rendre  l’exécution  plus  rapide, 
on  a imaginé  d’autres  instruments,  qui  sont  l 'équerre,  le  rapjmrteur  et 
le  compas  de  réduction.  L’équerre  est  employée  pour  tracer  les  perpen- 
diculaires, les  parallèles,  et  en  général  toutes  les  lignes  droites. 

Le  rapporteur  sert  à mesurer  la  grandeur  d’un  angle  ou  de  l’arc  qui 
lui  correspond,  ou  encore  à tracer  un  angle  d’une  grandeur  déterminée, 
et  en  général  à combiner  des  angles  donnés  par  voie  d'addition  et  de 
soustraction. 

Le  compas  de  réduction  est  employé  pour  prendre  une  longueur  qui 
soit  à une  longueur  donnée  dans  un  rapport  déterminé  (272),  et,  par 
suite,  simultanément  avec  la  règle  et  le  compas,  pour  construire  une 
figure  semblable  à une  figure  donnée  (6H),  et  dont  les  côtés  soient  aux 
côtés  homologues  de  cette  dernière  dans  un  rapport  déterminé. 

Remarque.  Pour  qu’un  point  soint  convenablement  déterminé  par  la 
rencontre  de  deux  lignes,  l’angle  de  ces  deux  lignes  ne  doit  pas  être 


(*)  Noui  ne  pouvons  trop  engager  à dessiner  avec  soin  les  ronslructions  que  né- 
cessitent ces  problèmes  ; c’est  le  meilleur  moyen  pour  arriver  1 se  servir  des  instru- 
ments avec  habileté  et  à taire  des  dessins  exacts. 


Digitized  by  Google 


l'KOMLfcMKS. 


211 


trop  aigu.  C’est  une  considération  qu'il  ne  faut  jamais  oublier  dans  le 
choix  des  lignes  de  construction, 

090.  Emploi  et  vérification  de  ta  règle.  Une  règle  doit  être  en  bois 
(ordinairement  de  poirier  ou  de  pommier  bien  sec),  afin  que  sa  légèreté 
permette  de  la  faire  glisser  facilement  sur  le  papier,  et  que  sa  rigidité 
s’oppose  à toute  flexion  sous  la  pression  de  la  pointe  qui  trace.  Elle  doit 
de  plus  être  mince , afin  qu’il  soit  facile  de  toujours  tenir  la  pointe  du 
crayon  ou  du  tire-ligne  à la  même  distance  de  son  arête  en  traçant  la 
ligne;  c'est  pour  obtenir  le  même  résultat  que  le  dessinateur  doit  pro- 
mener le  crayon  ou  le  tire-ligne  le  long  de  la  règle  en  le  tenaut  toujours 
parallèle  à lui-même. 

Pour  pouvoir  tracer  des  lignes  droites,  il  est  nécessaire  que  l’arête 
de  la  règle  soit  bien  dressée  ; ce  dont  on 
s’assure  eu  vérifiant  si  cette  arête  peut 
coïncider  avec  une  droite  AB,  ou  mieux, 
la  règle  étant  placée  dans  la  position  ABCD, 
en  traçant  une  ligue  dans  toute  la  lon- 
gueur de  l’arête  AB,  et,  la  règle  étant  re- 
tournée dans  la  position  ABC'D',  en  traçant  une  seconde  ligne  suivant 
AB.  Si  les  deux  lignes  coïncident,  c’est  que  l’arête  AB  est  droite.  Ce 
deuxième  moyen  de  vérification  a l’avantage  de  doubler  les  quantités 
dont  l’arête  AB  s’écarte  de  la  ligne  droite  et,  par  suite,  de  les  rendre 
' plus  visibles. 

900.  Le  compas  est  un  instrument  formé  de  deux  branches  AB,  AC, 
ordinairement  en  cuivre,  réunies  par  une 
*’*• ,os-  extrémité  au  moyen  d’un  axe  autour  du- 

quel elle»  peuvent  tourner  it  frottement  ni 
trop  fort  ni  trop  faible,  et  armées  à l’ex- 
trémité libre  d’une  pointe  fine  en  acier, 
dite  pointe  sèche.  Lorsque  le  compas  est 
employé  pour  tracer  des  arcs  de  cercle, 
une  des  pointes  sèches  est  remplacée  par 
un  portecrayon  ou  par  un  tire-ligne. 

Lorsque  le  frottement  de  la  tête  du  com- 
pas est  trop  considérable,  les  branches 
fléchissent  quand  on  les  ouvre  ou  les 
ferme,  et  il  est  difficile  de  prendre  exacte- 
ment une  longueur  donnée  ; quand  au  con- 
traire il  est  trop  faible,  les  pointes  peuvent 
se  rapprocher  ou  s’écarter  pendant  qu’on 
trace  un  arc  de  cercle.  On  obtient  un  frottement  convenable  en  serrant 
plus  ou  moins  un  écrou  dont  est  armé  l’axe  du  compas.  On  reconnaît 
que  la  charnière  d’un  compas  est  bien  ajustée,  en  ouvrant  et  fermant 
lentement  le  compas  ; si  l’on  n’observe  aucune  secousse,  c’est  que  l’a- 
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justement  est  bon.  Dans  les  meilleurs  compas,  l’une  des  branches  est  à 
tête  d’acier,  comme  c’est  la  tête  qui  pénètre  dans  l’autre,  et  qu'elle  est 
simple,  on  dit  pour  cette  raison  que  le  compas  est  à simple  d' acier. 

OOI.  Le  compas  de  réduction  se  compose  de  deux  branches  d'égale 
longueur  AB,  CD,  mobiles  autour  d’un  axe 
0 placé  en  un  point  intermédiaire  aux  ex- 
trémités, de  manière  que  ces  branches  for- 
ment un  compas  à pointes  sèches  de  chaque 
côtéde  l’axe.  Une  rainure  pratiquée  suivant 
l’axe  de  chaque  branche  permet  d’y  faire 
glisser  l’axe  de  rotation,  et  par  suite  de  faire 
varier  le  rapport  entre  les  longueurs  des 
branches  des  deux  compas.  Comme  les  ou- 
vertures des  compas  sont  proportionnelles 
aux  longueurs  des  branches  (les  deux 
triangles  semblables  üAC  et  OBD  donnent 
en  effet  AC  : BD  = OA  : OB),  l’on  conçoit 
que  l’on  peut  obtenir  des  ouvertures  qui 
soient  entre  elles  dans  un  rapport  quelcon- 
que. Une  échelle  gravée  sur  l’une  des 
branches  indique  le  point  où  l’on  doit  fixer 
l’axe  d’articulation  pour  obtenir  le  rapport  voulu  de  réduction. 

Si  les  longueurs  des  branches  n’étaient  pas  dans  le  rapport  qui  a été 
gravé,  ce  qui  peut  arriver  par  suite  d'une  mauvaise  graduation  ou  d’un 
accident  qui  a obligé  de  raccourcir  les  pointes,  pour  obtenir  des  ouver- 
tures qui  soient  dans  un  rapport  donné,  1/3  par  exemple,  on  tracerait, 
par  les  moyens  ordinaires  (919),  deux  droites  dont  les  longueurs  fussent 
dans  le  rapport  1/3;  puis  on  ferait  par  tâtonnement  glisser  l’axe  du 
compas,  jusqu’à  ce  que  l’une  des  ouvertures  étant  prise  égale  à la  lon- 
gueur de  l’une  des  lignes,  l’autre  ouverture  fût  égale  à la  seconde  ligne, 
et  dans  cette  position  de  l’axe,  une  ouverture  quelconque  serait  à 
l’ouverture  correspondante  dans  le  rapport  1/3  des  longueurs  des 
lignes. 

902.  Le  rapporteur  consite  en  un  demi-cercle,  ordinairement  en 
corne  transparente  ou  en  métal  évidé,  afin  qu’on 
puisse  voir  le  dessin  qui  se  trouve  dessous.  Le 
bord  ou  limbe  est  divisé  en  180  parties  égales  ou 
degrés,  divisés  en  demi-degrés.  Le  diamètre,  base 
de  l'instrument,  qu’on  appelle  ligne  de  foi,  cor- 
respond aux  divisions  0*  et  180°.  Le  centre  est 
indiqué  par  un  point  qui  permet  de  le  faire  coïn- 
cider avec  le  sommet  de  l’angle  à mesurer  ou  à 
rapporter.  Une  graduation  commence  à chaque 
extrémité  de  la  ligne  de  foi , afin  de  n’avoir  ja- 
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Fig.  108. 


mais  à retourner  l’instrument,  et  de  pouvoir  lire  immédiatement  la  va- 
leur de  l’angle  et  celle  de  son  supplément. 

La  description  de  l’instrument  suffit  pour  faire  comprendre  comment 
on  en  fera  usage,  soit  pour  mesurer  un  angle  A’O'B',  soit  pour  tracer  un 
angle  A '03'  égal  à un  angle  donné  AOB. 

903.  V équerre  a la  forme  d’un  triangle  rectangle;  comme  pour  la 
règle  (899),  elle  doit  être  en  bois  mince,  et  elle 
est  percée  d’un  trou  qui  permet  de  la  faire  glisser 
plus  facilement  sur  le  papier,  et  à l’aide  duquel 
le  dessinateur  peut  la  suspendre  quand  il  n’en 
fait  pas  usage.  Comme  le  bois  mince  est  sujet  à 
se  contourner,  il  faut  éviter  de  placer  l’équerre 
sur  des  objets  mouillés  ou  chauds  et  de  l’exposer 
au  soleil.  Dans  l’industrie,  les  règles  et  les 
équerres  sont  ordinairement  en  métal,  afin  qu’elles  ne  se  déforment 
pas  quand  elles  sont  choquées  par  des  corps  durs , et  souvent  les 
équerres  se  composent  simplement  de  deux  règles  formant  les  deux 
côtés  de  l’angle  droit. 

Le  plus  ordinairement  les  angles  aigus  de  l’équerre  sont  de  3i”,5  et 
58“,5.  Il  y a les  équerres  dites  à 45°,  parce  que  les  deux  angles  aigus 
valent  chacun  45“  ; d’où  il  résulte  que  les  deux  côtés  de  l’angle  droit 
sont  égaux  entre  eux.  Il  y a aussi  des  équerres  dont  l’un  des  angles 
aigus  a 30“  et  l’autre  60",  et  que  l’on  nomme  équerre  à hexagones,  à 
cause  de  l’usage  facile  qu’en  font  les  dessinateurs  pour  tracer  les  hexa- 


gones. 

On  s’assure  que  les  arêtes  d’une  équerre  sont  droites  en  opérant 

comme  pour  la  règle  (899),  et 
on  reconnaît  que  son  angle  est 
droit,  en  appliquant  dans  deux 
positions,  commel’indiquentles 
fig.  109  et  110,  un  des  côtés  de 
cetangle  contrel’aréteMNd’une 
règle;  si  les  lignes  AC,  AC'  tra- 
in? a b~n  cées  le  long  de  l’autre  côté  de 
l’angle  se  confondent  en  une 
même  droite  AI,  c’est  que  l'angle  est  droit  ; la  fig.  109  indique  qu’il  est 
moindre  qu’un  droit,  et  la  fig.  110  montre  qu’il  est  obtus. 


Fig.  109.  * 


Fig.  iiO. 
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ANGLES.  TRIANGLES.  PERPENDICULAIRES.  PARALLÈLES. 


Fig.  111. 


.Z 


004.  Pour  construire  un  angle  égal  à un  angle  donné  E,  du  point 

E comme  centre,  avec  un  rayon 
arbitraire,  on  décrit  l’arc  cor- 
respondant GH  ; du  sommet  O 
que  l’on  veut  donner  à l’angle  à 
construire,  avec  le  même  rayon, 
on  décrit  l’arc  indéfini  CL  ; on 
prend  CD  = GII,  on  mène  OD,  et  l’angle  DOC  est  égal  à l’angle  E (583). 
Remarque.  Cette  opération  peut  se  faire  avec  le  rapporteur  (902). 
006.  Pour  construire  un  angle  égal  à la  somme  de  deux  angles 

donnés  A,  B,  on  construit  (904) 
FlR-  m‘  GO£  = A,  puis  HOG=B,  et  on 

a HOE  = A 4-  B. 

En  opérant  de  la  même  ma- 
nière, on  peut  obtenir  la  somme 
d'un  nombre  quelconque  d’an- 
gles donnés,  et  en  général  com- 
A biner  des  angles  par  voie  d’ad- 

dition ou  de  soustraction. 

Pour  avoir  le  supplément  d’un  angle  GOE,  on  prolonge  le  côté  EO, 
et  l’angle  GOF  satisfait  & la  question  (526). 

Pour  avoir  le  complément,  on  mène  OH  perpendiculaire  à OE  (910), 
et  GOll  est  l’angle  demandé. 

A et  B étant  deux  des  angles  d'un  triangle,  pour  avoir  le  3'  on  con- 
struit HOE  = A + B,  et  HOF  est  l’angle  cherché  (565). 

000.  Etant,  donnés  deux  côtés  a et  b d'un  triangle,  et  V angle  c 


!/  ^ 


Fig.  H 3. 


'h  A 


CN 


vV 


h a c 


qu'ils  comprennent , pour  construire  le  trian- 
gle (573),  on  fait  un  angle  égal  à l’angle  C ; sur 
ses  côtés  on  prend  CB = a et  CA  = b,  et  me- 
nant AB,  ABC  est  le  triangle  demandé  (567). 


007.  Pour  construire  un  triangle  dont  on 
connaît  un  côté  a et  les  deux  angles  adja- 
cents B et  C (573),  on  trace  BC  = o;  puis  on 
fait  l’angle  ABC  = B,  et  ACB=C,  et  le  point 
A détermine  le  triangle  demandé  ABC  (567). 

Si  l’un  des  angles  donnés  était  opposé  au 
côté  a,  on  déterminerait  le  troisième  angle  du 
tirangle  (905),  et  le  problème  serait  ramené  au 
précédent 
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1108.  Les  trois  côtés  a,  b,C  d'un  triangle  étant  donnés,  pour  construire 
()  s le  triangle (578),  on  trace  BC=a;  des  points  B 

abe  " et  C comme  centres,  avec  c et  6 pour  rayons, 

on  décrit  deux  arcs  de  cercle  qui  se  coupent 
t.  en  A,  et  menant  AB,  AC,  le  triangle  ABC  satis- 

'y\«  fait  à la  question  (567). 

/ OOO.  Étant  donnés  deux  côtés  a,  b rTun 

b a c triangle,  et  l'angle  A opposé  à Vun  d'eux, 
pour  construire  le  triangle , on  construit 
l’angle  donné  A,  fig.  116, 117  et  118  ; sur  l’un  des  côtés  de  cet  angle  on 
prend  AC=  b ; du  point  C comme  centre,  avee  a pour  rayon , on  décrit 
un  arc  de  cercle  qui  coupe  AB  en  des  points  B,  B',  lesquels  étant 
joints  au  point  C fournissent  un  ou  deux  triangles  satisfaisant  à la 
question  (573). 


1°  Lorsque  A est  droit  ou  obtus,  B ost  aigu  (565),  et  on  a a > b (550), 
alors  l’arc  BB' rencontre  AB  en  deux  points  ; mais 
F,g-  le  triangle  ABC  satisfait  seul  à la  question,  cm* 


dans  le  triangle  AB'C  l’angle  A est  le  supplé- 
ment de  l’angle  donné. 

2“  L’angle  A étant  aigu  (/y.  117),  si  l’onaa>6, 
d’où  A > B,  il  y a encore  une  seule  solution , qui 
est  le  triangle  ABC.  En  effet,  dans  le  triangle 
AB'C,  qui  a a et  6 pour  côtés,  l’angle  A est  obtus. 


Fig  117. 
C 


Dans  le  cas  où  A étant  aigu,  on  a a— b.  B' 
tombe  en  A,  et  on  obtient  pour  unique  solu- 
tion le  triangle  isocèle  ABC. 

3°  Lorsque  A est  aigu  et  que  l’on  a a < b,  d’où 
A <B,  il  en  résulte  que  B peut  être  aigu  et  obtus, 
et  il  y a deux  solutions  {fig.  118).  Dans  le  trian- 
gle ABC,  qui  satisfait  à l’énoncé,  l’angle  B est 
aigu  ; dans  celui  AB  C,  qui  satisfait  également 
à l’énoncé,  l’angle  B'=180*  — B est  obtus. 

Il  y aura  deux  solutions  tant  que  a < b sera 
plus  grand  que  la  perpendiculaire  CD. 

Lorsque  a < b sera  égal  à CD,  l’arc  BB'sera  tan- 
gent à AB  au  point  D,  et  les  deux  triangles  ABC, 
AB'C  coïncideront  avec  le  triangle  rectangle 
ÀDC,  qui  sera  l’unique  solution. 
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Fis.  ne. 


* I 


910.  Mener  par  un  point  donné  A une  perpendiculaire  à une  droite 

donnée  BC.  Du  point  A,  situé  sur  BC  ou 
hors  de  BC,  comme  centre,  avec  un 
rayon  suffisamment  grand,  on  décrit  un 
arc  de  cercle  qui  détermine  les  points  B 
et  C également  distants  de  A;  puis  des 
~ic~  points  B et  C comme  centres,  avec  un 

\ y ' rayon  suffisamment  grand,  on  décrit 

deux  arcs  de  cercle  qui  se  coupent  au 
point  I,  qui  est  également  distant  de  B et  C;  alors  menant  AI,  cette 
droite  est  la  perpendiculaire  demandée  (531). 


Pour  résoudre  le  môme  problème  en  faisant  usage  de  l’équerre,  m 
étant  le  point  par  lequel  on  veut  mener  une 
1,1  " ,,n  perpendiculaire  à la  droite  xy,  on  fait  coïn- 

cider l’arète  d’une  règle  avec  xy;  puis,  ap- 
pliquant un  des  côtés  de  l’angle  droit  d’une 
équerre  ABC  contre  la  règle,  on  la  fait 
glisser  jusqu’à  ce  que  l’autre  côté  de  l’angle 
droit  passe  par  le  point  tu,  et  la  droite  AC 
sf  m 0 1 tracée  le  long  de  ce  côté  est  la  perpendicu- 

laire demandée. 


Élever  une  perpendiculaire  à l'extrémité  B d'une  droite  AB  que 
l'on  ne  peut  prolonger.  D’un  point  0 conve- 
nablement choisi  comme  centre,  avec  OB 
pour  rayon,  on  décrit  un  arc  de  cercle;  on 
mène  DO,  que  l’on  prolonge  jusqu’en  C, 
et  la  droite  BC  est  la  perpendiculaire  de- 
mandée (601). 

La  perpendiculaire  BC  peut  être  directe- 
ment menée  en  faisant  usage  do  l’é- 
querre (910). 

01 1 . Par  un  point  A , pris  hors  dune  droite  CD , mener  une  paral- 
lèle à celte  droite.  Du  point  B pris  sur  CD, 
Fig.  iîî.  ^ comme  centre,  avec  un  rayon  suffisam- 

— y ment  grand,  on  décrit  un  arc  de  cercle  AC  ; 

i i du  poiut  A comme  centre,  avec  le  même 

I rayon,  on  décrit  un  second  arc  de  cercle, 

c 11  u sur  lequel  on  prend  BE  = AC,  et  la  droite  AE 

est  la  parallèle  demandée  (537,  583). 


Fig.  lîi. 


0/ 
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Fig.  1Î3. 


Fig.  IU. 


Si  CD  a une  longueur  suffisante,  on  prolonge  l’arc  CA  décrit  du  point  B 
comme  centre  jusqu’en  D;  on  prend  DE  = 
CA,  et  menant  AE,  on  a la  parallèle  de- 
" '-.  p mandée  (592).  Cette  construction  n’exi- 

7 \ géant  qu’un  centre , elle  est  pratiquement 

1 \ préférable  à la  précédente , quand  elle  per- 

~c  ÎT  — ïi  ‘ met  de  déterminer  les  points  A et  E assez 

espacés  pour  que  l’on  puisse  tracer  facile- 
ment la  parallèle. 

Pour  résoudre  le  même  problème  au  moyen  de  Péquerre,  on  fait 

coïncider  l’hypoténuse  de  l’é- 
querre BGE  avec  la  droite  CD  ; 
on  applique  une  règle  contrôle 
côté  EG,  et  faisant  glisser  l’é- 
querre le  long  de  la  règle 
jusqu’à  ce  que  l’hypoténuse 
passe  par  le  point  A,  la  droite 
E"B"  tracée  en  suivant  cette 
hypoténuse  est  la  parallèle  demandée  (537). 

Toute  autre  position  E'B'  que  prend  l’hypoténuse  pendant  le  mouve- 
ment de  l’équerre  est  aussi  parallèle  à CD. 

918.  Diviser  en  deux  parties  égales  : 1*  une  droite  limitée  AB; 

2*  un  arc  de  cercle  AmB;  3"  un  angle  ACB  gui  cor- 
respond à Parc  AmB.  Des  points  A et  B comme 
centres,  avec  un  rayon  convenable,  qui  est  toujours 
plus  grand  que  la  moitié  de  AB,  on  décrit  deux 
arcs  de  cercle  qui  se  coupent  en  I et  I',  et  me- 
nant IT,  cette  droite  résout  les  trois  problèmes 
(531,  582,  583). 


Fig.  IÏ3. 


Fig.  126. 


913.  Pour  avoir  le  point  C,  commun  à une  droite  DE  et  au  chemin 
le  plus  court  ACB  que  P on  peut  tracer  entre  A 
et  B en  venant  toucher  DE,  du  point  A on 
abaisse  une  perpendiculaire  à DE , on  prend 
DA'  = DA,  et  la  droite  A'B  détermine  le  point  C. 
Ainsi  on  a AC  + CB  < AC'  + C'B.  En  effet,  ayant 
AC  = A'C  et  AC'=  A'C'  (531),  on  a AC  + CB  = 
A'Bet  AC'+C'B=  A'C'+C'B  ; orayant  A'B  < A’C'+ 
C'B  (559),  on  a donc  bien  aussi  AC  + CB  < AC'+ 
C*B. 


Un  corps  élastique,  ou  un  rayon  do  chaleur  ou  de  lumière,  qui  part 
du  point  A et  vient  frapper  DE  pour  aller  passer  en  B,  suit  le  plus 
court  chemin  ACB.  Il  est  à remarquer  que  CA  et  CB  font  des  angles 
égaux  avec  DE,  ainsi  qu’avec  la  perpendiculaire  CF,  ACD  = BCE  et 


Digitized  by  Google 


TROISIÈME  PARTI*.  — GÉOMÉTRIE . 


218 

ACP  — BCF:  c'est  ce  que  l’on  exprime  en  disant  que  l'angle  dVnei- 
dence  ACF  est  égal  à l'angle  de  réflexion  BCF. 

Pour  aller  frapper  une  bille  A avec  une  autre  B,  en  touchant  d’abord 
la  bande  DE  du  billard,  le  joueur  mène  par  la  pensée  DA'=DA,  et  il 
vise  le  point  A'.' 

SI  DE  est  une  rivière  dans  laquelle  on  veut  faire  une  seule  prise  d’eau 
pour  alimenter  deux  usines  A et  B (jflg.  126),  le 
point  C est  celui  qui  donnera  le  minimum  de 
longueur  de  conduite. 

Si  d’un  point  B on  veut  atteindre  la  bille  A 
en  touchant  d’abord  les  deux  bandes  MN,  NP, 
on  prend  sur  AA',  perpendiculaire  à N P, 
DA'=DA,  et  sur  A 'A",  perpendiculaire  à MN, 
D'A" = D'A';  visant  alors  le  point  A",  la  bille 
se  réfléchit  en  C vers  A',  et  arrivée  en  C'  elle 
se  réfléchit  vers  A. 


Fig.  127. 


CIRCORFÉRENCE.  TAXGEÎITE. 


Fig.  lis. 


014.  Décrire  une  circonférence  passant  par  trois  points  donnés  ABC, 
non  en  ligne  droite  (597).  On  mène  AB,  BC; 
sur  les  milieux  E,  F de  ces  droites  on  élève 
des  perpendiculaires  qui  se  coupent  en  O,  et 
la  circonférence  décrite  de  ce  point  comme 
centre  avec  AO  pour  rayon  satisfait  à l’énoncé 
(682  et  918). 

Pour  déterminer  le  centre  d’une  circonfé- 
rence, on  tracerait  deux  cordes  AB,  BC,  et  les 
perpendiculaires  menées  au  milieu  de  ces 
cordes  se  rencontreraient  au  centre  O. 

On  déterminerait  de  môme  le  centre  et  par  suite  le  rayon  d’un  arc 
de  cercle. 

La  construction  précédente  fournit  le  moyen  de  circonscrire  une  cir- 
conférence à un  triangle  donné  ABC. 

9115.  Pour  inscrire  une  circonférence  dans 
un  triangle  donné  ABC , on  mène  les  bissec- 
trices AO,  BO  de  deux  angles  A et  B du 
triangle  (912);  du  point  de  rencontre  O de 
ces  bissectrices  on  abaisse  la  perpendiculaire 
OC'  à l’un  des  côtés  AB  du  triangle,  et 
t OC'  est  le  rayon  de  la  circonférence  deraan- 
* dée  (633). 


Fig.  1ÎS. 
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Fig.  130. 


916.  Mener  une  tangente  à un  cercle  : 1*  par  un  point  prie  éur  la 
circonférence  ; 9°  jtar  un  point  pris  hors  du 
cercle. 

i*  On  mène  le  rayon  O m passant  par  le 
point  donné,  et  la  perpendiculaire  AB  menée 
à l’extrémité  de  ce  rayon  est  la  tangente  de- 
mandée (590,  910). 

9°  On  joint  le  point  donné  m au  centre;  sur  Om  comme  décimètre  on 
décrit  une  circonférence  qui  coupe  la  circon- 
férence donnée  en  T et  T,  et  les  deux  droites 
wiT,  »«T'  satisfont  5 l’énoncé.  En  effet,  menant 
OT  et  OT',  les  angles  OTm , OT'm  sont  droits 
comme  inscrits  dans  un  demi-cercle  (601) , et, 
par  suite,  mT  et  mV  sont  tangentes  à la  cir- 
oonférence  O (1*). 


Fig.  131. 


Fig.  1 33. 


917.  Mener  une  tangente  commune  à deux  cercles  C et  C'.  A la  plus 

grande  circonférence  on  décrit  une  cir- 
conférence concentrique  ayant  un  rayon 
égal  à la  différence  des  rayons  des  cir- 
conférences données;  par  le  point  C'  on 
trace  une  tangente  C'T  à cette  circonfé- 
rence ; on  mène  le  rayon  CT  passant  par 
le  point  de  contact;  on  le  prolonge  jus- 
qu’en A , et  menant  AA’  parallèle  à C'T, 
elle  est  perpendiculaire  aux  extrémités 
des  rayons  CA,  C'A'  et  satisfait  à la  question. 

La  même  construction  reproduite  au-dessous  de  la  ligne  CC'  fournit 
une  seconde  solution  BB'. 

Si  l’on  prend  CT = CA + C'A',  et  que  l’on  construise  la  fig.133  en  sui- 
vant la  même  marche  que  dans  le  cas 
précédent,  on  obtient  deux  tangentes 
Intérieures  qui  satisfont  encore  à la 
question. 

Remarque.  Lorsque  les  deux  circon- 
férences données  sont  tangentes  exté- 
rieurement, les  deux  tangentes  Inté- 
rieures se  réduisent  à une  seule,  et  alors 
il  n’y  a plus  que  trois  solutions. 

Si  les  circonférences  sont  tangentes 
intérieurement,  11  n’y  a plus  qu’une 
seule  solution,  qui  est  la  tangente  extérieure  commune  menée  par  le 
point  de  contact  des  circonférences. 


Fig.  133. 
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Fi*.  134. 


Lorsque  les  circonférences  se  coupent,  11  n’y  a pas  de  tangentes  inté- 
rieures, mais  les  deux  tangentes  extérieures  subsistent. 

918.  Sur  une  droite  donnée  AB,  décrire  un  segment  capable  (Tun 
angle  donné.  Au  point  A , on  forme  l’angle  BAC 
égal  à l’angle  donné  (90 A);  on  mène  AO  perpendi- 
culaire à AC  et  DO  perpendiculaire  au  milieu  de 
AB  (910);  du  point  O comme  centre,  avec  OA  pour 
rayon,  on  décrit  une  circonférence,  et  le  segment 
AMB  est  le  segment  demandé.  En  effet,  tout  angle  M 
inscrit  dans  ce  segment  est  bien  égal  A BAC  (601) , 
et  par  suite  à l’angle  donné. 

Dans  la  pratique,  pour  décrire  un  segment  ca- 
pable d'un  angle  donné  AMB,  ou  pour  décrire  un 
arc  de  cercle  passant  par  trois  points 
donnés  A,  M,B(91à),  on  fait  usage  d’une 
espèce  de  compas  composé  des  deux 
règles  MC , MD.  Le  centre  de  l’axe  d’ar- 
ticulation M étant  situé  à la  rencontre 
des  arêtes  extérieures  MC,  MD,  et  cet 
axe  étant  percé  d’un  trou  longitudinal  dans  lequel  on  a fixé  un  crayon , 
on  conçoit  qu’ayant  ouvert  le  compas  jusqu’à  ce  que  son  angle  soit  égal 
à AMB,  ou  que  son  sommet  étant  placé  en  M les  arêtes  MC,  MD  passent 
par  les  points  A et  B,  si  l’on  implante  une  pointe  en  chacun  des  points 
A et  B,  et  que  l’on  promène  le  compas  de  manière  que  les  arêtes  MC,  MD 
glissent  contre  ces  pointes,  le  crayon  placé  en  M décrira  l’arc  de  cercle 
AMR 

LIGNES  PROPORTIONNELLES.  POLYGONES  SEMBLABLES. 


919.  Diviser  une  droite 


Fig.  136. 


F G 


AB  : 1"  en  parties  proportionnelles  à des 
lignes  données  E,  F,  G ; 2°  à des  nombres 
donnés;  3°  en  parties  égales  (279). 

1”  Par  l’une  des  extrémités  de  AB  on 
mène  la  droite  indéfinie  AX  faisant  avec 
AB  un  angle  convenable;  sur  AX  on 
prend  AR  = E , RQ  = F,  QP = G ; on  joint 
PB,  et  par  les  points  R,  Q menant  des 
parallèles  à PB,  elles  divisent  AB  de 
manière  que  Pou  a 


AD  _ 

ne 

CB 

AR  ~ 

RQ- 

QP 

AD 

DC 

CB 

E 

F - 

G’ 

ou  -s-  = — . (609) 

On  arrive  au  même  résultat  en  mo- 
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nantBY  parallèle  à AX,  en  prenant  BL=PQ  = G,  LM  = QR = F,  MN= 
RA=E,  eten  menant  PB,  QL,  RM,  AN. 

2*  Ayant  choisi  une  longueur  pour  représenter  l’unité , et  ayant  pris 
les  longueurs  AR,  RQ...  proportionnelles  aux  nombres  donnés,  par  cha- 
cune des  constructions  du  1"  on  aurait  divisé  AB  en  parties  proportion- 
nelles à ces  nombres. 


3”  Si  les  longueurs  portées  sur  AX  sont  égales  entre  elles,  AB  se 
trouve  divisé  en  parties  égaies  (912). 

Dans  la  pratique,  pour  diviser  une  droite  AB  en  un  certain  nombre 
p.  13?  de  parties  égales,  7 par 

0 exemple,  on  opère  le 

I — — i — — J plus  souvent  par  tâton- 

i nemen  t On  ouvre  le  com- 

I JJc 

o c\jb  pas  d’une  quantité  que 

d l’on  pense  approcher  du 


i-* 

A 


7 de  AB,  et  on  la  porte  sur  AB.  C étant  le  dernier  point  de  division  , on 
augmente  l’ouverture  du  compas  d’une  quantité  approchant  le  plus 
possible  du  * de  CB,  et  on  porte  la  nouvelle  ouverture  de  compas  sur 
AB.  Si  la  7*  partie  aboutit  en  B,  c’est  que  la  nouvelle  ouverture  est  le 


ij  de  AB,  et  en  la  portant  sur  AB  on  divise  cette  droite  en  7 parties 


égales.  Si  la  pointe  de  compas  au  lieu  de  tomber  en  B arrivait  en  C',  on 
diminuerait  la  seconde  ouverture  du  ~ approché  deBC';  on  vérifierait 


si  la  nouvelle  ouverture  est  égale  au  * de  AB,  et  en  continuant  ainsi 

de  suite , on  finirait  par  arriver  à ce  résultat. 

Avec  un  peu  d’habitude,  le  troisième  ou  le  quatrième  essai  donne 
un  résultat  que  l’on  peut  considérer  comme  étant  pratiquement  exact. 

En  prenant  ac  égale  à la  première  ouverture  du  compas,  et  ac'  égale 
à la  seconde  ; puis  prenant , sur  des  perpendiculaires  à ac , cd  — BC  et 
c'd'= BC',  joignant  dd',  la  longueur  ab  pourra  être  considérée  comme 

étant  le  - de  AB. 


Remarque  l.  Cette  méthode  par  tâtonnement  est  surtout  employée 
pour  diviser  un  arc  ou  une  circonférence  en  un  nombre  quelconque 
de  parties  égales. 

Remarque  2.  Quand  le  nombre  des  divisions  est  décomposable  en 
plusieurs  facteurs,  tel  que  28=  h x 7,  on  commence  par  opérer  la  di- 
vision en  li  parties  égales  ; puis  on  divise  chacune  de  ces  parties  en 
7 autres,  égales  entre  elles. 
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020.  Trouver  une 

Fig.  138. 


quatrième  proportionnelle  X à Irai*  lignes  don- 
nées E,F,G  (281).  Sur  deux  droites  OY,  OZ,  fai- 
sant entre  elles  un  certain  angle,  on  prend 
OA  = E,  AB  — F,  0C=G;  on  joint  AC,  et  me- 
nant 111)  parallèle  à AC,  on  a CD  — X.  En  effet 
on  a bien  (609) 

OA  _ OC  E _ G 
AB  ~ Cl)  °U  F ~ X" 


921.  Trœrver  une  moyenne  proportionnelle  X a deux  droites  don- 


Fig.  138. 


nées  E,  F (283).  Sur  une 
droite  xy,  on  prend  AB  — K 
et  BC=rF;  sur  AC  comme 
diamètre  on  décrit  une  demi- 
circonférence  , et  la  perpen- 
diculaire KB  = X.  On  a en 
effet  (619) 


ab:kb=kb:bc  ou  e:x=x:f,  d’où  x'-Exf. 

En  prenant  AB’=E  et  AC'=F;  puis  décrivant  une  demi-circonfé- 
reuce  sur  A B'  comme  diamètre,  et  élevant  la  perpendiculaire  C'K", 
on  a encore  A'K.'  = X (619). 

022.  Diviser  une  droite  AB  en  moyenne  et  extrême  raison  (608). 

A l’une  des  extrémités  A de  la  droite  on  élève 
Fig,  no.  ,UÎ 

une  perpendiculaire  AO  = — ; du  point  O 

comme  centre,  avec  OA  pour  rayon,  on  décrit 
une  circonférence;  on  joint  BO,  et  prenant 
BG  — BG,  le  point  G'  satisfait  à l’énoncé.  En 
effet,  on  a (622) 

bc;ab=ab:bg; 

d’où  (BC — AB):  AB  = (AB — BG); BG,  (302) 

c’est-à-dire  BG';  AB-.-  AG';  BG', 


ou  ab:bg’=bg';ag’.  (298) 

Ce  qu’il  fallait  démoutrer. 
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983.  Sur  une  droite  A'B',  donnée  comme  côté  homologue  du  côté  AB 
du  polygone  ABCDE,  construire  un  second 
polygone  semblable  au  premier  (611). 

1"  construction.  On  fait  l’angle  B'  = B 
(90 U)  ; on  prend  B'C'  égal  à une  quatrième 
proportionnelle  aux  trois  côtés  AB,  A'B', 
BC  (920);  on  fait  l’angle  B’C'D'=.BCD  ; on 
prend  CD'  égal  à une  quatrième  propor- 
tionnelle aux  côtés  AB,  A'B',  CD,  et  on 
continue  ainsi  de  suite. 

Ces  quatrièmes  proportionnelles  pourront  s’obtenir  très-rapidement 
au  moyen  du  compas  de  réduction  (901).  Ayant  disposé  l’axe  de  ce 
compas  de  manière  que  l’une  des  ouvertures  étant  égale  à AB,  l’autre 
soit  égale  à A'B',  suivant  que  l’on  fera  la  première  ouverture  égale  à 
BC,  CD....,  la  seconde  sera  égale  à B'C',  CD'.... 

En  disposant  A'B'  parallèlement  à AB,  les  angles  B1,  C'....  égaux  res- 
pectivement à B,  C....  se  construisent  très-rapidement  en  menant  avec 
l’équerre  BC',  CD'....  respectivement  parallèles  à BC,  CD....  (911). 

2*  construction.  On  peut  éviter  la  construction  des  angles  égaux  et 
des  quatrièmes  proportionnelles.  Pour  cela,  après  avoir  décomposé  le 
polygone  ABCDE  en  triangles,  on  dispose  A'B'  parallèlement  à AB  ; on 
mène  avec  l’équerre  B C'  et  A'C'  parallèles  respectivement  à BC  et  AC; 
ce  qui  détermine  le  triangle  A’B'C'  semblable  au  triangle  ABC.  Menant 
ensuite  C'D'  et  AD'  parallèlement  à CD  et  AD,  on  a le  deuxième  triangle 
A'CD'  semblable  à ACD.  Continuant  ainsi  de  suite,  on  obtient  le  poly- 
gone A'B'CD'E'  qui  est  bien  semblable  à celui  ABCDE  (615). 

y construction.  Prenant  sur  AB,  à partir  de  A,  une  longueur  égale 
à A'B';  menant  par  le  point  que  l’on  obtient  une  parallèle  à BC;  puis 
par  le  point  de  rencontre  de  cette  parallèle  avec  la  diagonale  AC, 
une  parallèle  à CD,  et  continuant  ainsi  de  suite,  on  obtient,  inté- 
rieurement au  polygone  donné,  un  polygone  qui  lui  est  semblable. 

4*  construction.  Quelquefois,  surtout  quand  l’on  veut  tracer  sur  le 
papier  un  polygone  semblable  à un  polygone  figuré  par  un  terrain,  on 
détermine  les  sommets  C',  D',  E',  en  les  considérant  comme  les  som- 
mets de  triangles  ayant  tous  A'B'  pour  base,  et  qui  sont  semblables  aux 
triangles  homologues  du  polygone  donné. 

924.  Trouver  la  plus  grande  commune  mesure  de  deux  droites  com- 
mensurables  données  AB  et  CD  (206).  On  applique  la  règle  du  n”  99 
pour  déterminer  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres. 
Ainsi  l’on  porte  la  plus  petite  ligne  CD  sur  la  plus  grande  autant  de  fois 
que  cela  est  possible;  on  trouve  une  fois  plus  un  reste  EBcCD;  on 
porte  ensuite  EB  sur  CD,  deux  fois  plus  FD  < EB  ; puis  lo  reste  FD  sur 
EB,  et  comme  il  y est  contenu  trois  fois  exactement , c’est  que  FD  est 
la  plus  grande  commune  mesure  cherchée. 


Fig.  ui. 
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On  a : 

'~~r~Vn  EB=3FD’ 

CD  = 2EB  + FD  = 6FD + FD— 7FD, 
AB=CD4-EB=^7FD+3FD— 10FD. 

Tar  suite  le  rapport 

AB  _ 10 
CD  ~ 7* 

On  trouverait  de  même  le  rapport  de  deux  arcs  commensurables  de 
même  rayon. 

Pour  avoir  le  rapport  de  deux  angles  commensurables,  on  tracerait 
les  arcs  correspondants  de  même  rayon,  et  le  rapport  de  ces  arcs  serait 
celui  des  angles. 

1 

923.  Trouver  une  valeur  approchée , a moins  de  - par  exemple,  du 
AB' 

rapport  - - - - de  deux  droites  AB',  CD  {fi g.  162).  On  divise  CD  en  7 par- 

CaL) 

ties  égales  (919) , et  portant  son  septième  FD  sur  AB',  on  trouve  qu’il  y 
est  contenu  10  fois,  plus  un  reste  BB  < FD;  par  conséquent  on  a 

AB'  10  . AB'  11 

CD  > 7 6t  CD  < 7 ’ 

Donc  ces  deux  rapports  satisfont  & la  question , l’un  par  défaut  et 
l’autre  par  excès. 

On  trouverait  par  la  même  marche  une  valeur  approchée  du  rapport 
de  deux  arcs  ou  de  deux  angles  (926). 

POLYGONES  RÉGULIERS. 

920.  Inscrire  un  carré  dans  un  cercle  donné . On  mène  deux  dia- 
mètres AC,  BD  perpendiculaires  entre  eux,  et 
joignant  les  extrémités  de  ces  diamètres,  on 
obtient  le  carré  inscrit  ABCD  (657). 

L’usage  de  l’équerre  à 65"  (903)  permet  de 
résoudre  très-rapidement  ce  problème.  En 
effet , plaçant  une  équerre  au-dessous  de  la  cir- 
conférence, une  équerre  à 65*  appuyée  par  un 
côté  de  l’angle  droit  contre  la  première  per- 
mettra de  tracer  avec  son  hypoténuse  les  dia- 
mètres AC,  BD  (il  suffit,  après  avoir  tracé  l’un 
de  ces  diamètres,  de  retourner  l’équerre  pour  pouvoir  tracer  l’autre)  ; 
avec  le  second  côté  de  l’angle  droit  on  mènera  AD  et  BC  ; puis,  appuyant 


Fig.  143. 
G 


Fig.  142. 


E 
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l'équerre  à 45°  eu  dessous  de  la  première,  ou  fera  monter  celle-ci  pour 
tracer  AB  et  DC. 

i»27.  Construire  un  carré  dont  le  côté  est  donné.  Avec  une  première 
équerre  on  trace  une  droite  AB  égale  au  côté  donné;  on  fait,  pour  la 
facilité  de  la  construction,  descendre  un  peu  cette  équerre  parallèle- 
ment àelle-môme,  en  la  faisant  glisser  contre  une  équerre  placée  des- 
sous ; puis,  avec  l’équerre  à A 5%  on  termine  la  figure  en  opérant  comme 
ci-dessus.  Gomme  vérification,  la  circonférence  décrite  du  point  O 
comme  centre,  avec  OA  pour  rayon,  doit  passer  par  les  trois  autres 
sommets  B,  C,  D. 

028.  Inscrire  un  octogone  régulier  dans  un  cercle  donné.  Ayant  in- 
scrit un  carré  ABCD  dans  le  cercle  (926).  on  divise  en  deux  parties  égales 
chacun  des  arcs  sous-tendus  par  ses  côtés  (912),  et  joignant  les  points 
de  division  aux  sommets  voisins , on  obtient  l’octogone  AEBFCGDH. 

Si  l’on  avait  eu  l’octogone  régulier  inscrit,  en  joignant  ses  sommets 
do  deux  en  deux,  on  aurait  obtenu  le  carré. 

Remarque.  La  marche  précédente,  par  laquelle  on  inscrit  un  octo- 
gone régulier  ayant  un  carré  inscrit,  permet,  en  général,  étant  donné 
un  polygone  régulier  inscrit  dans  un  cercle , d inscrire  un  polygone  ré- 
gulier de  deux  fois  plus  de  côtés. 

La  marche  par  laquelleon  a passé  deloctogoneau  carré  permet  aussi  de 
passer  dunpolygonerégulier  inscrit  dunnombrepair  décotes  plus  grand 
que  quatre,  à un  polygone  régulier  inscrit  de  deux  fois  moins  de  côtés. 

Ainsi  du  carré  inscrit  on  passera  successivement  aux  polygones  régu- 
liers inscrits  de  8, 16,  32...  côtés,  et  réciproquement. 

On  peut  inscrire  un  octogone  régulier  sans  passer  par  le  carré.  Pour 
cela,  avec  une  première  équerre,  on  trace  un  diamètre  H K ; on  fait  des- 
cendre cette  équerre  parallèlement  à elle-même  jusqu’au  bas  de  la 
figure  ; avec  l’hypoténuse  de  l’équerre  à h 5°  on  mène  les  diamètres  AC, 
BL),  et  avec  le  côté  de  l’angle  droit  de  cette  môme  équerre  on  trace  EG  ; 
puis,  joignant  les  extrémités  des  quatre  diamètres  obtenus,  on  a l’octo- 
gone demandé. 

Tracer  un  octogone  régulier  dont  le  côté  soit  égal  à une  droite 
donnée.  On  décrit  une  circonférence  d’un 
rayon  quelconque  OA  ; dans  cette  circonférence 
on  inscrit  un  octogone  régulier  (928),  ou  sim- 
plement un  côté  AB  de  cet  octogone;  par  un 
point  I,  pris  sur  l’un  des  rayons  OA,OB  ou  sur 
son  prolongement,  on  mène  IL  parallèle  à AB; 
on  prend  IL  = A;  on  mène  La  parallèle  à OB; 
du  point  O comme  centre,  avec  Oa  pour  rayon, 
on  décrit  une  circonférence,  et  l’octogono 
abed...  inscrit  dans  cette  circonférence  satis- 
fait à l’énoncé. 


Fig.  IM. 
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Cette  construction  est  applicable  & tous  les  polygones  réguliers  que 
l’on  peut  géométriquement  inscrire  dans  un  cercle  donné;  mais  elle  se 
simplifie  pourbeaucoup  de  polygones.  Ainsi,  pourl’octogone,  après  avoir 
mené  les  droites  OA,  OB  inclinés  à 45%  on  prendra  OA— OU;  par  un 
point  i on  mènera  1b  parallèle  à AB,  et  on  terminera  la  construction 
comme  ci-dessus. 

1)50.  Inscrire  un  hexagone  régulier  dans  un  cercle  donné.  Le  rayon 
étant  égal  au  côté  de  l'hexagone  régulier  in- 
scrit (672),  en  portant  comme  corde  sur  la  cir- 
conférence une  ouverture  de  compas  égale  an 
rayon,  et  joignant  les  6 points  de  division,  on 
obtiendra  l'hexagone  demandé  ABCDEF, 
c En  faisant  usage  de  l’équerre  à hexa- 
gones (903),  on  peut  inscrire  un  hexagone  en 
opérant  comme  pour  inscrire  un  octogone  avec 
l'équerre  à 45°  (928).  Ainsi,  avec  une  équerre, 
on  mène  le  diamètre  FC  ; on  fait  glisser  cette 
équerre  parallèlement  à elle-même  jusqu’au  bas  de  la  figure;  avec 
l’équerre  à hexagones,  dont  on  applique,  le  petit  côté  de  l’angle  droit 
contre  la  première  équerre,  on  trace  deux  diamètres  AD,  BE.  On  peut 
alors  joindre  les  extrémités  des  trois  diamètres  pour  avoir  l’hexagone; 
mais,  remarquant  que  chaque  diamètre  est  parallèle  à deux  côtés  de 
l’hexagone,  on  trace  ces  côtés  en  faisant  glisser  d’une  quantité  conve- 
nable l’équerre  qui  a servi  à tracer  le  diamètre.  C’est  par  ce  moyen 
très- expéditif  que  l’on  trace  les  écrous  dans  les  dessins  de  machines. 

051.  Construire  un  hexagone  régulier  ayant  pour  côté  une  droite 
donnée.  On  décrit  un  cercle  avec  cette  droite  pour  rayon,  et  l’hexagone 
inscrit  dans  ce  cercle  satisfait  à l’énoncé. 

052.  Inscrire  un  triangle  équilatéral  dans  un  cercle  donné.  On  in- 
scrit d’abord  un  hexagone,  et  joignant  les  sommets  de  deux  en  deux,  on 
obtient  le  triangle  demandé  ACE  [fig.  145). 

055.  Construire  un  triangle  équilatéral  dont  le  côté  est  égal  à une 
droite  donnée.  On  opère  comme  au  n"  908,  en  faisant  chaque  côté  égal 
à la  droite  donnée. 

On  peut  aussi  faire  usage  de  l’équerre  à iiexagones  pour  tracer  le 
triangle  équilatéral , l’angle  de  ce  triangle  étant  égal  au  plus  grand 
angle  aigu  de  cette  équerre. 

Ayant  inscrit  un  hexagone  ou  un  triangle  équilatéral,  on  pourra  in- 
scrire successivement  des  polygones  réguliers  de  12, 24,  48...  côtés,  et 
réciproquement,  eu  opérant  comme  il  a été  indiqué  au  n"  928. 
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934,  Inscrire  dans  un  cercle  donné  : 1"  un  décagone  régulier  ; 2"  un 
pentagone  régulier  ; 3"  un  penlédécagone  régu- 
lier ; U"  un  polygone,  régulier  de  30  côtés  (544'. 
? . 1”  AB  étant  le  côté  du  décagone,  l’angle  au 

i r*\  I 360 

\ / \ / centre  O = — = 36°.  Menant  la  bissectrice  AU 

V V ’ÿ  de  l’angle  A,  on  a (617) 


oa:og=ab;gb. 


Comme  OA=OB  et*AB  = AG  = OG,  on  a donc 


ob:og=og:gb. 


• Ce  qui  montre  que  le  côté  AB  est  égal  au  grand  segment  OG  du  rayon 
OB  divisé  en  moyenne  et  extrême  raison  (922). 

Pour  déterminer  le  côté  du  décagone,  on  mène  deux  rayons  OA,  OB 
perpendiculaires  entre  eux;  sur  OB  comme  dia- 
Kis-  <«•  mètre  on  décrit  une  circonférence,  on  joint 


AO',  et  AD=AC  est  le  côté  du  décagone.  En 
portant  AD  comme  corde  sur  la  circonférence, 
et  joignant  les  points  que  l’on  obtiendra,  on 
aura  le  décagone  demandé. 


T F.n  joignant  de  deux  en  deux  les  sommes  du  décagone  régulier 
inscrit,  on  aura  le  pentagone  régulier. 

3”  La  différence  des  arcs  sous-tendus  par  les 
côtés  de  l’hexagone  et  du  décagone  réguliers 

111 

étant  - — — = -r  de  la  circonférence,  la  corde 
6 10  15 

qui  sous-teud  cette,  différence  est  le  côté  du 
pentédéeagone.  Ayaut  le  oôté,  en  le  portant 
comme  corde  sur  la  circonléreuce,  on  con- 
struira le  polygone. 

111 

û°  Ayant  - — 5 , l’on  voit  que  le  côté  du  polygone  régulier 

inscrit  de  30  côtés  est  la  corde  qui  sous-tend  l’arc  qui  est  la  différence 
des  arcs  sous-tendus  par  les  côtés  du  pentagone  et  de  l’hexagone  régu- 
liers inscrits. 

93i{.  Pour  inscrire  dans  un  cercle  un  polygone  régulier  d'un  nombre 
quelconque  de  côtés,  on  divise  la  circonférence  en  autant  de  parties 
égales  que  le  polygone  doit  avoir  de  côtés  (019),  et  joignant  les  points 
de  division  ou  a le  polygone  demandé. 

Remarque.  Pour  construire  un  polygone  régulier  quelconque  dont 
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le  côté  est  donné,  on  suit  une  marche  analogue  à celle  indiquée  au 
n°  929  pour  l’octogone  régulier. 

95(5.  Circonscrire  un  polygone  régulier  à un  cercle  donné.  On  inscrit 
dans  le  cercle  un  polygone  régulier  ABC...  d’un 
môme  nombre  de  côtés,  et  par  les  milieux  des 
arcs  sous-tendus  menant  des  tangentes,  elles 
formeront  le  polygone  demandé  AUC'...  Remar- 
quant que  les  tangentes  sont  parallèles  aux  côtés 
du  polygone  inscrit,  on  voit  qu’en  faisant  usage 
de  l’équerre  la  construction  devient  très-simple. 

957.  Coicvrir  une  surface  plane  avec  des  po- 
lygones réguliers.  La  somme  des  angles  que 
l’on  peut  former  autour  du  même  point  dans, 
un  pian  étant  égale  à U droits  ou  360"  (528; , tout  polygone  régulier 
dont  l’angle  sera  contenu  un  nombre  entier  de  fois  dans  li  droits  peut 
être  employé  pour  couvrir  une  surface  plane  (565). 

On  peut  donc  à cet  effet  faire  usage  : 

1"  Du  triangle  équilatéral , dont  l’angle 

= ij  = ^ de  droit  {fig.  150); 

2”  Du  carré,  dont  l’angle  de  droit 
(fig.  151); 

3"  De  l’hexagone  régulier,  dont  l’angle 

= ~-=l  de  droit  (Jig.  152). 

L’angle  de  l’octogone  régulier  étant  égal  à 
2x6  3 

—5— de  droit,  il  n’est  pas  contenu  un 

nombre  entier  de  fois  dans  U droits,  et  par 
suite  on  ne  peut  employer  l’octogone;  mais  en 
combinant  ce  polygone  avec  le  carré,  de  ma- 
nière que  deux  angles  de  l’octogone  et  un 
angle  du  carré  aient  le  même  sommet,  ce  qui 
donne  ^ x 2 + 1 =U  droits,  on  parvient  à couvrir  la  surface  {fig.  153). 

Ces  dispositions  sont  employées  journellement  par  les  carreleurs. 

PROBLÈMES  SDR  LES  AIRES  DES  POLYGONES. 

951L  Trouver  Paire  d'un  polygone  quelconque.  On  décompose  ce  po- 
lygone en  triangles,  en  menant  toutes  les  diagonales  par  le  même  som- 
met, ou  en  joignant  un  point  intérieur  à tous  les  sommets  du  polygone; 
on  mesure  l’aire  de  chaque  triangle  (636),  et  la  somme  de  tous  les  ré- 


Kig.  IVI. 
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sultats  trouvés  est  l’aire  cherchée.  On  préfère  ordinairement,  surtout 
quand  on  opère  sur  le  terrain  (6*  partie),  joindre  deux  sommets  du 
polygone  et  abaisser  des  autres  sommets  des  perpendiculaires  sur  la 
diagonale  qui  en  résulte.  Le  polygone  se  trouve  ainsi  décomposé  en 
triangles  rectangles  et  en  trapèzes  rectangles  faciles  à évaluer  (Voir 
Courbes  quelconques  à la  fin  de  la  cinquième  partie). 

93i).  Transformer  un  polygone  quelconque  ABCDE  en  un  polygone 

équivalent  qui  ait  un  côté  de 


Fig.  154. 


Fig.  155. 


r~ 


Y 7 

IA  / 


moins.  Que  le  polygone  soit  con- 
vexe ( fig . 154),  ou  qu'il  ait  un 
angle  rentrant  {fig.  155),  on  joint 
C,  E ; on  mène  DF  parallèle  à CE, 
et  traçant  CF,  les  deux  triangles 
CED,  CEF  sont  équivalents  (638), 
et  par  suite  aussi  le  pentagone 
ABCDE  et  le  quadrilatère  ABCF. 


Remarque.  Par  cette  marche  on  peut  transformer  un  polygone  quel- 
conque en  un  triangle  équivalent. 

940.  Construire  un  carré  équivalent  à la  différence  de  deux  carrés 
donnés,  a et  6 étant  les  côtés  des  carrés  donnés, 
Fig.  156.  on  frace  doux  droites  AB,  AC  perpendiculaires 

entre  elles;  sur  l’une  on  prend  AB=a  < b,  et  du 
point  B comme  centre,  avec  b pour  rayon,  décri- 
vant un  arc  de  cercle,  il  détermine  AC , qui  est  le 
côté  cherché.  En  effet,  le  triangle  rectangle  ABC 
donne  bien  (647) 

ÂC!  = BC’ — ÂB*  = 61 — a* . 


On  serait  arrivé  à la  même  solution  en  décrivant  une  demi-circon- 
férence sur  une  droite  BC  = b comme  diamètre;  en  inscrivant,  à partir 
de  B,  une  corde  BA  = a,  et  en  menant  AC  (601). 

Ayant  le  côté  AC,  on  construira  le  carré  comme  au  n*  927. 

941.  Construire  un  carré  équivalent  au  résultat  de.  la  combinaison 
par  voie  d'addition  et  de  soustraction  de  tant  de 
carrés  qu'on  voudra,  a,  b,  c,  d étant  les  côtés 
des  carrés  donnés,  pour  déterminer  le  côté  k d’un 
carré  tel  que  l’on  ait 

k*=at  + b'  + ci—d'1, 

on  trace  deux  perpendiculaires  AB,  AC  égales  à 
a , b,  et  on  joint  CB;  au  point  C on  mène  CD  = c 
perpendiculaire  à CB,  et  on  joint  DB;  sur  BD 
comme  diamètre  on  décrit  une  demi-circonférence,  et  portant  DE=d, 


Fig.  157. 
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puis  menant  BE,  cotte  droit/*  est  la  valeur  de  k.  En  effet , les  triangles 
rectangles  successifs  que  l’on  a construits  donnent  (647  et  1)40) 

BC*  = a*  + 4’ 

BD,=  BC1  -f-  c>=  a»  + 6*  + c1 

BË*  = BD* — (P = a*  + b1  + c*- — <P. 

Ayant  le  côté  BE,  on  tracera  le  carré  comme  au  n”  927. 

948.  Etant  donnés  deux  polygones  semblables  p et  p construire  un 
troisième  polygone  P gui  leur  soit  semblable,  et  équivalent  : 1“  à leur 
somme  ; 2»  à leur  différence  : 

1°  On  construit  un  triangle  rectangle  ABC  [ffg.  157)  ayant  pour  côtés 
de  l’angle  droit  deux  côtés  homologues  a et  b des  polygones  p et  p',  et 
construisant  sur  l’hypoténuse  BC  = x,  comme  côté  homologue  de  a et 
b,  un  polygone  P semblable  à p et  p'  (923),  on  aura  P = p+p'.  En  effet, 
ayant  (643) 

p;p'=a*  : 6*,  d’où  (p  +p'):  (a*  + 6*)=rp  1 n*.  (302) 

comme  on  a de  plus  P;xt=p;  a*, 

ces  deux  proportions  ayant  trois  termes  égaux,  puisque  x‘=ai  + b*,  on 
a donc  bien  P = p + p'î 

2°  En  prenant  le  plus  grand  côté  b pour  l’hypoténuse  du  triangle 
rectangle  (fi g.  156),  et  construisant  P sur  le  second  côté  AC=jrdo 
l’angle  droit,  par  les  mêmes  raisons  que  dans  le  cas  précédent,  on  au- 
rait P z=p' — p. 

045.  Construire  un  rarré  équivalent  d un  parallélogramme  ou  à un 
triangle  donné,  x étant  le  côté  du  carré,  et  b,  h la  base  et  la  hauteur  de 
la  figure  donnée,  selon  qu’il  s’agira  du  parallélogramme  ou  du  triangle, 
on  aura  (636,  639) 

j*  = 6xA  ou  i’  = 6x^ 

Ce  qui  montre  que  x sera  une  moyenne  proportionnelle  entre  b et  h 
dans  le  premier  cas,  et  entre  6 et  ~ dans  le  second  (921). 

Remarque.  De  ce  n“  et  de  celui  939  résulte  le  moyen  de  construire 
un  carré  équivalent  à un  polygone  donné  quelconque.  Puis  le  n”  941 
permet  d’obtenir  le  carré  équivalent  4 tant  de  polygones  donnés  qu’on 
voudra,  combinés  par  voie  d’addition  et  de  soustraction. 

944.  Construire  sur  une  droite  donnée  c un  rectangle  équivalent  à 
un  rectangle  donné  qui  a & et  b pour  dimensions.  La  4'  proportionnelle 
x aux  trois  lignes  c,  a,  b est  la  seconde  dimension  du  rectangle  de- 
mandé (920).  En  effet,  de 

c'.a—b'.x,  on  tire  bien  c x x = a x b.  (292) 
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04î$.  Construire  un  rectangle  équivalent  à un  carré  donné,  et  dont 
les  deux  dimensions  fassent  une  somme  donnée  AB. 
Sur  AB  comme  diamètre  on  décrit  une  demi-cir- 
^ F conférence;  on  prend  la  perpendiculaire  CD  égaie 
~7  I "'"'K  ' au  c0té  c tlu  carr6  donné,  et  menant  DE  parallèle 

L !C L et  EF  perpendiculaire  à AB,  les  deux  segments  AF 

v c r R et  BF  sont  les  dimensions  du  rectangle  cherché. 

On  a,  en  effet  (618), 

EF*  oïl  c*  = AI’xBF. 


Le  problème  n’est  possible qu’autant  que  l’on  à c < —,  et  l’on  voit 

de  plus  que  parmi  tous  les  rectangles  de  meme  périmètre , le  carré  est 
un  maximum . 


948.  Construire 

Fig.  15». 


un  rectangle  équivalent  à un  carré  donné,  et  dont 
les  dimensions  aient  entre  elles  une  différence 
donnée  AB.  Sur  AB  comme  diamètre  on  décrit  une 
circonférence;  ù l’extrémité  A on  élève  une  per- 
pendiculaire AC  égale  au  côté  c du  carré  donné,  et 
joignant  CO,  les  dimensions  du  rectangle  cherché 
sont  CD  et  CE,  En  effet  on  a bien  (6512) 

CD  ; c = c ; CE , 
d’od  CD  x CE  = c*. 


PROBLÈMES  son  LA  SPHÈRE. 

047,  Étant  donnée  une  sphère,  trouver  son  rayon.  On  prend  deux 
pointe  A et  B sur  la  surface  de  la  sphère  ; de  ces 
pointa  comme  centres,  ou  mieux  comme  pôles,  avec 
un  rayon  convenable,  on  décrit  deux  arcs  de  cercle 
qui  se  coupent  en  deux  points  D,  D';  avec  une 
autre  ouverture  de  compas  on  détermine  de  même 
un  troisième  point  D".  D,  D',  D"  étant  également 
distant  des  points  A et  B,  ils  appartiennent  à la  cir- 
conférence du  grand  cerolo  dont  le  plan  est  per- 
pendiculaire au  milieu  de  AB,  et  il  on  résulte  que  si  l’on  construit  sur 
un  plan  un  triangle  ayant  pour  côtés  les  distances  rectilignes  des  trois 
points  D,  ü',  D"  (908),  la  circonférence  circonscrite  à ce  triangie  sera 
égale  à celle  d’un  grand  cercle,  et  son  rayon  sera  celui  de  la  sphère  (91ô). 


Fig.  i«v. 
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948.  Etant  donnés  deux  points  A et  B sur  la  surface  de  la  sphère, 
décrire  une  circonférence  du  grand  cercle  qui  passe 
par  ces  deux  points.  Des  points  A et  B comme 
pôles,  avec  une  ouverture  de  compas  égale  à la 
corde  d’un  quadrant  (947),  on  décrit  deux  arcs  de 
cercle  qui  se  coupent  au  point  C,  et  de  ce  point 
comme  pôle,  avec  la  même  ouverture  de  compas, 
décrivant  une  circonférence,  elle  répond  à la  ques- 
tion. 

On  voit  que  la  même  construction  peut  servir  à trouver  les  pôles 
d'une  circonférence  ou  d’un  arc  de  grand  cercle. 

Décrire  la  circonférence  de  petit  cercle  passant  par  trois  points 
A,  B,  C situés  sur  la  surface  de  la  sphère.  On 
détermine,  toujours  en  opérant  comme  au  n°  947, 
deux  points  D,  D’  également  distants  de  A et  B, 
et  par  D,  D'  on  fait  passer  une  circonférence 
de  grand  cercle,  dont  le  plan  est  perpendicu- 
laire sur  le  milieu  de  AB,  comme  contenant  les 
points  D,  D' et  le  centre  O également  distants  de  A 
et  de  B (683).  On  trace  de  même  la  circonférence 
de  grand  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  au 
milieu  do  BC  ; cette  circonférence  rencontre  la  première  aux  points  P 
et  P'  qui  sont  les  pôles  de  la  circonférence  demandée,  et  permettent 
l’un  et  l’autre  de  la  tracer. 

949.  Par  un  point  A,  pris  sur  la  surface  de  la  sphère,  mener  une  cir- 
conférence de  grand  cercle  perpendiculaire  à 
une  circonférence  ou  à un  arc  de  grand  cercle  t 
donné  BD.  Du  point  A,  situé  sur  BD  ou  hors  de  BD, 
comme  pôle,  avec  la  corde  d’un  quadrant  (947), 
on  décrit  un  arc  de  grand  cercle  qui  coupe  la 
circonférence  donnée  au  point  P;  du  point  P 
comme  pôle,  avec  la  même  ouverture  de  compas, 
décrivant  une  circonférence  de  grand  cercle , 
elle  passe  par  le  point  A et  satisfait  à l’énoncé. 

Lorsque  le  point  A est  le  pôle  de  BD,  toute  circonférence  du  grand 
cercle  qui  le  contient  satisfait  4 l'énoncé;  mais  dans  tout  autre  cas  il 
n’y  a qu’une  solution. 

980.  U y a trois  problèmes  qui  paraissent  appartenir  à la  géométrie 
élémentaire,  et  qui  ne  peuvent  être  résolus  au  moyen  de  la  règle  et  du 
compas  (897).  Ce  sont  : 

1*  La  trisection  de  l'angle,  c’est-à-dire  la  division  d’un  angle  ou  d’un 
arc  en  trois  parties  égales  ; 

2°  La  quadrature  du  cercle,  qui  consiste  à trouver  le  côté  d’un  carré 
ayant  la  même  surface  qu’un  cercle  donné; 


Fig.  16t. 
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3’  La  duplication  du  cube,  ou  trouver  le  côté  d'un  cube  double  d’un 
cube  donné. 


FEUILLE  DE  DESSIN.  ÉCHELLES. 


9iî  1 . Préparation  de  la  feuille  de  papier  pour  l'exécution  d'un  dessin. 
Des  quatre  sommets  ABCD  de  la  feuille,  comme  centres,  avec  un  même 
rayon  un  peu  plus  grand  que  la  moitié  de  AD  ou  BC,  on  décrit  quatre 

arcs  de  cercle  qui  se  coupent  deux  à. 
deux  en  E , F;  de  ces  points  obtenus 
comme  centres,  avec  un  même  rayon 
plus  grand  que  la  moitié  de  EF,  on 
décrit  quatre  autres  arcs  de  cercle 
qui  se  coupent  en  G et  H.  Menant 
EF,  GH,  ces  droites  sont  perpendi- 
culaires entre  elles  (531),  divisent 
la  feuille  de  papier  en  U parties  à 
peu  près  égales , et  sont  d’un  grand 
secours,  tant  pour  disposer  conve- 
nablement les  différentes  parties  du  dessin  sur  la  feuille , que  pour 
donner  de  l’exactitude  au  dessin  lui-même. 

Les  lignes  d’un  dessin  de  machine,  et  surtout  d’architecture,  étant 
pour  la  plupart  parallèles  et  perpendiculaires  entre  elles,  on  les  dispose 
sur  la  feuille  de  manière  qu’elles  soient  parallèles  aux  axes  EF,  GH,  et 
pour  tracer  l’une  quelconque  IK  de  ces  lignes,  on  mène  toujours  une 
parallèle  à l’axe  EF,  et  non  à une  droite  LM  tracée  précédemment,  afin 
de  ne  pas  ajouter  à l’erreur  qui  a pu  être  commise  en  menant  la  pa- 
ralèle  LM,  celle  que  l’on  peut  commettre  en  traçant  IK  (899  et  911). 
Sans  cette  précaution,  on  s’expose,  après  avoir  mené  quelques  lignes,  à 
avoir  des  droites  qui  s’écartent  sensiblement  du  parallélisme,  et  le 
dessin  est  très-inexact. 

Quand  on  a plusieurs  parallèles  k mener,  il  convient  de  fixer  la  posi- 
tion de  chacune  d’elles  par  un  point,  puis  de  les  tracer  toutes  sans  que 
l’équerre  mobile  cesse  d’être  en  contact  avec  la  règle  ou  l’équerre  fixe  ; 
on  n’a  ainsi  qu’une  seule  fois  à faire  coïncider  l’arête  de  l’équerre 
avec  l’axe  EF  ou  GH. 

9152.  U arrive  souvent  que  l’on  a à raccorder  une  droite  avec  une 
courbe.  Dans  ce  cas,  pour  la  facile  et  bonne  exécution  du  dessin,  il 
convient  de  tracer  la  courbe  avant  la  ligne  droite  (898,  remarque). 

9J>3.  Echelle  d'un  dessin.  Lorsque  l’objet  que  l’on  représente  est  de 
petite  dimension,  chacune  de  ses  parties  est  représentée  en  vraie  gran- 
deur par  le  dessin,  et  on  dit  que  le  dessin  est  de  grandeur  naturelle  ou 
de  grandeur  d' exécution  ; cotte  dernière  expression  est  surtout  usitée 
dans  les  ateliers. 


Fig.  103. 
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Lorsque  tes  objets  que  l’on  représente  sont  de  grandes  dimensions, 
on  ne  peut  plus  les  représenter  en  vraie  grandeur  sur  la  feuille  de 
papier;  alors  le  dessin  n’cst  qu'une  figure  semblable  à l’objet,  c'est- 
à-dire  que  le  rapport  de  chaque  dimension  du  dessin  à la  dimen- 
sion correspondante  de  l’objet  est  constant  (923).  Selon  que  ce  rap- 
port est  ^ on  dit  que  le  dessin  est  à l'échelle  de  *, 

Dans  la  pratique,  selon  qu’un  mètre  de  longueur  est  représenté  sur  le 
dessin  par  1 décimètre,  1 centimètre,  25  centimètres,  1 millimètre,  etc., 

au  lieu  de  dire  que  l’échelle  est  de  \,  — î—  etc.,  on  dit  le  plus 

10  100  U 1000 

souvent  qu’elle  est  de  1 décimètre,  i centimètre,  25  centimètres,  1 mil- 
limètre, etc.,  pour  mètre. 

Quand  l’objet  que  l’on  représente  est  très-petit  et  très-détaillé,  pour 
la  clarté  du  dessin,  on  adopte  un  rapport  d’échelle  plus  grand  que  1,  et 
selon  que  ce  rapport  est  égal  à 2,  3,  à...,  on  dit  que  le  dessin  est  au 
double,  triple,  quadruple...  de  grandeur  naturelle  ou  de  grandeur 
d'exécution. 

L'échelle  d’un  dessin  se  trace  au  bas  de  la  feuille,  et  on  la  représente 

par  une  ligne 
f 'K' ,6*’  droite  sur  laquelle 

c 4 on  porte  des  lon- 

4 j, 1 — - — i 1 gueurs  égales  re- 

01  as  « s présentant  cha- 

cuneun  décimètre, 

un  mètre,  100  métrés,  etc.,  selon  les  dimensions  de  l’objet  représenté. 

1 - 

L’échelle  étant  de  ^ [fiy.  16à) , chacune  de  ses  divisions  est  égale 

à un  centimètre  et  représente  un  mètre. 

Le  0 de  l'échelle  se  place  au  premier  point  de  division  A,  et  on  divise 
l'intervalle  AC  en  10  parties  égales,  représentant  chacune  ~ de  l'unité 
figurée  par  AB;  c’est  un  décimètre  dans  la  figure. 

Pendant  l’exécution  du  dessin,  l’échelle  sert  à donner  à toutes  ses 
parties  les  dimensions  convenables,  et  après  elle  permet  dê  retrouver 
les  dimensions  de  chacune  des  parties  du  dessin  ou  mieux  de  l’objet  re- 
présenté. Ainsi,  ouvrant  les  branches  d’un  compas  d’une  quantité  égale 
à l’une  des  dimensions  du  dessin,  et  faisant  glisser  l’une  des  pointes 
jusqu’à  ce  qu’étant  placée  en  un  point  de  division  de  l’échelle,  l’autre 
pointe  tombe  entre  A et  C,  le  nombre  de  mètres  indiqué  par/la  pre- 
mière pointe,  plus  le  nombre  des  décimètres  et  parties  de  décimètre 
Indiqué  par  la  seconde  pointe,  est  la  dimension  de  l’objet  figurée  sur  le 
dessin  par  l’ouverture  du  compas  ; par  exemple,  cette  dimension  est  de 
à", 35,  si  la  première  pointe  tombe  au  nombre  U de  l’échelle,  et  la  se- 
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conde  au  milieu  de  l'intervalle  des  divisions  3 et  5 de  AC  à partir  du 
point  A. 

Les  fractions  des  intervalles  des  divisions  de  AC  ne  peuvent  être 
qu’approximatives,  et  l’on  conçoit  que  l’on  peut  commettre  de  graves 
erreurs  quand  le  rapport  de  l’échelle  est  très-petit,  comme  pour  les 
tracés  de  routes,  chemins  de  fer  ou  canaux,  et  en  général  pour  tous  les 
plans  topographiques.  Pour  obtenir  plus  d'exactitude,  on  adopte  la  dis- 

position  do  la  fig.  165,  qui  représente  une  échelle  de  : , soit  deux 

5000 

centimètres  pour  100  mètres. 

Aux  points  C,  A,  B...  on  élève  des  perpendiculaires  & CB;  sur  AA'  on 

porte  10  lon- 
gueurs éga- 
les , et  par 
les  points  de 
division  on 
mène  des  pa- 
rallèles à CB; 
on  prend  A 'a 
égal  au  dixiè- 
me de  A'C' 
ou  de  AC;  on 

jolntAa,etpar  tous  les  polntsde  division  de  AC  on  mène  des  parallèles  à 
A a.  Une  oblique  quelconque  Aa  s’écartant  de  la  perpendiculaire  AA' 

menée  par  son  pied  de  quantités  qui  augmentent  de  ~ de  A 'a  (de  1 mètre 

10 

dans  la  figure)  en  passant  d’une  parallèle  à CB  à l’autre , cette  échelle, 
bien  exécutée,  donne  exactement  les  dixièmes  de  A’a,  et  approximative- 
ment une  fraction  de  ces  dixièmes. 

Ayant  ouvert  les  branches  du  compas  d’une  quantité  égale  à une  di- 
mension du  dessin,  on  place  une  des  pointes  sur  un  point  de  division 
de  AB,  do  manière  que  l’autre  pointe  tombe  entre  A et  C;  puis,  en  tenant 
toujours  la  première  pointe  sur  la  perpendiculaire  à AB,  on  fait  monter 
le  compas  parallèlement  à lui-même  jusqu’à  ce  que  la  seconde  pointe 
rencontre  une  oblique  à AC.  Supposant  qu’après  ce  mouvement  l’une 
des  pointes  soit  en  o et  l’autre  en  A,  la  dimension  cherchée  sera  de 
200  -4-  50  4-  6 = 256  mètres;  les  200  mètres  sont  indiqués  par  la  perpen- 
diculaire o,  les  50  mètres  par  l’oblique  A,  et  les  6 mètres  par  la  paral- 
lèle à AB.  Si  la  seconde  pointe  avait  rencontré  l’oblique  A entre  A et  s, 
par  la  distance  du  point  de  rencontre  au  point  A,  on  aurait  jugé  approxi- 
mativement le  nombre  de  décimètres  qu’il  faut  ajouter  à 256  mètres 
pour  avoir  la  dimension  cherchée. 

11  convient  que  les  échelles  soient  tracées  sur  la  feuille  même  du 
dessin,  afin  que  les  retraits  ou  allongements  du  papier  se  fassent  indis- 


Fig.  16*i. 
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tinctement  sentir  sur  le  dessin  et  les  échelles.  La  plus  grande  variation 
du  papier  se  produit  quand  on  coupe  la  feuille,  que  l’on  avait  eu  la 
précaution  de  coller  sur  une  planche,  afin  de  la  bien  tendre  pour  faci- 
liter l’exécution  du  dessin. 

Cependant  les  échelles  topographiques  ( fig . 165)  sont  généralement 
gravées  avec  le  plus  grand  soin  sur  des  règles  en  cuivre  ou  en  ivoire. 

9iî4.  Quoique  l'échelle  permette  de  trouver  les  dimensions  des  diffé- 
rentes parties  d’un  dessin,  en  mécanique  et  en  architecture  on  écrit 
ces  dimensions  sur  les  objets  représentés  relies  prennent  le  nom  de 
cotes,  et  un  dessin  doit  en  général  être  coté  avec  le  plus  grand  soin 
avant  d'être  remis  au  constructeur,  pour  lui  faciliter  son  travail  et 
éviter  les  erreurs. 

fKîii.  Le  plan  d’une  machine,  d'un  bâtiment,  d’un  terrain,  etc.,  est 
la  projection  sur  un  plan  horizontal  de  la  machine,  du  bâtiment,  du 
terrain,  etc. 

La  projection  sur  un  pfhn  vertical  d’une  machine,  d’un  bâtiment,  etc., 
est  appelée  élévation,  que  l’on  désigne  souvent  sous  le  nom  de  vue  ; l’é- 
lévation ou  la  vue  est  dite  de  face  quand  elle  est  la  projection  de  la  face 
principale;  elle  est  au  contraire  dite  de  côté  ou  latérale,  quand  elle  est 
la  projection  d’une  face  latérale. 

La  section  faite  par  un  plan  est  appelée  horizontale  ou  verticale, 
selon  que  ce  plan  est  horizontal  ou  vertical.  Une  coupe  verticale  est  en- 
core nommée  longitudinale  ou  transversale,  selon  le  sens  suivant  le- 
quel elle  est  faite  dans  l’objet  que  l’on  représente. 

La  coupe  verticale  d’un  terrain  se  nomme  profil.  Le  profil  fait  sui- 
vant l’axe  d’une  route,  par  exemple,  se  nomme  profil  en  long  ; ceux 
faits  transversalement  sont  des  profils  en  travers. 
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TRIGONOMÉTRIE. 


060.  L'objet  spècial  <le  la  trigonométrie  est  de  fournir  des  méthodes 
pour  calculer  toutes  les  parties  d’un  triangle  (angles  et  côtés),  quand 
on  a des  données  suffisantes  pour  les  déterminer  (906  à 909). 

Remarque.  Un  polygone  quelconque  étant  composé  de  triangles,  il  en 
résulte  que  le  but  plus  général  de  la  trigonométrie  est  de  soumettre  au 
calcul , dans  tout  polygone  suffisamment  défini,  les  relations  qui  exis- 
tent entre  les  directions  et  les  grandeurs  des  côtés  et  des  diagonales  de 
ce  polygone 

DÉTERMINATION  D’üN  POINT. 

967.  Moyen  de  fixer  la  position  d'un  point  sur  une  ligne.  Comme 
on  peut  prendre  sur  une  ligne,  à partir  d’un  point  de  cette  ligne,  une 
même  longueur  dans  les  deux  sens  (503) , il  en  résulte  qu’il  ne  suffit  pas 
de  connaître  la  distance  d’un  point  à un  point  déterminé  de  la  ligne , 
pour  connaître  la  position  du  premier  ; mais  qu’il  faut  en  outre  con- 
naître le  sens  dans  lequel  on  doit  compter  cette  distance. 

Pour  simplifier  les  expressions  et  faciliter  les  calculs,  on  est  convenu 
do  considérer  les  distances  portées  dans  un  sens  comme  positives , et 
celles  prises  dans  l’autre  sens  comme  négatives.  Pour  cette  raison,  dans 
les  calculs,  les  premières  distances  s’affectent  du  signe  + , et  les  secondes 
du  signe  — (390).  On  a l’habitude  de  considérer  comme  positives  les 
distances  portées  dans  le  sens  de  droite  à gauche  et  de  bas  en  haut,  et 
comme  négatives  celles  comptées  de  gauche  à droite  et  de  haut  en  bas. 

Oiîtt.  Le  point  fixe  O d’une  ligne,  à partir  duquel  on  compte  les  dis- 
tances prises  sur  cette  ligne,  prend  le  nom  d'origine. 

Quand  la  ligne  sur  laquelle  on  compte  les  distances  est  droito,  elle 
prend  le  nom  d'are. 

La  distance  d’un  point  quelconque  de  l’axe  à l’origine  prend  le  nom 
d 'abscisse  ; on  la  désigne  généralement  par  x,  que  l'on  affecte  du  signe 
+ ou  du  signe —selon  qu’elle  est  comptée  dans  un  sens  ou  dans  l’autre. 
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OiîO.  Étant  données  deux  directions  xx'  et  yy\  que  nous  supposerons 
rectangulaires  entre  elles,  on  connaîtra  la  po- 
sition d'un  point  quelconque  du  plan  de  ces 
deux  directions  quand  on  aura  les  projections 
do  ce  point  sur  les  droites  xx  et  y y’  (633). 

En  effet,  p et  q étant  les  projections  d’un 
point  sur  les  droites  xx'  et  yy\  élevant  des 
perpendiculaires  indéfinies  pM  et  qM  à ces 
droites,  chacune  de  ces  perpendiculaires  con- 
tiendra le  point,  qui  est  alors  leur  point  unique 
de  rencontre  M. 

Le  point  M étant  déterminé  quand  on  a ses 
projections  p et  q , comme  ces  projections  le  sont  par  leurs  distances  à. 
une  origine  prise  sur  chacun  des  axes  xx\  y y'  (957),  un  point  est  donc 
déterminé  dans  un  plan  quand  on  connaît  les  abscisses  de  ses  projec- 
tions sur  deux  axes  rectangulaires  tracés  dans  ce  plan. 

On  prend  pour  origine  commune  sur  les  axes  xx'  et  y y'  le  point  de 
rencontre  O de  ces  axes. 

Ces  axes  prennent  le  nom  d'axes  coordonnés. 

L’axe  xx'  est  l'are  des  abscisses  ou  des  x. 

L’axe  yy'  est  l’arc  des  ordonnées  ou  des  y , c’est-à-dire  que  les  lon- 
gueurs comptées  sur  cet  axe  à partir  de  l'origine  O sont  appelées  ordon- 
nées, au  lieu  d’abscisses. 

Or  est  la  partie  des  abscisses  ou  des  r positives,  et  Or'  celle  des  ab- 
scisses ou  des  x négatives.  De  môme  O y est  la  partie  des  ordonnées  ou 
des  y positives,  et  O y'  celle  des  ordonnées  ou  des  y négatives. 

L’abscisse  Op  de  la  prqjection  p est  aussi  l’abscisse  du  point  M.  Comme 
on  a O p—  M </,  on  voit  que  l’abscisse  d’un  point  est  la  distance  du  point 
à l’axe  des  y.  Cette  abscisse,  que  l’on  désigne  par  r,  est  positive  ou  né- 
gative, selon  qu’elle  est  comptée  sur  Or  ou  sur  Or',  c’est-à-dire  selon 
que  le  point  est  à droite  ou  à gauche  de  l’axe  des  y. 

De  môme,  l’ordonnée  O q de  la  projection  q est  l’ordonnée  du  point 
M.  On  a aussi  O q — U p,  ce  qui  fait  voir  que  l’ordonnée  d’un  point  quel- 
conque est  la  distance  de  ce  point  à l’axe  des  r.  L’ordonnée  se  désigne 
par  la  lettre  y,  et  elle  est  positive  ou  négative  suivant  que  le  point  se 
trouve  au-dessus  ou  au  dessous  de  l’axe  des  r. 

L’abscisse  et  l’ordonnée  d’un  point  sont  les  coordonnées  de  ce  point. 

Ainsi  un  point  est  déterminé  par  les  valeurs  algébriques  de  ses 
coordonnées  x et  y (391). 

Ou  a : 


Pour  M, 

x=+Op 

et 

y=+Oq; 

M', 

x— — 0 p' 

et 

y—  + Oq; 

M" 

x— — Qp' 

et 

y~-Oq’; 

M'" 

x~  + Qp 

et 

y=-oq'. 

Fig.  166. 
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Quand  z=0,  c’est  qua  le  point  est  situé  sur  Taxe  des  y;  y— 0 indique 
qu’il  se  trouve  sur  l’axe  des  x,  et  si  on  a à la  fois  x=0  et  y — 0,  c’est 
qu’il  est  question  de  l’origine  O des  axes. 

Remarque  1.  Ce  qui  vient  d'être  dit  pour  des  axes  perpendicu- 
laires xx',  y y'  s'applique  à des  axes  faisant  entre  eux  un  angle  quel- 
conque ; mais  alors  les  lignes  M/j,  il q....,  qui  restent  toujours  parallèles 
aux  axes  yy,  xx1,  sont  obliques  sur  les  axes  respectifs  xx'  et  y y'. 

Remarque  2.  Dans  le  cas  où  les  axes  sont  rectangulaires,  joignant  OM, 
le  triangle  rectangle  Oll/j  donne  (647) 

OM,=x,+y*. 

La  distance  de  l’origine  à un  autre  point  quelconque  M',  M'i...* donne 
la  même  relation  avec  les  coordonnées  du  point  considéré. 

060.  Moyen  dejixer  la  position  d'un  point  dans  l'esjtace.  De  même 
qu'un  point  est  déterminé  sur  un  plan  par  scs 
projections  sur  deux  droites  rectangulaires 
tracées  dans  le  plan  (959),  on  connaît  la  posi- 
tion d'un  point  quelconque  de  respacc  quand 
ses  projections  sur  trois  plans  perpendicu- 
laires entre  eux  sont  déterminées  (678). 

En  effet,  a,  b et  c étant  les  projections  d’un 
[joint  M sur  les  trois  plans  xOy,  xOz  et  yOz, 
déterminés  par  les  axes  rectangulaires  xx,  y y' 
etzzqui  sont  leurs  intersections,  si  par  cha- 
cun de  ces  points  on  élève  une  perpendiculaire  au  plan  correspondant, 
chacune  de  ces  perpendiculaires  passera  au  point  M,  et  ce  point 
devant  se  trouver  à la  fois  sur  les  trois  perpendiculaires,  il  sera  leur 
point  unique  de  rencontre.  Ainsi  un  point  est  bien  déterminé  par  ses 
projections  sur  les  trois  plans. 

Chacune  des  projections  «,  b,  c étant  déterminée  quand  on  connaît 
ses  projections  respectives  p et  q,  p et  s,  q et  s,  sur  deux  axes,  il  en  ré- 
sulte que  ces  trois  projections,  et  par  suite  le  point  M , sont  détermi- 
nées quand  on  connaît  les  trois  points  p,q,  s,  qui  ne  sont  autre  chose 
que  les  projections  du  point  M sur  les  trois  axes  xx1,  yy',  zz‘  (633,  684)- 

Les  trois  points  p,  q , s,  situéssurles  axes,  étant  déterminés  par  leurs 
abscisses  par  rapport  à l’origine  O (957),  un  point  M est  donc  déter- 
miné quand  on  connaît  les  abscisses  de  scs  projections  sur  trois  axes 
rectangulaires . 

Les  trois  axes  rectangulaires  xx',  yy',  zz'  prennent  encore  le  nom 
d'axes  coordonnés;  xx1  est  l’axe  des  x,  yy'  celui  des  y,  et  zz'  celui  des  z. 

Les  trois  plans  déterminés  par  ces  axes  sont  appelés  plaîis  coor- 
donnés. 

Les  abscisses  0 p,  O q et  Os  des  projections  du  point  M sur  les  axes 
sont  appelées  les  coordonnées  du  point  M ; O p en  est  l’abscisse  z,  O q 


Fig.  *”• 
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l’ordonnée  y,  et  CU  l’ordonnée  z.  Ainsi  un  point  est  déterminé  par  scs 
coordonnées  (959). 

Comme  on  a Op  = Me,  Oq  = Mb  et  Oz=Ma,  les  coordonnées  z,  y 
et  z d’un  point  sont  donc  égales  aux  distances  de  ce  point  aux  plans 
coordonnés.  Ces  coordonnées  sont  positives  ou  négatives,  selon  que  les 
projections  du  point  sur  les  axes  sont  sur  les  parties  Or,  Oy  et  Oz,  ou 
sur  celles  Oz',  O y'  et  Oz’.  Ainsi  la  coordonnée  z sera  positive  ou  néga- 
tive, selon  que  le  point  M sera  à droite  ou  à gauche  du  plan  yOz,  dit 
plan  des  y,z;  y sera  positive  ou  négative,  selon  que  M sera  en  avant  ou 
en  arrière  du  plan  zOz  ou  des  z,z,  et  enfin  z sera  positive  ou  négative, 
selon  qpe  M sera  au-dessus  ou  au-dessous  du  plan  zO y ou  des  x,y.  . 

Quand  tr  = 0,  c’est  que  le  point  est  sur  le  plan  yOz;  de  même  si 
y=0,  ou  z=0,  c’est  que  le  point  est  respectivement  sur  le  plan  zOz 
ou  zOy. 

Quand  on  a à la  fois  deux  coordonnées  nulles,  c’est  que  le  point  est 
sur  l’un  des  axes;  ainsi  pour  x=0  et  y=0,  le  point  est  sur  l’axe  zz'. 
Si  les  trois  coordonnées  sont  nulles,  c’est  que  le  point  se  trouve  surles 
trois  plans  coordonnés,  et  ne  peut  être  que  l’origine. 

Remarque  1.  Ce  qui  vient  d’être  dit  pour  des  plans  ou  axes  rectan- 
gulaires s'applique  à des  plans  ou  axes  faisant  entre  eux  des  angles 
quelconques;  seulement  alors  les  perpendiculaires  Ma,  M6,  Mc  aux 
plans  de  projection  restant  toujours  parallèles  aux  axes,  elles  deviennent 
obliques.  Les  projections  a,  b,  c sur  les  plans  coordonnés,  ou  celles  p,  q,  s 
sur  les  axes,  au  lieu  d’être  des  projections  orthogonales,  sont  alors  des 
projections  obliques.  * 

Remarque  2.  La  distance  OM,  du  point  M à l’origine  O,  étant  la  dia- 
gonale d’un  parallélipipède  qui  a pour  arêtes  les  coordonnées  du  point, 
dans  le  cas  où  les  axes  sont  rectangulaires,  le  parallélipipède  est  rec- 
tangle, et  on  a 

ÔM,=z*  + y‘  + z\  (763) 

Cette  relation  existe  quelle  que  soit  la  position  du  point  M autour  de 
l’origine  O. 

MOYENS  DE  FIXER  LA  POSITION  D’UNE  DROITE. 

OCI.  Tm  position  d'une  droite  étant  fixée  par  celle  de  ses  extrémités, 
elle  le  sera  donc  par  les  coordonnées  de  ses  extrémités  (960). 

Une  droite  peut  aussi  être  définie  par  les  conditions  qui  font  con- 
naître : 1°  la  position  de  l’une  de  ses  extrémités  ; 2°  la  longueur  de  la 
droite;  3“  la  direction  et  le  sens  de  la  droite. 

1"  La  position  de  l’une  des  extrémités  de  la  droite  est  définie  par  les 
valeurs  algébriques  des  coordonnées  de  cette  extrémité. 

2°  La  longueur  de  la  droite  est  définie , sans  avoir  égard  au  signe 
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algébrique,  par  le  rapport  de  son  étendue  à celle  de  l’unité  li- 
néaire (629). 

3"  Il  reste  à poser  les  données  nécessaires  pour  fixer  la  direction  et 
le  sens  de  la  droite. 

Quelle  que  soit  la  position  de  la  droite  par  rapport  aux  axes  coor- 
donnés, on  connaîtra  sa  direction  et  son  sens  par  rapport  à ces  axes, 
quand  on  aura  sa  direction  et  son  sens  par  rapport  à des  axes  paral- 
lèles aux  premiers  et  menés  par  son  extrémité  déterminée. 

002.  Cette  dernière  partie  de  la  question  est  donc  ramenée  à déter- 
miner les  données  nécessaires  pour  fixer  la  direction  et  le  sens  de  la 
droite  par  rapport  à des  axes  coordonnés  ayant  pour  origine  une 
extrémité  de  la  droite  (502,  503). 

Considérons  d’abord  le  cas  le  plus  simple,  celui  où  la  droite  est  dans 
l'un  des  plans  coordonnés,  celui  des  x,  y,  par  exemple  (960). 

Soit  Ou  cette  droite,  dont  le  sens  est  in- 
diqué par  l’ordre  Ou  de  ses  extrémités  ; la 
direction  de  cette  droite  sera  déterminée 
quand  on  connaîtra  l’angle  uOx  que  fait  la 
droite  avec  la  partie  Ox  de  l’axe  des  ab- 
scisses, et  que,  de  plus,  on  indiquera  que  cet 
angle  est  compté  en  dessus  ou  en  dessous 
de  Ox,  car  on  peut  mener  par  O deux  droites 
faisant  des  angles  égaux  avec  la  partie  Ox. 
Afin  de  se  dispenser  de  désigner  si  l’angle 
doit  être  compté  en  dessus  ou  en  dessous  de  Ox,  on  a fait  une  con- 
vention analogue  à celle  mise  en  usage  au  n"  957  pour  fixer  la  position 
d’un  point.  Ainsi  on  est  convenu  de  considérer  comme  positifs  tous  les 
angles  que  décrit  la  droite  Ou  en  tournant  autour  du  point  O dans  le 
sens  de  la  flèche  AB,  et  comme  négatifs  ceux  qu’elle  décrit  en  tournant 
dans  le  sens  de  la  flèche  AC. 

L'angle  positif  est  nul  quand  Ou  so  confond  avec  Ox  ; puis  il  prend 
toutes  les  valeurs  positives  comprises  entre  0 et  90%  pendant  que  Ou 
passe  de  Ox  à O y;  quand  elle  se  confond  avec  O y,  elle  fait  un  angle  po- 
sitif de  90”  avec  Ox.  Ou  continuant  à tourner,  elle  décrit  tous  les  angles 
positifs  de  90“  à 180”;  elle  fait  ce  dernier  angle  avec  Ox,  quand  elle  se 
confond  avec  Ox’.  Continuant  à tourner,  les  angles  positifs  prennent 
toutes  les  valeurs  de  180"  à 270“  ; à cette  dernière  valeur,  elle  se  con- 
fond avec  O y'.  Tournant  encore,  elle  vient  se  confondre  avec  Ox  après 
avoir  décrit  tous  les  angles  positifs  de  270”  à 360".  Dans  une  nouvelle 
révolution  Ou  décrirait  tous  les  angles  positifs  de  360"  à 720",  et  conti- 
nuant son  mouvement , elle  décrirait  tous  les  angles  positifs  supérieurs 
à 720". 

Si  Ou  avait  tourné  dans  le  sens  de  la  flèche  AC , elle  aurait  successi- 
vement décrit  tous  les  angles  négatifs , comme  elle  a décrit  tous  les 

16 


Fig,  16S. 
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angles  positifs  en  tournant  dans  le  sens  de  la  flèche  AB.  Il  est  à remar- 
quer que  les  angles  + a,  +(360°  + a),  +(720”  + a),  etc.  (360°  — a), 
— (720°  — a),  etc.,  désignent  tous  la  même  droite,  en  direction  et 
sens. 

Remarque,  Pendant  que  la  droite  Ou  décrit  les  angles  autour  du 
point  O,  chacun  de  ses  points  décrit  les  arcs  correspondants  à ces 
angles  (578) , et  suivant  que  les  angles  sont  positifs  ou  négatifs,  c’est-à- 
dire  selon  le  mouvement  de  Ou,  ces  arcs  sont  positifs  ou  négatifs.  Ainsi 
un  angle  est  déterminé  quand  on  a l'arc  correspondant,  et  récipro- 
quement. 


EXPRESSIONS  TR1GONOMÉTRIQUES , LEUR  USAGE  POUR  EXPRIMER  LA  VALEUR 
d’un  ANGLE  OU  O’üN  ARC  QUELCONQUE  , POSITIF  OU  NÉGATIF. 

905.  Dans  le  cas  où  la  droite  considérée  Ou  a une  de  ses  extrémités 

située  à l’origine  O,  la  droite  est  dé- 
terminée quand  on  connaît  les  va- 
leurs algébriques  des  coordonnées 
y = Mp ; et  x = M</  de  son  autre  ex- 
trémité M (959). 

Les  rapports  entre  les  quantités  y, 
x et  OM  sont  constants,  quelle  que 
soit  la  position  du  point  M sur  la 
droite  Ou,  c’est-à-dire  quelle  que 
soit  la  valeur  de  OM  = r,  quantité 
toujours  positive,  puisqu’elle  in- 
dique la  distance  du  point  M à l'o- 
rigine O,  et  qu’elle  est  comptée  sur 
le  sens  positif  de  Ou  ; il  en  résulte  alors  que  si  l’on  n’a  besoin  que  de 
connaître  la  direction  et  le  sens  de  la  droite,  il  suffit  d’avoir  les  va- 
leurs algébriques  de  deux  des  rapports  constants  qui  existent  entre  r et 
chacune  des  quantités  x et  y correspondant  à un  point  quelconque 
de  Ou;  car,  attribuant  une  valeur  quelconque  à r,  ces  rapports  donnent 
les  valeurs  correspondantes  do  x et  y (A52). 

904.  Les  quantités  x,  y,  r fournissent  entre  elles  6 rapports,  ou 
expressions  Iriyonomèlriques,  qui  prennent  les  noms  particuliers  sui- 
vants : 


Fig.  ISO. 


rapport  de  l’ordonnée  Mp  au  rayon  de  l’arc  AB  passant  par  le 

point  M,  est  le  sinus  de  l’angle  uOx  = a,  et  de  l’arc  AM,  que  nous 
désignerons  aussi  par  a.  U est  de  même  signe  que  l’ordonnée  y 
(WA); 
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X 

- , rapport  de  l’abscisse  O p au  rayon,  est  le  cosinus  de  l’angle  et  de 
l’arc  a.  Son  signe  est  celui  de  * ; 

| , rapport  de  l'ordonnée  ù l’abscisse,  est  la  tangente  de  l’angle  et  de 

l’arc  x Elle  est  positive  ou  négative,  selon  que  y et  x sont  de 
môme  signe  ou  de  signes  contraires  ; 

- , rapport  inverse  du  sinus , et  de  même  signe , est  la  cosécante  de 
y 

l’angle  et  de  l’arc  a ; 

- , rapport  inverse  du  cosinus,  et  de  même  signe,  est  la  sécante  de 
l’angle  et  de  l’arc  a ; 

X * 

- , rapport  inverse  de  la  tangente,  est  la  cotangente  de  l’angle  et  do 

l'arc  a.  Elle  est  positive  ou  négative , selon  que  x et  y ont  môme 
signe  ou  des  signes  contraires  ; elle  est  par  conséquent  de  môme 
signe  que  la  tangente.  , 

En  abrégé , on  écrit  : 

v x . y 

«»a=-,  cos  3.—  -,  tanguas-, 

T • * 

cosécu=  - , sic  a=s  -,  cotang a=r 

y x y 

96iî.  Remarques.  Dans  le  cas  où  le  rayon  r est  égal  à l’unité , les 
expressions  précédentes  deviennent  : 

1*  Sin  <x  = y.  Cest  la  moitié  de  la  corde  sous-tendant  l'arc  corres- 
pondant à U angle  double  de  a ; 

2“  Cos  a = x.  Le  cosinus  et  le  sinus  de  a sont  respectivement  égaux 
au  sinus  et  au  cosinus  du  complément  de  x C’est  ce  que  1 on  peut  véri- 
fier sur  la  figure  169  ; 

3"  Menant  la  tangente  AT  ( fig . 169),  les  deux  triangles  semblables 
O AT  et  OpM  donnent  (613, 96ù)  : 

AT  y . 

— = ^ = tanq  a, 
r x 

Ainsi  la  tangente  d’un  angle  a est  aussi  représentée  par  le  rapport,  à 
un  rayon  quelconque  r,  de  la  tangente  positive  ou  négative  AT  menée  à 
l'origine  A de  rare  décrit  avec  le  rayon  r,  et  prolongée  jusqu'à  la  ren- 
contre de  F autre  côté  de  l'angle  x C’est  ce  qui  a fait  donner  à 1 expres- 
sion ^ le  nom  de  tangente.  Dans  le  cas  où  r = 1,  on  a algébriquement 

tanga  = AT; 

k"  Les  mômes  triangles  semblables  OAT  et  OpM  donnent 
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OT 

T 


T~  — séc  a. 
x 


Ainsi  la  sécante  est  aussi  représentée  par  le  rapport  au  rayon  de  la 
portion  de  sécante  OT,  comptée  sur  le  deuxième  côté  de  l'angle  et  com- 
prise entre  le  centre  et  la  tangente.  C’est  ce  qui  lui  a fait  donner  le  nom 
de  sécante.  Dans  le  cas  où  r=  1,  on  a 

fée  a = OT  ; 

5*  Menant  au  point  B la  tangente  BS  jusqu’à  la  rencontre  de  Ou,  les 
deux  triangles  semblables  OBS,  OgM  donnent 

BS  x . 

— = - = cotanuu. 
r y 

Ce  qui  fait  voir  que  la  cotangente  d'un  angle  est  aussi  représentée  par 
le  rapport  de  la  tangente  BS  au  rayon.  Dans  le  cas  où  r — 1,  on  a 

cotanga.  = BS. 

Ces  formules  et  la  figure  font  voir  que  la  cotangente  dun  angle  n'est 
autre  chose  que  la  tangente  de  son  complément.  C’est  ce  qui  lui  a fait 
donner  le  nom  de  cotangente; 

6*  Les  deux  triangles  semblables  OBS  et  OgM  donnent  aussi 


OS  r 

— = — = coseca. 

r y 

Ainsi  la  cosécante  dun  angle  est  aussi  représentée  par  le  rapport  de  la 
partie  de  sécante  OS  au  rayon.  Dans  le  cas  où  r = 1,  on  a 

cosèc  a = OS. 


Ces  formules,  ainsi  que  la  figure,  font  voir  que  la  cosécante  dun  angle 
n’est  autre  chose  que  la  sécante  de  son  complément. 

066.  De  ces  remarques  il  résulte  que  l’on  a : 


y 

nna=  - , 
r 

x 

cos  a = -, 
r 

. AT 

tanga—  —, 

, OS 

cosèc  a = — 
. r 

f OT 

sec  a = — , 
r 

. BS 

cotangoL= 

et  que  dans  le  cas  où  r = 

1,  il  vient 

fin  a =y,  cof  a=x,  tang  a = AT, 
cosèc  a = OS,  séc  a — OT,  colang  a = BS. 

Ces  dernières  valeurs  des  expressions  trigonométriques  sont  repré- 
sentées par  de  simples  lignes,  qui  prennent  le  nom  de  lignes  trigono- 
métriques. 
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967.  Il  est  encore  deux  autres  expressions  trigonométriques,  que 
nous  nous  contenterons  de  définir,  vu  leur  usage  peu  fréquent 

- 1 = est  le  sinus  verse  de  l'angle  et  del’arc  a.  Pour  r = 1 le 
sinus  verse  est  égal  à A p. 

r_~y  — ^ ie  cosinus  verse  de  l’angle  et  de  l’arc  a.  Pour  r=l, 

r r ° 

le  cosinus  verse  est  égal  à Bq. 

968.  Signes  des  expressions  trigonom étriqués.  Comme,  dans  les  6 ex- 
pressions trigonométriques  du  n*  964,  il  n'entre  que  les  coordonnées  x 
et  y de  variables,  et  qu’il  est  de  la  plus  grande  facilité  de  reconnaître 
les  signes  de  ces  variables  quelle  que  soit  la  valeur  de  a,  la  détermi- 
nation des  signes  de  ces  expressions  n'offre  aucune  difficulté  {424, 957). 

Pour  les  valeurs  de  a comprises  entre  0°  et  90“  : 

x et  y restent  positifs,  et  x varie  de  r à O,  tandis  que  y varie  de  0 à 
r;  donc  (964)  : 


sin  a =r  + et  varie  de  0 à + 1; 
r 

x 

cos  a = + -,  et  varie  de  + 1 à 0 ; 

T 

tang  a=  -f  -,  et  varie  de  0 à + en ; 
x 


coséc  a=  + -,  et  varie  de  +co4l; 

V ' 

sic  aa=  + - , et  varie  de  1 à + en  ; 

‘X 

cotang  a = + ^ , et  varie  de  + en  à 0 ; 


Pour  les  valeurs  de  a comprises  entre  + 90"  et  -f  180", 

y est  positif  et  varie  de  r à 0,  au  lieu  que  x est  négatif  et  varie  de 
0 à — r;  donc  : 

sin  a = + - , et  varie  de  + 1 à 0 ; 
r 

cos  a = ^ = — ï,  et  varie  de  0 à — 1; 
r r’ 

tang  a — — et  varie  de  — oo  à 0; 

y 

coséc  a=  H — , et  varie  de  1 à + en; 

y 

sêc  a = — = — -,  et  vari6  de  — œ à —1; 

— x x 

cotanq  a= — — = — — , et  varie  de  0 à — en; 

* y y 
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Pour  les  valeurs  de  a comprises  entre  + 180"  et  + 270“  : 

y est  négatif  et  varie  de  0 à — r,  tandis  que  x est  négatif  et  varie  de 
— r à 0;  donc  : 

sin  a—  ~~  , et  varie  de  0 à —1  ; 

r r 

j j 

cos  a = — = — , et  varie  de  — 1 à 0 ; 
r r 

tang  a = et  varie  do  0 à + en  • 

T T 

coséc  a = = , et  varie  de  — oo  & — 1 ; 

—y  y 

T T 

sic  s.— = — , et  varie  de  —1  à — œ>; 

— x x 

cotang  o=—'r ±=  + x , et  varie  de  +c»  à 0; 

—y  y 

Pour  les  valeurs  de  a variant  de  + 270°  à + 360*, 

y est  négatif  et  varie  de  — r à 0,  tandis  que  x est  positif  et  varie  de 
0 à + r ; donc  : 


sin  <x  = — - = — - , et  varie  de  — 1 à 0; 
r r 


cos  a = 4-  - , et  varie  de  0 à + 1 ; 

T 

tang  a = ^ , et  varie  de  — cr>  à 0 ; 

T T 

coséc  a= == .et  varie  de  — là  — 00; 

—y  y 

sec  a=  -,  et  varie  de  +coà  + 1 ; 
x 

*+-  3T  X 

cotang  « = — = , et  varie  de  0 à — en; 

—y  y 


Pour  les  valeurs  de  a supérieures  à 360",  les  expressions  trigonomé- 
triques  reprennent  successivement 'les  mêmes  valeurs  et  les  mêmes 
signes  que  pour  les  angles  do  0"  à 360°;  ainsi  les  expressions  trigonomé- 
triques  sont  las  mêmes  pour  les  angles  de  (360 +30)°,  (360x2+30)°,  etc., 
que  pour  un  angle  de  30°. 

L’inspection  de  la  fig.  169  fait  voir  que  pour  un  angle  négatif  quel- 
conque — a (n°  962),  les  expressions  trigonométriques  ont  les  mêmes  va- 
leurs cl  les  mêmes  signes  que  pour  l'angle  positif 360 — a.  D’où  il  résulte 
qu’en  formant  pour  les  angles  négatifs  le  tableau  précédent,  on  retrou- 
verait les  mêmes  valeurs,  mais  dans  un  ordre  inverse.  Ainsi,  pour  les 
angles  de  0°  à —90°,  on  aurait  les  mêmes  valeurs  que  pour  les  angles 
positifs  de  360”  à 270°, 
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»C9.  II  est  à remarquer  que  les  valeurs  absolues  des  coordonnées  y 
et  x (963),  et  par  suite  oelles  des  expressions  trigonométriques  d’un 
angle  quelconque  uOx  (98û),  sont  égales  à celles  de  l'angle  aigu  que  fait 
la  droite  Ou  avec  O i ou  avec  son  prolongement  Ox'  ( fig . 169),  cet  angle 
aigu  étant  dans  tous  les  cas  considéré  comme  positif. 

Il  résulte  donc  qu’en  formant  le  tableau  (n"  1011)  des  valeurs  des  ex- 
pressions trigonométriques  correspondant  à tous  les  angles  positifs 
compris  entre  0*  et  90",  il  contiendra  aussi  les  valeurs  absolues  des  ex- 
pressions trigonométriques  d’un  angle  quelconque  plus  grand  que  90"; 
ayant  ces  valeurs  absolues,  on  leur  donnera  le  signe  qui  convient  à 
l’angle  en  consultant  le  tableau  du  n“  908. 

Veut-on  avoir,  par  exemple,  le  sinus  d’un  angle  uOx=  + 215"?  On 
remarque  que  Ou  fait  avec  Ox'  un  angle  aigu  de  215  — 180=35°;  on 
cherche  dans  la  table  (1011)  le  sinus  0,57358  de  l’augle  de  36°,  et  don- 
nant à ce  sinus  le  signe  — , qui  convient  à l’anglode  215",  on  obtient 
— 0,57358  pour  le  sinus  de  l’angle  + 216°. 

Étant  donné  un  angle  quelconque , on  peut  donc  déterminer  les  va- 
leurs algébriques  de  ses  expressions  trigonométriques. 

970.  De  là  on  est  conduit  à se  demander  si,  étant  donnés  la  valeur  et 
le  signe  d’une  seule  expression  trigonométrique,  l’angle  est  déterminé. 
D’après  ce  qui  précède,  l’angle  aigu  « ayant  la  valeur  donnée  + s pour 
sinus,  l’angle  obtus  supplémentaire  180°—  a a le  même  sinus;  le  sinus 
proposé  ne  détermine  donc  pas  un  angle,  puisqu’il  satisfait  à deux  an- 
gles supplémentaires  formés  avec  Ox  par  deux  droites  symétriques  par 
rapport  à l’axe  O y.  De  même,  à une  valeur  négative  — s du  sinus  cor- 
respondent les  deux  angles  ISO"  + a et  360°  — a,  que  font  avec  Ox  deux 
droites  symétriques  par  rapport  à O y'  [fi y.  169). 

Comme  à l’angle  aigu  x correspond  un  cosinus  positif,  tandis  qu’à  son 
supplément  180°  — a correspond  un  cosinus  négatif,  on  voit  qu’étant 
donné  un  sinus  positif,  si  en  outre  on  Indique  le  signe  du  oosinus, 
l’angle  sera  déterminé.  De  plus,  comme  à l’angle  180°  + * correspond 
un  cosinus  négatif,  tandis  qu’à  l’angle  360"  — x correspond  un  cosinus 
positif,  on  voit  donc  qu’étant  donné  un  sinus  quelconque,  positif  ou  né- 
gatif, et  le  signe  du  cosinus  correspondant,  l’angle  est  déterminé. 

On  ferait  voir  de  la  même  manière  qu’à  une  même  valeur  positive  du 
cosinus  correspondent  les  deux  angles  a et  360°  — a formés  par  deux 
droites  symétriques  par  rapport  à Ox;  et  qu’à  une  même  valeur  néga- 
tive correspondent  les  deux  angles  180  — a et  1 80°  + a formés  par  deux 
droites  symétriques  par  rapport  à Ox';  mais  que  si  en  outre  de  la  valeur 
algébrique  du  cosinus  on  donne  le  signe  du  sinus  correspondant,  l’angle 
est  déterminé. 

+ i étant  la  tangente  d’un  angle  a,  on  aura  à la  fols  t = ^ et 
t = ~ équations  qui  peuvent  être  satisfaites  par  deux  droites  Ou  et 
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Ou",  directement  opposées  et  faisant'avec  Ox  les  angles  a et  180°  + a. 
Ainsi  l’angle  n’est  pas  déterminé  par  sa  tangente;  il  le  sera  quand,  en 
outre,  on  connaitra  le  signe  de  l’une  des  coordonnées  a;  et  y,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  celui  du  sinus  ou  du  cosinus. 

Si  la  tangente  donnée  était  — t,  on  aurait  à la  fois  — t = et 

— t — , valeurs  qui  seraient  satisfaites  par  deux  droites  Ou'  et 

i-  x 

Ou",  directement  opposées  et  faisant  avec  Oj-  les  angles  90"  + a et 
270"  + a.  L’angle  n’est  donc  pas  déterminé  par  ces  valeurs;  mais, 
comme  dans  le  cas  précédent,  il  le  sera  dès  qu’en  outre  on  connaîtra 
le  signe  du  sinus  ou  du  cosinus  correspondant. 

En  général , à une  môme  valeur  algébrique  d’une  des  expressions  tri- 
gonométriques  principales,  sinus,  cosinus  et  tangente,  correspondent, 
pour  chacune  des  deux  autres,  deux  valeurs  égales  et  de  signes  con- 
traires ; d'où  il  résulte  que,  connaissant  la  valeur  de  l’une  quelconque 
de  ces  expressions,  il  suffira  d’avoir  le  signe  de  l’une  des  deux  autres 
pour  que  l’angle  soit  déterminé. 

071.  Désignation  d'un  angle  au  moyen  des  mots  fruit,  base,  •pente. 
Quand , dans  la  pratique,  on  dit  que  le  fruit  d’un  mur  est  de  0“,0i  par 
mètre,  par  exemple,  on  entend  que  la  face  que  l'on  considère  s’écarte 
de  la  verticale  de  0",01  par  chaque  mètre  de  hauteur  verticale,  et  0,01 
est  la  tangente  de  l’angle  que  forme  la  face  du  mur  avec  la  verticale. 
Je  base  d’un  talus  par  unité  de  hauteur  a la  même  signification.  La 
pente  d’une  route  est  la  hauteur  dont  elle  s’élève  pour  1 mètre  mesuré 
sur  l'horizontale;  ainsi,  dire  que  la  pente  d’un  chemin  de  fer  est  de 
0”,003  par  mètre,  c’est  indiquer  que  le  chemin  forme  avec  l’horizon  un 
angle  dont  la  tangente  est  égale  à 0,003.  Si  le  mètre  était  mesuré  sur 
le  chemin  même,  0,003  serait  le  sinus  au  lieu  d’être  la  tangente.  Pu 
reste,  dans  les  cas  ordinaires  de  chemins  de  fer,  et  même  de  routes,  les 
angles  formés  avec  l’horizon  sont  assez  petits  pour  que  la  tangente  ne 
diffère  pas  sensiblement  du  sinus. 

972.  Nous  avons  vu  comment,  ayant  une  table  des  valeurs  des  expres- 
sions trigonométriquesdes  angles  de  0 à 90”,  on  déterminait  ces  valeurs 
pour  un  angle  quelconque  (869).  Remarquant  que  le  sinus , le  cosinus , 
la  tangente,  la  cotangente,  la  sécante  et  la  cosécante  d’un  angle  aigu 
sont  respectivement  égaux  au  cosinus,  au  sinus,  à la  cotangente,  à la 
tangente,  à la  cosécante  et  à la  sécante  de  son  complément,  il  suffit 
donc  de  connaître  les  valeurs  des  expressions  trigonométriques  des 
angles  de  0°  à à5‘  pour  pouvoir  en  conclure  celles  de  tous  les  angles 
possibles.  Veut-on  avoir,  par  exemple,  le  sinus  d‘un  angle  de  70"?  Il 
suffit  de  chercher  dans  la  table  le  cosinus  0,93969  de  l'angle  de  90  — 70 
= 20°  (983). 

Le  cosinus  d’un  angle  de  125"  a pour  valeur  absolue  celle  0,57358 
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du  cosinus  de  180  — 125  = 55°  (1011),  qui  est  aussi  celle  de  sin  35"  ; sa 
valeur  algébrique  est  donc  — 0,57358  (n“  968).  • 

Règle  générale.  Quand  on  a à déterminer  la  valeur  d'une  expres- 
sion trigonométrique  d’un  angle  compris  entre  90“  et  180°,  on  prend 
cette  valeur  pour  le  supplément  de  l’angle,  et  en  lui  donnant  le  signe 
qui  convient  à l’angle  proposé  (968)  on  a le  résultat  cherché.  Dans  la 
pratique  on  n’a  guère  à.  considérer  que  des  angles  moindres  que  deux 
droits;  du  reste,  pour  les  angles  supérieurs  à cette  limite,  il  n’y  aurait 
pas  plus  de  difficultés. 

973.  Disposition  des  tables  trigonométriques.  Dans  les  applications 
on  ne  fait  guère  usage  que  des  sinus,  cosinus,  tangentes  et  cotangentes  ; 
aussi  les  tables  dressées  ne  contiennent-elles  que  les  valeurs  de  ces  ex- 
pressions trigonométriques. 

En  donnant  deux  entrées  à ces  tables,  comme  dans  celle  du  n"  1011, 
qui  contient  les  valeurs  de  ces  expressions  trigonométriques  de  minute 
en  minute,  on  obtient  directement  les  expressions  trigonométriques  des 
angles  et  de  leurs  compléments  jusqu’à  90°;  au  lieu  qu’avec  une  seule 
entrée  on  ne  les  aurait  eu  directement  que  jusqu’à  45". 

L’entrée  par  les  premières  lignes  horizontales  et  verticales  fournit  les 
valeurs  des  expressions  trigonométriques  pour  les  angles  de  0 à 45°,  et 
l’entrée  par  les  dernières  ligues  horizontales  et  verticales  les  donne  pour 
les  angles  de  90“  à à 5". 

Do  cette  double  entrée,  il  résulte  que  chacun  des  nombres  de  la 
deuxième  colonne  verticale  est  à la  fois  le  sinus  de  l’angle  indiqué  dans 
la  première  colonne  verticale,  et  le  cosinus  de  l’angle  indiqué  dans  la 
dernière  colonne  verticale  ; ce  qui  devait  être,  ces  deux  angles  étant 
complémentaires  (972).  De  même,  un  nombre  quelconque  0,80902  de  la 
troisième  colonne  verticale  est  à la  fois  le  cosinus  de  l’angle  de  36°,  dé- 
signé à la  première  colonne  verticale,  et  le  sinus  do  l’angle  complémen- 
taire 53“  60'=  54',  désigné  à la  dernière  colonne  verticale.  Les  colonnes 
verticales  4 et  5 fournissent  des  résultats  analogues  pour  les  tangentes 
et  cotangentes. 

Les  tables  ordinaires,  au  lieu  de  contenir  les  valeurs  naturelles  des 
expressions  trigonométriques,  contiennent  les  logarithmes  de  ces  gran- 
deurs; de  plus,  afin  d’éviter  les  logarithmes  négatifs  (377),  on  a pris 
leurs  compléments  (378),  c’est-à-dire  qu’on  les  a augmentés  de  10 
unités,  ce  qui  équivaut  à multiplier  les  valeurs  des  expressions  trigono- 
métriques  par  l’unité  suivie  de  10  zéros  (375). 

Pour  faire  usage  de  ces  tables,  on  commence  par  diminuer  la  carac- 
téristique du  logarithme  d’un  nombre  d’unités  seulement  suffisant  pour 
que  la  nouvelle  caractéristique  se  trouve  dans  la  table  de* logarithmes 
que  l’on  a à sa  disposition  ; le  nombre  correspondant  au  nouveau  loga- 
rithme, divisé  par  l’unité  suivie  d’un  nombre  de  zéros  égal  à 10  moins 
le  nombre  des  unités  retranchées  de  la  caractéristique,  est  la  valeur  de 
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Fig.  17». 


l’expression  trigonométrlque  cherchée  (381).  On  trouverait  ainsi  que 
tsin  65“  = 0,90631  et  que  cos  55"  = 0,57358. 

074.  Fixer  la  position  d'une  droite  dans  Pespace.  Nous  venons  de 
voir  comment,  à l'aide  des  expressions  trigono- 
métriques,  on  fixe  la  direction  et  le  sens,  c’est- 
à-dire  la  position  d'une  droite  dans  un  des  plans 
coordonnés.  Examinons  maintenant  le  cas  où  la 
droite  est  située  hors  de  ces  plans. 

Supposons  toujours  les  plans  rectangulaires 
entre  eux,  et  ayant  pour  origine  l’extrémité  O de 
la  droite  Ou,  dont  le  sens  est  Ou.  La  position 
de  ia  droite  sera  déterminée  quand  on  con- 
naîtra les  valeurs  algébriques  des  coordonnées 
x,  y,  z d’un  point  M situé  à la  distance  quel- 
conque + OM  = r de  l'origine  (960).  Cette  posi- 
tion sera  donc  déterminée  quand  on  connaîtra 

* » Qui  prennent  les  signes  de  x,  y et  z;  car  r étant 

toujours  positif,  en  lui  donnant  une  valeur  quelconque,  on  en  déduira 
les  valeurs  algébriques  correspondantes  de  x,  y et  z. 

Désignons  par  «,  p et  y les  angles  que  fait  Ou  avec  les  axes  respectifs 
Ox,  O y,  Oz.  M/j  étant  perpendiculaire  à Ojt  (68i),  O/j  est  l’abscisse  x du 
point  M,  et,  dans  le  plan  uOx,  on  a 


les  rapports 


y 

' r ’ 


Op 


OM 


cos  *. 


;96i) 


On  a de  même  dans  les  plans  uOy  et  uOz 


y . z 

— =r  cos  3 et  - = cos  r. 
r r r 1 

Ce  qui  fait  voir  que  connaissant  les  cosinus  des  angles  que  fait  la 
droite  avec  les  axes,  on  connaît  les  rapports  algébriques^,  | , *,et 
par  suite  la  direction  et  le  sens  de  la  droite. 

9715.  On  a a*  + y*  4-  z*  = OM  *=  r*  ; (960) 

par  suite  £ + ÿl  + £ = l. 

c’est-à-di re  cos * a + cos ' p cos * y = 1.  (a) 

Ce  qui  fait  voir  la  propriété  remarquable,  que  la  somme  des  carrés 
des  cosinus  des  angles  que  fait  une  droite  avec  trois  axes  rectangu- 
laires est  égale  à l'unité. 
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Remarque  1.  Cette  relation  montre  que  l’on  ne  peut  pas  choisir  arbi- 
trairement les  cosinus  des  angles,  et  par  suite  les  angles  que  doit  faire 
une  droite  avec  trois  axes  rectangulaires  ; mais  qu’en  se  donnant,  avec 
leurs  signes,  les  cosinus  des  angles  que  doit  faire  la  droite  avec  deux 
des  axes,  et  le  signe  du  cosinus  de  l’angle  qu’elie  doit  faire  avec  le  troi- 
sième, on  peut  de  l’équation  (a)  déduire  ce  troisième  cosinus,  et  par 
suite  fixer  la  position  de  la  droite. 

Remarque  2.  Donner  le  cosinus  de  l’angle  que  fait  la  droite  avec  un 
axe,  revient  à faire  connaître  une  nappe  conique  de  révolution  ayant 
pour  axe  l’axe  donné,  et  sur  laquelle  se  trouve  la  droite.  Donnant  deux 
cosinus,  c’est  que  la  droite  est  l’une  des  deux  génératrices  intersec- 
tions de  deux  nappes  coniques  ; comme  l’une  de  ces  génératrices  fait 
un  angle  aigu  avec  le  troisième  axe,  tandis  que  l’autre  fait  un  angle  obtus, 
donner  le  signe  du  cosinus  de  l’angle  que  fait  la  droite  avec  le  troisième 
axe,  c’est  désigner  celle  des  deux  génératrices  qui  satisfait  à l’énoncé. 

Remarque  3.  Si  la  droite  était  dans  le  plan  de  deux  axes,  la  formule  (a) 
deviendrait 

cos * * + cos 1 (3  = 1 (959) 

NOTIONS  SUR  LES  PROJECTIONS  D’UNE  LIGNE. 

979.  Une  droite  ayant  deux  sens  (503),  la  longueur  d’une  droite  finie 
prendra  le  signe  + ou  le  signe  — , suivant  qu’il  s’agira  de  l’un  ou  de 
l'autre  sens  de  la  droite. 

Lorsque  l’on  considère  une  droite  indépendamment  d’aucun  axe,  on 
peut  indifféremment  adopter  comme  positif  l’un  quelconque  de  ses 
sens , l’autre  sens  est  négatif.  Mais  lorsque  la  droite  est  considérée  par 
rapport  à un  système  d’axes , le  signe  à donner  à chaque  sens  de  la 
droite  est  indiqué  par  les  signes  des  sens  correspondants  des  axes. 

Le  sens  de  la  projection  d'une  droite  sur  un  axe  est , comme  pour  la 
droite,  indiqué  par  l’ordre  des  lettres  de  deux  de  ses  points , et  le  signe 
de  chacun  des  sens  de  cette  projection  est  indiqué  par  ceux  des  mêmes 
sens  de  l’axe  (957). 

Pour  fixer  les  idées , la  longueur  absolue  de  la  droite  M'M’'  ou  M"M' 
étant  de  30” , la  valeur  algébrique  de  M'M" 
est  + 30”,  et  celle  de  M 'M'  est  — 30n.  De 
même,  la  valeur  absolue  de  la  projection  p'p" 
ou  p"p'  de  M'M"  sur  l’axe  Ox  étant  de  22", 
la  valeur  algébrique  de  p'p"  est  +22”,  et 
celle  de  p"p'  est  — 22”. 

977.  Expression  algébrique  de  la  pro- 
jection d'une  droite  sur  un  axe.  Ayant 
O p"  = x",  abscisse  du  point  M",  et  Op'  = x', 
abscisse  du  point  M',  il  en  résulte  que  l’on  a 


Fig.  171. 


/ 
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p'p"  = + (!"  — X1),  et  p"p'  = — (x"  — lO. 

On  aurait  des  expressions  analogues  pour  les  projections  sur  chacun 
des  autres  axes  O y et  Oz. 

Ces  expressions  s'appliquent  aux  cas  où  les  valeurs  de  x'  et  de  x"  sont 
de  signes  contraires , comme  à ceux  où  elles  ont  même  signe  ; seule- 
ment , il  faut  affecter  x'  et  x"  des  signes  qui  leur  conviennent  : ainsi  les 
valeurs  de  x'  et  de  x"  étant  négatives,  ce  qui  a lieu  quand  M' et  M"  sont 
à gauche  du  plan  des  y,  z,  on  a 

p'p"  = + [—  x»  - (-  x')]  = + (—  x"  + af) , 

5 p"p'  = — [_  x"-(—  x')]  = -(-x"  + x').  * (Û02) 

a x'  est  négatif  et  x"  positif,  les  formules  établies  comme  précédem- 
ment donnent 

p'p"  = + i+  x"  — (— x1)]  = + (x"  + x'), 

P"P‘  = - [+  x"-  (—  xO]  = — (x"  + x'). 

978.  Relation  entre  une  droite  et  ses  projections  (980).  Si  par  le  point 
M'  ( fig . 171)  on  menait  des  axes  parallèles  aux  premiers,  les  projections 
de  M'M"  sur  ces  nouveaux  axes  seraient  respectivement  égales  aux  pro- 
jections sur  les  premiers;  de  plus , ces  projections  seraient  les  coor- 
données du  point  M".  Alors,  les  axes  étant  rectangulaires,  appelant u 
la  longueur  de  M'M",  on  pourra  appliquer  la  formule  du  n°  960,  et 
poser 

u*  =(x"-xr  + ( y" - y')‘  + (z" - z)«. 

Dans  le  cas  où  l’une  des  projections  est  nulle , ce  qui  arrive  quand 
la  droite  est  située  dans  l’un  des  plans  coordonnés  ou  parallèle  à ce 
plan , la  formule  précédente  devient , en  supposant  que  c’est  par  rap- 
port au  plan  desx,  y que  la  droite  jouit  de  ces  propriétés. 

u* (x"  — x1)*  + (y" — y y. 

Formule  identique  à celle  du  n°  959,  et  que  l’on  peut  établir  comme  la 
formule  générale  précédente , en  supposant  la  droite  située  dans  le 
plan  de  deux  axes  déterminés. 

Si  la  droite  était  à la  fois  dans  deux  plans  coordonnés,  x,  y et  x,  z 
par  exemple,  ou  parallèle  à ces  plans,  elle  se  confondrait  avec  l’axe 
des  x ou  lui  serait  parallèle.  Alors  elle  se  projetterait  en  véritable  gran- 
deur sur  cet  axe , tandis  que  ses  projections  sur  yy'  et  zz'  seraient 
nulles , et  la  formule  précédente  deviendrait 

>• 

= 'x" — x')1  ou  u = x"  — x'. 

Formule  qui  n’est  autre  que  celle  du  n°  977. 
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979.  La  somme  algébrique  des  projections  des  diverses  portions 
droites  d'une  ligne  brisée  ACDE  sur  un  axe  quelconque , c'est-à-dire  la 
projection  de  cette  ligne  brisée  sur  taxe,  est  égale  à la  projection  sur  le 
même  axe  de  la  droite  AE  qui  joint  les  extrémités  de  la  ligne  (980). 

xi  étant  l’abscisse  du  point  A, 
x"  celle  des  points  B et  D,  xi'  celle 
du  point  C , et  x”  celle  du  point  E , 
on  a successivement  (977)  : 

Projection  de  AB=x"  — x', 

Id.  de  BC=x"' — x", 

Id.  de  CD  = x" — x'" 

ld.  de  DE  = x" — x". 

Faisant  la  somme  de  toutes  ces 
projections , on  a , en  réduisant  (399)  : 

Projection  de  ACDE-=x'*  — x'. 


Ce  qui  n’est  autre  chose  que  la  projection  de  la  droite  AE  qui  joint  les 
extrémités  de  la  ligne  brisée. 

Remarque.  Considérant  une  ligne  courbe  comme  étant  une  ligne 
brisée  dont  les  éléments  sont  infiniment  petits  (505),  il  en  résulte  que 
ce  qui  précède  s'applique  à une  ligne  quelconque. 

980.  Projection  d'une  droite  et  en  général  d'une  ligne  quelconque 
sur  un  axe,  en  fonction  des  expressions  trigonométriques  (977). 

1*  Soit  une  droite  M'M"  située  dans  le  pian  x,  y 
m-  et  ayant  son  extrémité  M'  située  à l’origine  des 

axes.  On  a (96û) , en  représentant  par  u la  lon- 
gueur de  M'M",  par  P,  et  P,  les  projections  M'p 
et  M'y  de  la  droite  sur  les  axes,  et  en  remarquant 

que  ces  projections  ne  sont  autre  chose  que  les 

\p  T coordonnées  du  point  M"  : 


«I 


P» 

u 


< COS  a , 


et 

u 


*sm  o; 


d’où 


P«  = u cos  a , et 


Py  — usin  u. 


2°  Ces  expressions  s'appliquent  également  au  cas  où  la  droite  M'M" 
étant  dans  le  plan  x\  y\  l'extrémité  M' n’est  pas  à l’origine. 

En  effet , les  angles  a et  p que  fait  M’M"  avec  ces  axes  étant  les  mêmes 
qu’avec  les  axes  parallèles  M'x  et  M'y,  comme  de  plus  les  projections 
x" — x'  et  y"— y’  sont  respectivement  égales  à P*  et  Pv,  on  peut  donc 
encore  poser 

x?  — x’’=UC0sa,  et  y"  — y'  = usin*. 
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3”  U reste  encore  à considérer  le  cas  où  M'M"  n’est  pas  dans  an  même 
plan  avec  l’axe  Ox. 

Fig.  174.  D’abord  l’angle  a que  fait  M’M"  avec  Oxest 

égal  à l’angle  M"M'x'  que  fait  cette  droite  avec 
l'axe  Mx’  parallèle  à Ox  ; comme  de  plus  la 
projection  M'N  de  M'M"  sur  M'x'  est  égale  à la 
projection  p'p"  = P,  de  cette  même  droite  sur 
Ox,  on  peut  donc  encore  poser 

P i = urasa. 


Ainsi,  quelle  que  soit  la  position  d’une  droite  par  rapport  à un  axe, 
la  valeur  algébrique  de  sa  projection  sur  cet  axe  est  égale  à la  longueur 
absolue  de  la  droite  multipliée  par  le  cosinus  de  l’angle  positif  que  fout 
entre  eux  les  sens  positifs  de  la  droite  et  de  l’axe  (957,  962). 

Remarque.  Nous  avons  dit  (3*)  que  les  projections  M'N  et  p'p"  étaient 
égales  entre  elles.  En  effet,  les  pespendiculaires  M"N,  M p'  et  M"p"  me- 
nées aux  axes  étant  dans  les  plans  que  l’on  peut  conduire  par  M' et  M" 
perpendiculairement  à la  fois  aux  axes  parallèles,  comme  ces  plans  cou- 
peraient les  axes  en  M’,  N,  />'  et  p",  et  que  des  parallèles  comprises 
entre  plans  parallèles  sont  égales,  on  a donc  bien  M'N  —p'p". 
h’  Pour  une  ligne  brisée  ACDE  ( fig.  172) , on  a,  en  faisant  AC  = u' 

CD  = u" et  en  désignant  para',  a" les  angles  positifs  que  font 

AC,  CD.....  avec  Ox  (3°) , 


Projection  de  AB  = AB  cos  a' 
Id.  de  BC  = BC  cos  a‘ 


, | dont  la  somme,  c’est-à-dire 


Projection  de  «'  —u'  cos  a' 
Id.  de  lit'  — u"  cos  a!' 

Id.  de  u'"  = u”  cos  a”'. 


Faisant  la  somme  de  toutes  ces  projections,  on  a 

x"  — P — u'  cos  a'  + m"  cos  a"  + vT  cos  a”’. 

x"—x'  étant  la  projection  du  chemin  direct  AE  (2°),  on  voit  donc 
que  la  somme  algébrique  des  produits  de  chacun  des  côtés  d’un  chemin 
polygonal , par  le  cosinus  de  l’angle  que  fait  le  côté  avec  un  axe , est 
égale  à la  projection  du  chemin  direct  sur  le  même  axe  (979). 

Représentant  cette  somme  de  produits  par  Eu  cos  a,  par  li  la  longueur 
du  chemin  direct,  et  par  a l’angle  que  fait  ce  chemin  direct  avec  l’axe , 
l’équation  précédente  devient 

U «w  a = Eu  COJ  a. 

Remarque  1.  Une  ligne  courbe  pouvant  être  considérée  comme  étant 
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composée  d’une  infinité  de  lignes  droites  (505),  cette  dernière  expres- 
sion lui  est  encore  applicable. 

Remarque  2.  a'  étant  l’angle  que  forme  AC  avec  une  parallèle  à Or 
menée  par  l’extrémité  A,  et  non  par  C,  dans  le  cas  de  la  figure  172,  il  est 
compris  entre  270*  et  36G“  ; a"  étant  l’angle  qui  forme  CD  avec  une 
parallèle  à Or  menée  par  l’extrémité  C , il  est  compris  entre  90"  et 
180”  ; a'"  est  compris  entre  0°  et  90". 


FORMULES  EXPRIMANT  LES  RELATIONS  ENTRE  LES  EXPRESSIONS 
TRIGONOMÉTRIQUES. 

081.  Relations  entre  les  expressions  trigonométriques  d’un  même 
angle  ou  d'un  même  arc  a. 

On  a (964)  : 

1”  sin*  — '~,  d’où  y = rsinz ; 

X 

et  cos  a = - , d’où  x — rcosa.. 

r 

Substituant  ces  valeurs  de  y et  de  x dans  l’équation 

y*  + x*  = r\  (959) 

11  vient  r*  «n’«+  r1  cof’a  = r’ , 

ou  jtn*a  + «m5»  = 1 ; 

d’où  l’on  tire 

jin  a = ± v^l  — COI*  a et  coî«  = ±v'l-m,«i 

y rrin* sin  a 

2"  lang 


d’où 

et 


tang  a = 
tang  « = 


sin  a 

± yl  — sin*  « 

± y'1  — cos  *x 
cos  a 


OU 

ou 


tanq  a 

sin  a = - — 


± y'i  + long*  a 

i 

cos  a — . i,  . . j-  » 

±yl  + tang*<x 


x rcosu  cos  a. 

3”  colanga=-=77^  = 7l—- 

Ainsi  cotang  a = ou  tang  « = c0Jn?a  î 


dt  \li  — sin*  a 1 ...... . 

d’où  cotang  « = ^ ou  ± ^ + cotang,  a . 


stnoL 

cosol 


et  cotang  a 


OU  cos  a = 


cotang  a 


± V 1 + cotang ! a ’ 
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U • 


» ;• 
sec  oc  — - 


r 1 1 

= OU  cos  oc  ==  —j — . 

rca?  a co$  a $eca 


seca  = 


ou 


sina  = 


— y^vt'c*  a — i 


± v'i  — «n1  a 

a = * - = it  + tan#*  a ou  tan  <7  a = rt  y'f  ec*  a — 1 1 


co^  a 


— = ±y/l  cota"'^  ou  cotanga=  ~ _L — ; 
COJ  a cotanga  ±ysec*a — 1 


, r r 
5 casec  a = - = 


cojéc  a — 


y r «na  jtn  a 

1 


OU  sin  a : 


OU  cosa  = 


cosec  a 

dz^coséc'  a — 1 
cof  éc  a ’ 


± \1  — COJ*  a 

COJCC  a = -4—  = ~ ^ . * OU  ian9  * — — -v — ■ , 

sin  a Cany  a zfc  y coj^c*  a — 1 

| 

coiéca  = -; — — ±^l  + cotang,a  ou  colang  a — ±\/cosécia — 1, 


coseca  = 


s ma 

i 


Sin  a y'.vt'c1  a — 1 


OU  sec  a — 


± \Jcosi:c'a  — i 


982.  Relations  entre  les  expressions  trigonométriques  de  deux  angles 
onde  deux  arcs  égaux  et  de  signes  contraires  a et  — a. 

Pour  une  même  valeur  de  r,  les  droites  faisant  avec  Ox  les  angles  a 
et  — a donneront  (963)  : 

1”  Pour  y,  deux  valeurs  y et  — y égales  et  de  signes  contraires;  par 
conséquent  les  sinus  ^ et  — ^ (966)  seront  égaux  et  de  signes  con- 
traires ; donc 

sin  ( — a)  = — sin  a. 

Ainsi,  deux  angles  égaux  et  de  signes  contraires  ont  des  sinus  égaux, 
mais  de  signes  contraires; 

2°  Pour  x,  les  deux  valeurs  seront  de  même  signe  ; par  conséquent 

X X 

les  deux  cosinus  seront  ensemble  ou  + - ou  — - ; donc 
cos[ — a)  =.  cof  a. 


Ainsi , deux  angles  égaux  et  de  signes  contraires  ont  même  cosinus, 
3»  Do  ce  que  les  valeurs  de  x sont  égales  et  de  même  signe , tandis 
que  celles  de  y sont  égales  et  de  signes  contraires , il  en  résulte  que  les 

tangentes  ^ et  — - sont  toujours  égales  et  de  signes  contraires;  donc 
X x 

tang  ( — a ) = — tang  a> 
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Ainsi,  deux  angles  égaux  et  de  signes  contraires  ont  des  tangentes 
égales , mais  de  signes  contraires. 

Des  raisonnements  analogues  font  voir  que  l’on  a : 

4*  cosêc  ( — a)  = — cosèc  a ; 

6°  sèc( — a)=séc a; 

6”  cotang( — «)= — cotanga. 

5)83.  Relations  entre  les  expressions  trigonométrùjues  de  deux  angles 
ou  de  deux  arcs  complémentaires,  c’est-à-dire  dont  la  somme  a + a' 
= 90“. 

Soit  a — uOx  et  a =uOy. 

y et  x étant  les  coordonnées  du  point  M,  et  r 
étant  le  rayon  OM, 

On  a pour  l’angle  a (981) 


O q ou  y=rsina,  et  Op  OU  x=rcosa. 

Au  contraire,  pour  l’angle  positif  les  mômes 
valeurs  de  y et  x donnent 

y = rcosa'  et  x=rsina. 

Égalant  ces  deux  valeurs  de  y et  ces  deux  valeurs  de  x,  on  a,  en  sup- 
primant r,  commun  aux  deux  membres  de  chaque  équation, 

sin  a = cos  a'  et  cosa  — sina'. 

Divisant  membre  à membre  ces  deux  équations,  on  a 


Fig.  175. 


OJ-lT 


J/' 


P K X 


sin  a cos  a' 

cos  a ««a'*. 

c’est-à-dire  (2°,  981) 


tanga 


1 

tanga' 


ou  tang  a tang  a' = 1. 


Ou  a aussi  (3°,  981) 

tang  a = cotang  a'. 

Ainsi,  les  angles  a et  a'  étant  complémentaires , les  sinus,  cosinus  et 
tangente  de  l'un  sont  respectivement  égaux  aux  cosinus,  sinus  et  cotan- 
gente de  l'autre.  C’est  ce  que  l’on  vérifie  facilement  sur  la  figure  175 
(972). 

)7 
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984.  Relations  entre  les  expressions  trigonométriques  de  deux  angles 
ou  de  deux  arcs  dont  la  différence  a — a' 
Fig.  178.  =90“. 


Admettant  la  définition  que  deux  angles 
sont  complémentaires  lorsque  leur  somme 
algébrique  est  égale  à un  droit,  ce  cas 
rentre  dans  le  précédent,  en  considérant 
a'  comme  négatif. 

Soit  M'Ox=«'  le  plus  petit  des  deux 
angles  et  MOx=a  le  plus  grand.  Ces  angles 
étant  comptés  dans  le  sens  positif  et  à 
partir  de  la  même  direction  Or,  l’angle 
MOM'=a— a'. 


D’après  la  relation  qui  existe  entre  a et  a',  quelles  que  soient  du  reste 
les  valeurs  de  ces  angles,  MOM'  est  toujours  droit;  d'où  il  résulte  que 
les  triangles  rectangles  MOp,  M'Op'  sont  égaux,  et  on  a,  en  valeurs  ab- 
solues, M p ou  y = Op'  ou  x1,  et  O p ou  x=M’p'  ou  y'. 

Remarquant  maintenant  que  y et  sont  toujours  de  môme  signe  et 
x et  y'  de  signes  contraires,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  a et  a', 
c’est-à-dire  quelle  que  soit  la  position  de  l’angle  droit  MOM'  autour  du 
point  O,  ce  que  l’on  peut  vérifier  sur  la  figure  pour  les  positions  MOM', 
M,OM', , M,OM's,  qui  renferment  toutes  les  autres,  il  en  résulte 

que  l’on  a 

y — x'  et  x= — y'. 


Remplaçant,  comme  au  n*  précédent,  y,  x,  y'  et  x'  par  leurs  valeurs 
posées  au  n°  98i,  on  conclut 

sin  a = eos  a'  et  cos  a.  — — s in  a'. 


Ainsi,  pour  deux  angles  dont  la  différence  mut  un  droit,  le  sinus 
(lu  plus  grand  est  égal  au  cosinus  du  plus  petit,  et  a le  même  signe,  et 
son  cosinus  est  égal  au  sinus  de  ce  dernier,  mais  de  signe  contraire. 
Divisant  membre  à membre  ces  deux  équations  on  a 

sin  a cos  u' 

cos  si  sin  a'* 


d’où  on  déduit,  d’après  les  mêmes  équations  qu’au  n°  précédent, 


tang  a = 


1 

iany  a'  ’ 


tangstangJ — — 1 et  tangu= — cotang a'. 


■Application.  Quels  sont  le  sinus,  le  cosinus  et  la  tangente  d’un  angle 
de  165°? 


La  relation  a — a' =90°  devient  165“ — a' =90°,  d’où  a' = 165“ — 90“ 
=75”. 
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La  table  du  n"  1011  donnant  cos  76*  = 0,25882,  sin  75"  = 0,96593  et  ro- 
tang 75°=0, 26795,  on  adonc  sin  165“=0, 25882,  cos  165“ =—0,96593 
et  tang  165°  = — 0,26795. 

903.  Relations  entre  les  express  ions  trigonomélrigues  de  deux  angles 
ou  de  deux  arcs arfbet  celles  de  lew somme 
[a  + 6). 

Soit  ?nOA  — fi,  MO m—a  et  par  suite 
MOA  = (a+  fi). 

Cherchons  d’abord  les  relations  qui  exis- 
tent entre  les  coordonnées  MQ=Y,  OQ=X, 
et  celles  OP=x'  et  MP=y'  du  même  point 
M par  rapport  aux  deux  systèmes  d’axes  rec- 
tangulaires x,  y et  ■x',  y'. 

Y étant  la  projection  sur  O y du  chemin 
OPM,  et  X étant  celle  du  même  chemin  sur  Or,  on  a (980)  : 


Fig.  177. 


Y =x'  cos  PO  y + y'  cos  P60, 
X = x“  cos  b + y'  cos  Mcx. 


L’angle  Mez  = yVx,  dont  l’excès  sur  un  droit  est  égal  à x'Ox  ou  fi; 
donc 


cos  Mcj= — sin  fi. 


(98A) 


Relation  qui  existe  quelle  que  soit  la  position  du  point  M,  c’est-à-dire 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  a et  6.  C’est  ce  que  l’on  peut  vérifier 
en  faisant  la  figure. 

L’angle  POy  a pour  complément  l’angle  fi;  donc 


cos  PO y = sin  fi.  (983) 

Cette  relation  est  vraie  quelle  que  soit  la  valeur  de  fi;  car  quand  cet 
angle  est  obtus,  son  excès  sur  un  droit  est  égal  à TOy,  et  on  a bien 
encore 

cos  PO y = sin  fi.  (985) 

L’angle  P60= 6 (551);  donc 

cos  P60=  cos  fi. 


Substituant  ces  valeurs  de  cos  Mcx,  cos  POy  et  cor  P 60  dans  colles 
de  X et  Y,  on  a 

Y=z'  «n  b+y'  cos  b 
X=  cos  b — y'  sin  fi. 

Comme  on  a(981) 

Y z=r  sin  (o  + fi),  X—r  cos  (a  + fi), 
y'=  r sin  a,  x'  — r cos  a, 


Digitized  by  Google 


260 


QUATRIÈME  PARTIE.  — TRIGONOMÉTRIE. 


les  équations  précédentes  reviennent  donc  à 

rsin(a  + b)  = r cos  a sin  b + r sin a cos  b, 
rcos(a+b ) = r cosacosb — rsinasinb. 


ou,  en  supprimant  r, 

sin(a  + b)  = sinacosb  + cosasinb,  (1) 

cos  (a  + b)  — cos  a cos  b — sin  a sinb.  (2) 


iang  (a  + b)  = 


sin  (a  -f  6)  sinacosb  + cosasinb 

cos(a  + b ) cosacosb  — sinasinb 


(981) 


Divisant  les  deux  termes  de  cette  valeur  par  cosacosb,  on  a,  en 
remarquant  encore  que  le  sinus  divisé  par  le  cosinus  donne  la  tangente  : 


lang  (a  + b) 


tang  a + iang  b 
1 — tanga  tang  b’ 


(3) 


986.  Expressions  trigonométriques  de  la  différence  (a — 6)  de  deux 
angles  a et  b en  fonction  de  celles  de  ces  angles.  En  conservant  à b la 
même  valeur,  si  dans  les  formules  (1)  et  (2)  du  n”  précédent  on  fait 
(a  + 6)  = o et  par  suite  a=(a—b),  elles  deviennent 

sina  = sin  (a — b)cosb  + «w(a — b)  sinb,  (1) 

cosa=cos(a — b)cosb  — sin  (a — b)sinb.  (2) 

De  l’équation  (2)  on  tire  (4Z i7) 

. cosa  ...  sinb  ... 

cos  la — b)— r + sm  (a  — b) T.  (3) 

4 ‘ cos  b ' ' cos  b 


Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (1),  il  vient,  en  isolant 
sin  (a  — b), 

. , ,,  ( , , sin,b\  . cosasinb  ... 

stn[a  — b)  C0i6+ r ) = sm  a r — . (4) 

\ cos  b J cos  b 

Comme  on  a (4%  n*  445) 


cos  b 


sin' b cos*  b + sin*  b 


cosb~  cosb  cos  b' 
substituant  cette  valeur  dans  l’éqnation  (4),  il  vient 
sin  (a  — b) sin  a cos  b — cos  a sin  b 

c’est-à-dire 


cosb 


cosb 


(981) 


sin(a  — b)  = sinacosb  — cosasinb. 

Substituant  cette  valeur  de  sin  [a— b)  dans  l’équation  (3),  on  en 
conclut 
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Comme  au  n°  précédent,  on  peut  poser 


tang  (a  — b) 


sin  (a — b)  sin  a cos  b — cosasinb 

cos{a — b)  ~ cos acos b 4-  sinasinb' 


d’où , en  divisant  les  deux  termes  de  cette  valeur  par  cos  a cos  b , 

. . tanga  — tang  b 

tang  (a  — b)  = — — ^ , 3 .. 

1 + tang  a tang  b 


087.  Relations  entre  les  expressions  trigonométriques  d'un  angle  a 
et  celles  dun  angle  double  2a. 

Faisant  b — a dans  les  valeurs  de  sin  (a  + b) , cos  {a  + b)  et  tang 
(a  + b)  (985) , on  a: 


1*  sin  (a  + b)  = sini  a ~sin  a cos  a + cos  asina, 

c’est-à-dire 

sin2a  — 2sinarosa;  (a) 

2*  cos  (a  + b)=  cos  2 a = cos*a  — si/Pa  (1) 

comme  on  a (981) , cos*a  = 1 — sin*  a 

Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (1),  elle  donne 

cojr2a  = l — 2 sin*  a.  (6) 

Si , au  lieu  d’éliminer  cos'a  de  l’équation  (1),  on  avait  éliminé  sin'a,  on 
aurait  obtenu 

cos2az=2cos*a  — l;j  (br) 

3”  tang  (a  + 6)  = tang  2 a = M 

980.  Relations  entre  les  expressions  trigonométriques  dun  angle  a 
et  celle  dun  angle  moitié  ^ a. 

1 

Remplaçant  2a  par  a,  et  par  suite  a par  ^ a dans  les  formules  du 
n°  précédent  : 

1°  La  formule  (a)  donne 

„ . 1 1 

sma  = 2sm  - acos  ^ a; 

et  la  formule  (6), 

cos  a = 1 — 2 sin * | a, 

d’où  (à87)  sin  ^ a = ± y/ ; 
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2°  La  formule  (6)  donne 


cosa  = 2 roj1  - a — > 1 , 


d’où 


co*|a  = ±y/ï 


+ cos  a. 


3°  La  formule  (c)  devient 


tang  a = 


2 tang  ^ a 
1—  tan  g*  |a 


ce  qui  revient  à l'équation  du  second  degré 


,an9'\a+  iàratan9ïa=u 


d’où  on  tire  (488) 


tan9 \a  = -tïk~a  ±\/iJ^l  + 1 = tunga{~1^  + ^ 


a\ 


On  au  aussi  (981) 


. 1 

sxn  - a 


fang-a: 


cos  g a 


Jn  » / 1 — cos  a 

i~  V 1 +coj a' 


989.  Pour  avoir  les  expressions  irigonométriques  de  3a  en  fonction 
de  celles  de  a,  il  suffit  de  faire  b = 2a  dans  les  formules  (1)  (2)  (3)  n"  985, 
ce  qui  donne 

sin  3 a = sin  a cos  ‘la  -f  cos  asinla, 
cos  3 a = cos  a cos  2 a — sin  a sin  2a. 


Remplaçant  sin  2 a et  cos  la  par  leurs  valeurs  (a)  et  (b)  n°  987,  et  sim- 
plifiant à l’aide  de  la  relation  sin*  a -f-  cos' a — 1 , ces  formules  de- 
viennent 

sin  Sa  ^=3  sin  a — b sin*  a.  (1) 

cos  3a  = beos*  a — 3 rasa.  (2) 

999.  En  faisant  de  même  b = 3a,  puis  b = Ua,  et  ainsi  de  suite,  dans 
les  formules  du  n°  985 , on  arriverait  aux  relations  qui  existent  entre 
les  expressions  irigonométriques  d'un  multiple  quelconque  de  a et 
celles  de  a. 
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991.  En  changeant  a en  - a,  les  formules  (1)  et  (2)  du  n°  989  don- 
nent 


sina  — 3sin  J a — U sin1  ^ a, 
u 3 

cosa=  kcos*  | a — 3 cos  * a; 

u 3 


formules  exprimant  les  relations  qui  existent  entre  Les  sinus  et 
cosinus  d'un  angle  triple  d'un  autre  et  les  sinus  et  cosinus  de  ce  der- 
nier. 

992.  Autres  relations  entre  les  exjmessions  f rigonomêlriques , fré- 
quemment employées  dans  les  applications. 

1"  En  combinant  par  addition  et  soustraction  les  valeurs  des  sinus  et 
cosinus  de  (a  + b)  et  (a  — b)  (985  et  986),  on  obtient 


2sinacosb=sin[a  + b)  +sin(a  — b), 

2 cos  a sin  b — sin  (a  + b)  — sin  (a  — b), 
ücosacos  b=cos(a  — b)  + cos  (a  + b), 

2xinasinb=cos  (a  — b) — Cos(a  -f  6); 

formules  servant  à transformer  le  jrroduit  de  deux  erpressions  trigono- 
métriques  en  une  somme  ou  une  différence. 

2°  Faisant  dans  les  formules  précédentes  (a  -f  b)  —p  et  (a — b)  = q, 
1 1 

d'où  (456)  a = = (p  + q)  et  b + ÿ — elles  deviennent 

1 1 

sinp+sinq  — isin  ^ (p+q)cos  ^ (p—q ), 

1 1 

sin  p — sin q=2 cos  ÿ ( p+q)sin  ^ (p—q), 

1 1 

cosp  + cosq=2cos  ^ ( p + q)cos  (p  — q), 
cos  q — cosp  = 2 sin  ^ ( p + q)sin  ^ (p  — q), 

formules  d'un  fréquent  usage , surtout  dans  le  calcul  logarithmique , 
pour  changer  une  somme  ou  une  différence  en  un  produit. 

3°  Enfin,  ces  dernières  formules  donnent  par  division,  et  en  remar- 

quant  que  Si  = la,,,J  {981) 
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sinp  + sin  q 
fin  p — sinq 


11  1 

««  2 (p  + q)cos  - (p—q)  tang  ^(]>+q) 

J l — J , 

cos^(p  + q)sin  ^(p—q)  tang -(p—q) 


fin  p + fin  q 
cos  p + co  s q 


*in  2 (P  +?)  4 

1 = tang  ^ (p  + q), 

cos  j (P  + 9) 


sinp  +sinq 
cosq — cosp 


cos -(p—q)  l 

{ = cot  | (p—q), 

fin  ^ (P  — q) 


sinp — sinq 
cosp+  cosq 


sinp — sinq 
cosq  — cosp 


| CP  — 9) 
COS^(p-q) 

COS  | (p  + q) 
sin  | (p  + q) 


tang- [p—q). 


cd^(p  + q). 


cos  p+ cosq 
cosq  — cosp 


1 1 

cos -(p+q)  cos -(p—q) 

j — — j = cot-(p  + q ) cot -(p—q). 

sin  - (p+q)  sin  - (p—q) 


La  première  de  ces  formules  fait  voir  le  résultat  remarquable , que 
la  somme,  des  sinrn  de  deux  angles  est  à leur  différence  comme  la  tan- 
gente de  la  demi-somme  de  ces  angles  est  à la  tangente  de  leur  demi- 
dfférence. 


CALCUL  DES  TABLES  TRIGONOMÉTRIQUES. 


993.  Nous  avons  fait  voir,  n*  973,  l’utilité  des  tables  trigonométri- 
ques  pour  déterminer  un  angle  quand  on  connaît  l’une  de  ses  expres- 
sions trigonométriques , ou  pour  trouver  les  expressions  trigonométri- 
ques  d’un  angle  donné.  Il  nous  reste  à montrer  comment  on  peut 
calculer  ces  tables. 

1°  A mesure  que  l’on  fait  décroître  un  angle  moindre  que  90*,  le  rap- 
port de  l’arc  qui  lui  sert  de  mesure  à son  sinus  diminue,  et  approche 
autant  que  l’on  veut  de  l'unité , qui  est  sa  valeur  limite  (180). 
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Fig.  178. 


Supposant  OM  ou  r=t,  on  a (966)  Mp=«'na, 
Op  = cosa,  AT  = tang  a;  soit  de  plus  a la  lon- 
gueur de  l’arc  AM. 


On  a 


a > sin  a et  a < tang  a. 


P A 


En  effet  sin  a ou  M p étant  la  moitié  de  la  corde 
soutendant  un  arc  double  de  l’arc  a,  on  a bien 


a > sma. 


(D 


De  plus,  la  surface  du  secteur  OAM  étant  moindre  que  celle  du 
triangle  OAT,  on  a 


^ OA  x a<  ^ OA  X tang  a; 


d’où 


a < tanga,  ou  (n°981)a< 


co  s a 


(636,  669) 

(2) 


Des  inégalités  (1)  et  (2),  on  tire  respectivement 


a m . a i 

- — >1  et  — < . 

un  a . sm  a cos  a 

Ce  qui  fait  voir  que  le  rapport  de  la  longueur  de  Parc  au  sinus  est 
compris  entre  1 et  la  quantité  toujours  plus  grande  que  Vanité  . 

Or,  comme  à mesure  que  l’angle  a diminue  — décroît  et  s'ap- 
proche  de  plus  en  plus  de  l’unité,  dont  il  peut  différer  d’aussi  peu  que 
l’on  veut,  il  en  résulte  que  qui  est  plus  petit  que  ^ ^ , en  diffère 
encore  moins  et  peut  être  considéré  comme  ayant  l'unité  pour  limite. 

T Des  Inégalités 

a < tang  a et  a > sin  a ou  a > tang  a cos  a,  (981) 
on  conclut 


tanga 


< t et 


tang  a 


> cos  a ; 


ce  qui  fait  voir  que  le  rapport 


tang  a 


, toujours  plus  grand  que  cos  a , 


est  compris  entre  1 et  cos  a et  a par  conséquent  Vunité  pour  limite. 

3'  Démontrons  maintenant  que  la  différence  entre  la  longueur  a de 
Parc  et  le  sinus  est  moindre  que  le  quart  du  cube  de  a. 
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. 1 

sm  2 » 

De  l’inégalité  (1°)  ^ a < — — , on  conclut 

cos  - a 

.11  1 
sin  ^ a > 2 a cos  § a* 

Multipliant  membre  à membre  cette  inégalité  par  l’équation 

1 1 

sin  a — 2 sin  - a cos  ^a,  (988) 


1 

on  a,  en  remarquant  que  le  facteur  commun  sin  - a disparaît, 


* 1 

sin  a > a cos*  - a f 

ou 

sin  a > a ^1  — sin * ^ a^  , 

(981) 

ou  encore 

. . 1 
sin  «t  > a — . tt«n*  ^ a , 

d’où 

a — Sin  a < a sin*  ^ a. 

Multipliant  membre  à membre  Cette  jnègallté  par  celle  sin  ^ « < 2 a 
élevée  au  cabré  t c’esb-ânllre  par 


**n’  â * < 4 • 


on  a bien,  en  supprimant  le  facteur  commun  sin*  - a , 


- sm  a < 


Calculons  quelle  est  cette  limite  d’erreur  pour  un  angle  de  10",  qui 
est  le  plus  petit  des  tables  de  Callet. 

Le  rayon  étant  1,  l’arc  correspondant  à 180°  est 

rr=K=  3,1415926 (666) 


ét  la  longueur  a de  l’arc  correspondant  à 10"  est  (670) 

a - a.*M692^.,t.  K 10  0,000048481368110., 

180  x 60  x 60  ’ 


d’où 


= 0,000  000  000  000  032..... 
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Ainsi,  pour  un  angle  de  10",  en  prenant  l’arc  pour  le  sinus,  l’erreur 
est  moindre  que  les  trois  dixièmes  environ  d’une  unité  décimale  du 
treizième  ordre.  On  peut  donc  poser,  avec  une  erreur  moindre  qu’une 
unité  décimale  du  treizième  ordre,  que  l’on  a 

«n  10"=  0,000  048  481  368  1. 

Avec  le  même  degré  d'exactitude,  on  peut  tirer  de  la  formule 

cos  10"= rin*10",  (981  ) 

cos  10"=  0,999  999  998  82 4 8. 

4“  A l’aide  des  valeurs  de  sin  10",  de  cos  lo"  et  des  formules 

sin(a  + b) = sin  a cos  b + cos  a sin  b 1 

cos(a  + b)—cosa  cos  b — sin  a sin  b j ' 

on  peut  calculer  les  sinus  et  cosinus  de  tous  les  angles  de  10"  en  10"  jus- 
qu’à 45". 

On  aurait  la  tangente  et  la  cotangente  de  chacunde  ces  angles  4 l’aide 
des  formules 

. sin  a . . cos  a 

tanna— et  rotang  a=— — . (981) 

cos  a ' sin  a 

5“  Les  expressions  trigonométriques  des  angles  de  0°  à 45”  donnent , 
d’après  ce  qui  a été  dit  n”  972  et  983,  celles  des  angles  de  45°  à 90°. 
Enfin,  ayant  les  expressions  trigonométriques  jusqu’à  cette  limite, 
celles  des  angles  supérieurs  s’obtiendront  d’après  ce  qui  a été  dit  n"  969. 

On  conçoit  que  cette  manière  de  calculer  les  expressions  trigono- 
métriques est  très-longue  et  pénible;  on  l’a  simplifiée,  en  employant 
une  autre  marche,  qu’il  importe  peu  d’exposer  ici,  notre  but  n’étant 
pas  de  mettre  à même  de  calculer  des  tables  qui  sont  déjà  établies  aussi 
complètes  que  peuvent  l’exiger  les  besoins  de  la  pratique. 

Comme,  dans  la  pratique  de  l’ingénieur,  on  a ordinairement  des  de- 
grés d’approximation  suffisants,  en  supposant  qu’un  angle  compris  entre 
deux  autres  qui  ne  diffèrent  entre  eux  d’une  minute  est  égal  à celui  de 
ces  derniers  qui  en  approche  le  plus,  nous  n’avons  donné  dans  notre 
table  que  les  expressions  trigonométriques  des  angles  de  minute  en 
minute  (1011).  Dans  le  cas  où  on  ne  se  contenterait  pas  de  cette 
approximation,  on  déterminerait  ce  qu’il  faut  ajouter  à l’expression 
trigonométrique  do  la  table,  en  opérant  d’une  manière  analogue  au  2“ 
du  n“  380.  En  opérant  comme  au  3°  du  n“  381,  on  déterminerait  l’angle 
correspondant  à une  expression  trigonométrique  donnée  qui  ne  se 
trouve  pas  dans  la  table. 
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PRINCIPES  SUR  LESQUELS  S’APPUIE  LA  RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES 
RECTILIGNES. 

904.  Remarque.  Pour  abréger,  nous  désignerons,  dans  tout  ce  qui 
va  suivre,  les  angles  des  triangles  par  les  lettres  A,  B,  C,  placées  à leurs 
sommets,  et  les  côtés  respectivement  opposés  à ces  angles  par  les  lettres 
a,  b,  c,  que  l’on  écrit  vers  le  milieu  de  ces  côtés.  Dans  le  cas  où  le 
triangle  est  rectangle,  la  lettre  A désigne  l’angle  droit,  et  a l’hypo- 
ténuse. 

9915.  Théorème  I.  Dans  foui  triangle  rectangle,  chaque  côlé  de 
Cangle  droit  est  égal  à l'hypoténuse  multi- 
pliée par  le  cosinus  de  Vangle  adjacent. 

b et  c pouvant  être  considérés  comme  les 
projections  de  a sur  leurs  directions,  on  a 

b=acos C et  c=acos B (980) 

De  ce  que  les  angles  B et  C sont  complémentaires,  on  a cos  C=sin  B 
et  cosB=sin  C (983),  et,  par  suite, 

b = asin B et  c = asin C. 


Ainsi,  dans  tout  triangle  rectangle,  chaque  côté  de  Vangle  droit  est 
égal  à l'hypoténuse  multipliée  par  le  cosinus  de  l'angle  adjacent  ou 
par  le  sinus  de  l'angle  opposé. 

Corollaire.  I.es  deux  équations  b=:asin  B et  c=a  cos  B donnent 

b sin  B , _ .... . 

- = - = tan  g B,  (981) 

c cos  B * 1 

d’où  6 = c tang  B. 

On  a de  même  c=b  tang  C. 

Comme  on  ztangB  = cotQ.  et  tang  C=cot  B (983),  on  a donc  aussi 


b=c  cote  et  c = b cot  B. 

Ainsi,  dans  tout  triangle  rectangle,  chaque  côté  de  rangle  droit  est 
égal  à Vautre  multiplié  par  la  tangente  de  Vangle  cqrposé  au  premier 
ou  par  la  cotangente  de  l'angle  adjacent. 

99G.  Théorème  2.  Dans  tout  triangle  rectiligne  les  sinus  des  angles 
sont  entre  eux  comme  les  côtés  opposés. 

Du  sommet  C abaissant  la  perpendiculaire  CD 
sur  le  côté  c : 

1"  Dans  le  cas  où  cette  perpendiculaire  tombe 
sur  le  côté  c , on  a respectivement  dans  les  trian- 
gles rectangles  ADC  et  BDC, 

C.D  = b sin  h et  CD  — asinB.  (995) 
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Égalant  ces  deux  valeurs  de  CD,  on  a 

bsink  — asin  B, 

sin  A : sin  B = a : 6.  (293) 

2”  Dans  le  cas  où  la  perpendiculaire  CD  tombe 
sur  le  prolongement  de  c,  on  a encore  dans  le 
triangle  ADC, 

CD  = 6 sin  CAD, 

ou,  puisque  les  angles  CAD  et  A,  qui  sont  sup- 
plémentaires, ont  même  sinus  (969), 

CD  = b sin  A, 

Le  triangle  BDC  donne  aussi  CD=a  sin  B. 

De  ces  deux  valeurs  de  CD  on  conclut  encore 

sin  A : sin  B = a : b. 

3”  Dans  le  cas  où  le  point  D tomberait  en  A , le  triangle  serait  rec- 
tangle , et  on  aurait  directement  (1°) 

CD  ou  6 = a 4i7i B; 

ou  bien,  en  remarquant  que  sin  A =1, 

b sin  A —a  sin  B; 

d’où,  encore, 

sin  A : sin  ü—a\b. 

Si  au  lieu  de  prendre  le  sommet  C pour  abaisser  la  perpendiculaire, 
on  avait  choisi  l’un  des  deux  autres  A et  B,  on  aurait  eu  respectivement 

sin  B : sinC—b’.c 
et  sin  G‘.  sin \=c la. 

Ces  trois  proportions,  qui  prouvent  ce  qu’il  fallait  démontrer,  »e 
résument  dans  la  suite  de  rapports  égaux 

sin  A sin  B sin  C 

a b c 

997.  Théorème  3.  Dans  tout  triangle,  le  carré  d'un  côté  est  égal  à 
la  somme  des  carrés  des  deux  autres,  moins  le  double  rectangle  de  ces 
deux  côtés  multiplié  par  le  cosinus  de  f angle  compris  entre  ces  côtés. 

Ainsi  on  a , par  exemple  (Jg.  181), 

a,*  — b*  + c’ — 2ÔCC04A  (1) 


d’où 

Fig.  <S1. 
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On  démontre  en  géométrie  (652)  que,  dans  tout  triangle,  le  carré 
d'un  côté  opposé  à un  angle  aigu  est  égal  à la  somme  des  carrés  des 
deux  au  très  côtés,  moins  le  double  rectangle  compris  sous  l’un  de  ces 
côtés  et  la  projection  de  l’autre  sur  le  premier.  On  démontre  que  ce 
double  rectangle,  au  lieu  de  se  retrancher,  s’ajoute  quand  l'angle 
opposé  au  côté  considéré  est  obtus  (651).  Ainsi  les  figures  180  et  181 
donnent  respectivement  : 

a’=6’ + c* — 2cx  AD,  (2) 

a'=6*+c*  + 2cxAD.  (3) 

• 

Dans  le  triangle  rectangle  ADC  on  a,  pour  la  figure  180,  AD  = b cos  A, 
et  pour  la  figure  181,  AD=6co.f  DAC  ou  AD= — beos  A,  puisque  A 
est  le  supplément  de  DAC  (969).  Ces  deux  valeurs  de  AD,  substituées 
dans  les  formules  (2)  (3),  les  ramènent  toutes  deux  5 la  formule  géné- 
rale (1). 

Quand  l’angle  A est  droit,  son  cosinus  est  nul,  et  cette  formule  géné- 
rale donne  le  résultat  bien  connu  (657) 

a’  = 6’  4-  c*. 

008.  TnÉORÈME  5.  La  somme  algébrique  des  projections  (le  deux-  côtés 
( T un  triangle  sur  le  troisième  est  égale  à ce  troisième  côté  (980).  Ainsi 
on  a Jig.  180  et  181 

c—a  cos  B + 6 cos  A. 

RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES  RECTILIGNES  RECTANGLES. 

000.  Résoudre  un  triangle,  c’est,  étant  données  trois  de  ses  six  par- 
ties, angles  ou  côtés,  déterminer  les  trois  autres.  Comme  il  faut  que  les 
trois  parties  connues  déterminent  le  triangle,  il  est  donc  nécessaire 
qu’une  au  moins  des  parties  données  soit  un  côté , les  trois  angles  ne 
déterminant  pas  le  triangle  (573). 

Les  trois  inconnues  pourront,  d’une  manière  générale,  se  déduire 
d’un  système  de  trois  équations  établies  entre  les  inconnues  et  les 
quantités  données  (552).  Ce  système  découle  du  n°  997,  et  il  est 

as  = 6*  + e* — 26c  cos  A , 

6 ,=o’  + c! — 2 ac  cos  B , 
c*=as  + 6l — lab  cos  C. 

A ce  système  on  peut  substituer  le  suivant,  qui  lui  est  équivalent , 
et  que  l'on  déduit  du  n‘  998 

a—  b cosC  + c cos  B, 

. b = acosO  + c co*  A, 
c—a  cos B + b cos  A. 
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La  relation  suivante  permet  de  simplifier  les  calculs  relatifs  à la 
résolution  des  triangles 

A + B + C = 180". 

1000.  Dire  qu’un  triangle  est  rectangle,  c’est  donner  un  de  ses 
angles  ; par  conséquent,  il  suffit  de  connaître  deux  de  scs  autres  parties 
pour  qu’il  soit  déterminé  (999). 

1"  cas.  Etant  donnés  (fig.  179),  rhyjKitcnuse  a et  Vun  des  angles 
aigus , B par  exemple,  trouver  P angle  C et  les  deux  côtés  b et  c. 

Le  triangle  étant  rectangle , les  angles  aigus  sont  complémentaires , 
et  on  a 

C=90” — B, 

On  a de  plus 

b — a sin  B et  c=acos  B.  (995) 

2*  cas.  Étant  donnés  le  côté  b et  l'angle  B,  trouver  C,  a et  c. 

C = 90"  — B. 

De  la  relation  b = a sin  B (995),  on  tire 

b 

a— 

Slll  B 

On  a aussi  (995,  corol.)  , 

C=zb  tang  C OU  ç=bcotü.  (983) 

3'  cas.  Etant  donnés  l'hypoténuse  a et  un  côté  b,  trouver  c,  B et  C. 

Le  triangle  étant  rectangle , on  a (6A7) 

c=\Ja'  — b'. 

Si  l'on  voulait  calculer  c à l'aide  des  logarithmes,  on  donnerait  à cette 
valeur  la  forme  suivante  : 

c=^(a  + b)  (a — 6).  (6A6) 

De  la  relation  b=a  sin  B (995),  on  tire 

sin  B— 

a 

De  sin  B,  on  conclut  B ; puis  on  a 

C =90"  — B. 

A*  cas.  Étant  donnés  les  côtés  b et  c,  trouver  C hypoténuse  a et  les 
angles  B et  C. 

Comme  on  a b=c  tang  B (995,  coroL),  on  en  conclut 
iang  B=  -« 
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Ayant  B à l’aide  de  tang  B,  on  conclut 
C =90° — B ; 

puis,  de  la  relation  b— a sin  B (955),  on  tire 

6 

a — — -. 

sm  B 

Pour  avoir  a,  on  pourrait  poser  immédiatement 
a=  ^/ô’  + c*. 

On  aurait  ensuite  déterminé  B à l’aide  de  la  relation 
b=a  sin  B. 

Puis  on  aurait  posé 

0=90"— B. 

Mais  ce  mode  d’opérer  conduit  à des  calculs  plus  longs  que  le  pré- 
cédent. 


RESOLUTION  DES  TRIANGLES  RECTILIGNES  QUELCONQUES. 


1001.  1"  cas.  On  donne  du  triangle  A B C,Jig.  180,  un  côté  a et  deux 
angles  A et  B;  trouver  les  deux  autres  côtés  b,  C,  et  le  troisième 
angle  C. 

Dans  tout  triangle,  la  somme  des  trois  angles  étant  égale  à deux 
droits,  on  a 

C = 180°— (A  + B). 

D’après  le  théorème  les  sinus  des  angles  d’un  triangle  sont  entre  eux 
comme  les  côtés  opposés  à ces  angles  (996),  on  a 

sin  A : sin  B=a  : b,  et  sin  A : sin  C—a  . c; 

d’où  on  conclut  respectivement 

. sin  B . sin  C 
b— a—. — r et  c=a  — — -, 
sin  A sin  A 

ou  log  b — log  a 4-  log  sin  B — log  sin  A 

log  c—  log  a + log  sin  C — log  sin  A. 

On  calculerait  la  surface  S du  triangle  au  moyen  de  la  formule 

(1005) 

2 sin  A ' 

ou  log  S =2  log  a + log  sin  B + log  sin  C — log  2 — log  sin  A. 
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Application.  Soit: 

a = 6789“, 24,  A=42"17'23",4  et  B=87’24'tl",8. 


Calcul  de  C 


C = 180” — ( A + B)  = 50"  18'  24",  8 ; 


calcul  de  6 


calcul  de  c 


lofj  <*=3,8318212 

10+  log  sin  B= 9,9995538  (973) 

c'  (10  + log  sin  A)  = 0, 1 720615  (378) 

% 6=4,0034365  et  6 = 10079^44; 


log  0 = 3,8318212 
10  + log  sin  0=9,8861953 
c'(10+  log  sin  A)=0, 1720615 


calcul  de  S 


loge  — 3, 8900780  et  c=7763",8C 

2 log  <1  = 7,6636424 
10  + log  sin  B = 9,9995538 
10  + log  sin  0 = 9,8861953 
c‘  log  2 = 9,6989700 
c‘(10+  log  sin  A)  = 0,1720615 

log  S = 7,4204230  et  S = 26328300  m.  c. 


1002.  2*  cas.  On  donne  deux  côtés  a,  b et  Vangle  A opposé  à l'un 
(Peux,  trouver  c,  U et  C (909). 

De  la  proportion 


on  tire 


on  a ensuite 

puis- 

donne 


sin  A;  sin  B = a;  6, 


. „ 6 sin  A 

sin  B= ; 

a 


0=180"— (A  + B); 
sin  A : sin  C = a : c 


sin  C 

C—a— 

sin  A 


(996) 

(a) 


On  a la  surface 


S 


ab  sin  C 
2 ' 


(1005) 


t 


Remarque.  Cette  solution  demande  quelques  éclaircissements  : la 

<8 
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Fig.  isi. 
C 


môme  valeur  (a)  de  sinus  B correspondant  à deux  angles  supplémen- 
taires, l’un  aigu  et  l’autre  obtus  (970),  il  convient  d’examiner  dans  quel 
cas  il  faudra  prendre  B aigu  ou  obtus,  ce  qui  conduit  aux  remarques 
suivantes,  qui  découlent  de  ce  que  dans  tout  triangle  deux  angles  ne 
peuvent  être  droits  ou  obtus  (565),  et  que  au  plus  grand  angle  est  op- 
posé le  plus  grand  côté  (550). 

1°  L’angle  donné  A étant  droit  ou  obtus, 
l'angle  B est  nécessairement  aigu.  Ayant  A > B, 
ou  doit  avoir  aussi  a > b.  Il  y a alors  toujours 
une  solution  ; mais  il  n’y  en  a qu’une;  c’est  ce 
que  fait  voir  la  figure  182. 

2"  L’angle  A éuint  aigu,  si  l’on  a en  même 
temps  «>6,  d’où  A>B,  il  en  résulte  encore 
que  B est  aigu,  et  il  n’y  a également  qu’une 
solution.  La  ligure  183  fait  voir  qu’en  effet  l’an- 
gle A serait  obtus  dans  le  deuxièmo  triangle 
ABC  qui  a a et  6 pour  côtés.  Dans  le  cas  où  A 
étant  aigu  on  a a = 6,  B’  tombe  en  A , et  on 
obtient  pour  unique  solution  un  triangle  iso- 
cèle. 

8“  Soit,  comme  dans  le  cas  précédent,  A 
aigu,  mais  a<b.  Dans  ce  cas,  B > A peut  être 
aigu  ou  obtus  ; il  y a alors  deux  solutions  ; c’est 
ce  qu’indique  la  figure  185.  Dans  le  triangle 
ABC,  qui  satisfait  à l’énoncé,  l’angle  B est  aigu  ; 
dans  le  triangle  ABC,  qui  satisfait  également  5 
l’énoncé,  B'=180*—  B est  obtus. 

Il  y aura  deux  solutions  tant  que  a<  b sera 
plus  grand  que  CD  = 6 s in  A,  c’est-à-dire  tant 
qu'on  aura 

...  b fin  A 

a >b  fin  A ou  < 1. 


Lorsque  a = CD  = b fin  A,  l’arc  BB’  est  tangent  à AB  au  point  D,  les 
deux  triangles  ABC  et  AB'C  coïncident  avec  le  triangle  rectangle  ADC, 
et  il  n’y  a plus  qu’une  solution. 

Enfin,  si  on  avait  a<CD  ou  a<bfin\,  l’arc  BB’  n'aurait  aucun 
point  commun  avec  AB,  et  il  n’y  aurait  pas  de  solution. 

Si,  au  lieu  de  commencer  par  déterminer  les  angles  B et  C,  on  avait 
voulu  avoir  d’abord  le  côté  c,  on  aurait  posé 


d’où 


a,  = 6,  + c1 — 26c  cos  A, 

c*—  26  cos  Axe  — a* — 5*, 


(997) 
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et  par  suite 

c—b  cos  A.±v/a* — cos'  A.  (Û88) 

ou 

c=6co»A±Va* — 6’  sin*  A.  (981) 

1005.  3*  cas.  Connaissant  deux  côtés  a,  b et  l'angle  compris  C, 

trouver  c,  A,  B. 

1"  On  a 

c=v'a*"+6*— 2ab~côsC.  (997) 


c étant  connu,  on  pose 


. . a stn  C 

stn  A — 

o 


(996) 


puis  B=180°  — (A  + C). 

2”  On  peut  commencer  par  déterminer  A. 

On  a 

stn  A : sin  B=a  ! b. 

Dans  cette  proportion  il  entre  deux  inconnues,  sin  A et  sin  B ; on  en 
fait  disparaître  une  en  posant 

( sin  A + sin  B)  : (sin  A —sin  B)  = (a  + b)  : (a  — b),  (302) 

ou,  en  remplaçant  le  premier  rapport  par  son  égal  (992,  3”), 

tang  * (A  4-  B)  : tan  g * (A — B)  : : (a+ 6)  : (a — b). 

^ (A  + B)  = ^ (180" — C)=m“  étant  connu,  cette  proportion  ne  ren- 
ferme d’inconnue  que  tang  ~ (A — B),  et  elle  en  donne  la  valeur, 

tang  ^ (A— B)  — + 

de  laquelle  on  conclut  | (A — B)=n*.  Ayant  la  demi-somme  m’  et  lo 
demi-différence  n"  do  A et  B,  on  a (Ü56) 

A=m°  + n“  et  B = m*— n\ 

Ayant  A et  B,  ou  pose  (996) 

_ a stn  C 
sin  A 

Cette  solution  est  préférable  à la  première  pour  l’emploi  des  loga- 
rithmes (1001). 
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On  déterminerait  la  surface  à l’aide  de  la  formule 

„ ab  sinC 
S= . 


(1005) 


1004.  4*  cas.  On  donne  les  trois  côtés  a,  b,  c ; déterminer  les  trois 
angles  A,  B,  C. 

Posant 

a*=6*+c* — 26c  cos  X,  (997) 

on  en  tire 

6’ + c* — a1 


cos  K — 


26c 


(«) 


Des  formules  semblables  donneraient  B et  C. 

Du  reste,  ayant  déterminé  ainsi  A et  B,  ou  pourrait  poser 

0=180”— (A  + B), 

ce  qui,  dans  tous  les  cas,  sert  de  vérification. 

La  formule  (a)  peut  être  remplacée  par  une  autre  plus  propre  à l'em- 
ploi des  logarithmes  (100 1). 

On  a 

' (988,  1") 


2 sin*  * A=1 — cas  A. 


Remplaçant  cos  A par  sa  valeur  (a),  on  a 


„ .,1.  . 6s  + c* — a*  o‘— 6«— c*  + 

2 «»*  - A = 1 !— ; = — - 

2 26c  26c 


26c 


_ a* — (6— c)»  _ (g  + 6 — c)  (a — 6 -f  c) 
26c  26c  * 


(645) 

(646) 


d'où 


......  1 . _t  /(a + 6— c)(a— 6 + c) 

™2A-V 46c- 


On  peut  simplifier  cette  formule  en  faisant  le  périmètre 
o + 6 + c = 2/>,  d’où  a + 6 — c = 2(p  — c)  et  a — 6 + c = 2(j>  — 6), 
ce  qui  donne 


(6) 


valeur  facile  à traduire  littéralement. 

1 

2 A étant  nécessairement  aigu , son  sinus  donne  sa  valeur  et  par 
suite  celle  de  A. 

On  aurait  de  même 


sm 


2 y ac  ' 
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et 


2 y ab 


Mais  on  peut  poser,  ne  serait-ce  que  comme  vérification, 

C = 180°  — (A  -f-  B). 

1 1 

On  se  procurerait  par  une  marche  semblable  cos  - A et  tang  - A.  Du 


reste , comme  on  a 


\ A=  y/l— A, 


(981) 


remplaçant  sin  - A par  sa  valeur  (6),  on  a 


.j^^nsgËS, 


ou,  en  réduisant  au  môme  dénominateur,  effectuant  les  calculs  et 
simplifiant, 


cos 


U-V' 


p(p — g) 

bc  • 


On  a ensuite  (981,  2“) 


tang  ^ A = 


— t>)(p  — c) 


1 . 

co  s - A 


bc  _\[(V-b)(P—c) 
y£3jE3  V P(P-«) 


Comme  pour  les  sinus,  on  obtiendrait  des  formules  analogues  pour 
les  angles  B et  C. 

La  surface  du  triangle  se  calculerait  au  moyen  de  la  formule  du  3% 
n"  1005. 

1003.  L'aire  d'un  triangle  peut  s’exprimer  en  fonction,  soit  de  deux 
côtés  et  de  l’angle  compris  ; soit  d’un  côté  et  des  angles , soit  des  trois 
côtés. 

1"  On  a,  en  désignant  l’aire  du  triangle 
par  S, 

s=cxCD  (MB) 

Remplaçant  CD  par  sa  valeur  bsin\  (995), 
on  a 

bcsin  A 


S=  ■ 


(a) 
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Ce  qui  montre  que  l’aire  d'un  triangle  est  égale  à la  moitié  du 
produit  de  deux  côtés  quelconques  multiplié  par  le  sinus  de  l’angle 
compris. 

C SM  B 

2°  Faisant  b = . - - dans  l'expression  précédente  (996),  on  a 


cx sin A sin B _ c'sinAsinb 
2 sin  C 2 .vin (A  -f  R)’ 

3"  Ayant 

sin  A = 2 sin  ^ A cos  ^ A.  (988) 

1 1 

Remplaçant  sin  - A et  co.v  - A par  leurs  valeurs  (lOO/i),  on  a 

B. 

Substituant  cette  valeur  de  sin  A dans  l’équation  (a) , il  vient 
S — sJp(p—a){p—  b)  ( p — c). 

Pour  a = 200m,  b = 180“  et  c = 170“,  on  a 


8 = v/275  (276—200)  1276—180  (275  — 170)  = 14343“'. 


APPLICATIONS. 

lOOC.  Observations.  F.n  trigonométrie,  toutes  les  questions  se  ra- 
mènent à la  détermination  des  triangles , ou  mieux  à celle  des  côtés  et 
des  angles  de  ces  triangles. 

Sur  le  papier,  une  droite  se  trace  avec  une  règle , et  un  angle  se 
détermine  aveo  le  rapporteur  (902)  ; mais  pour  la  triangulation  sur  le 
terrain  , ces  moyens  sont  insuffisants. 

Pour  déterminer  sur  le  sol  une  ligne  droite  passant  par  deux  points 
désignés,  on  plante  dans  la  direction  de  cette  droite  des  piquets  appelés 
jalons,  de  manière  que  quand  on  se  place  en  un  des  points  donnés , et 
qu’on  fixe  l’autre , tous  les  jalons  paraissent  se  confondre  en  un  seul  et 
cachent  ce  dernier  point  (6*  partie). 

Pour  mesurer  les  angles,  soit  sur  le  terrain , soit  dans  l’espace,  on 
emploie  divers  instruments  : le  graphomètre , la  boussole,  le  cercle 
répétiteur.....  Nous  donnons  la  description  et  l’usage  de  ces  instru- 
menta dans  la  6*  partie  [Levé  des  plans). 


Digitized  by  Google 


APPLICATIONS. 


279 


1007.  Trouver  la  hauteur  CD  d'un  édijicc  dont  le  pied  est  accessible. 

Sur  le  terrain,  supposé  horizontal, 
on  mesure  une  base  DE  à peu  près 
égale  à la  hauteur  de  l'édifice , afin 
d’éviter  les  trop  petits  angles,  soit 
DE=c  = 10”;  on  place  l'Instrument 
en  F.  pour  évaluer  l'angle  B,  que 
nous  supposerons  de  /il”,  et  soit  BE 
= A D =■  1 ",20  la  hauteur  de  l’instru- 
ment. Cela  fait,  le  problème  est  ra- 
mené à déterminer  le  côté  b du 
triangle  rectangle  ABC,  dont  on  connaît  le  côté  c et  l’angle  B;  or  on 
a (995,  corol.) 

6=c  tan  y B=iOx  tang  /il”  = 10  x 0“, 86929  = 8”, 693; 


Fig.  ISS. 


vrwv 

îi  a î 

3 Q 3 

6 

j\  c _ 

_LDi 

Î1 


donc  CD  = 8“, 693  + 1”, 20  =9”,893. 

Dans  le  cas  où  le  terrain  n’est  pas  horizontal , un  coup  de  niveau , si 
l'instrument  à mesurer  les  angles  n’est  pas  disposé  à cet  effet,  donne  le 
point  A;  par  suite  on  a AD,  que  l’on  ajoute  à AC,  qui  se  détermine  comme 
dans  le  cas  précédent. 

1008.  Trouver  la  distance  AC  du  point  A où  l'on  est  placé,  au  point 

On  mesure  une  base  AB  de  100”, 
par  exemple;  puis,  à l’aide  du  grapho- 
mètre,  on  détermine  les  angles  A et  B, 
soi  t A = 65°  et  B = ù2°.  Le  problème  est 
alors  ramené  ù déterminer  le  côté 
d’un  triangle  quelconque  dontoncon 
naît  le  côté  c et  les  angles  adjacents  A 
et  B (1001). 

On  a d’abord 


inaccessible , mais  visible,  C. 

Fig.  1*7. 


te 


C ■*  180°— (A  + B)=*  180°— -(65°  + ft2*)==  73”. 


Puis 

sin  C : si n B = c ; ù, 

d’où 

csinU  100x0,669 
■ "sinC  0,956 

• 

• 
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QUATRIÈME  PARTIT.  — TRIGONOMÉTRIE. 


Fil.  iss. 


1000.  Déterminer  la  hauteur  d'un  édifice  dont  le  pied  est  inacces- 
sible, ou  d'une  montagne. 

Dans  cc  cas,  on  ne  peut,  dans 
le  triangle  rectangle  ABC,  me- 
surer que  l'angle  B , qui  est  de 
43"  par  exemple,  et  cette  donnée 
ne  suffit  pas  pour  calculer  AC. 

Alors  on  commence  par  déter- 
miner la  distance  BC  du  point  B, 
où  l’on  se  trouve,  au  point  C 
considéré  comme  Inaccessible, 
en  opérant  comme  dans  le  cas 
précédent.  Ainsi  on  mesure  une 
base  BB’  sur  le  sol,  et  on  détermine  les  angles  que  fait  cette  base  avec 
les  directions  BC  et  B'C;  alors,  dans  le  triangle  BB'C,  connaissant  la  base 
BB'  et  les  angles  adjacents,  on  détermine  BC  comme  dans  le  cas  pré- 
cédent. 

Ayant  BC  ou  a =500”,  par  exemple,  on  a (995). 

b=asin  B = 600x0,682  = 341“, 
et,  par  suite,  CD  = 341  + 1,20  = 342“, 20. 

1010.  Trouver  la  distance  de  deux  points  inaccessibles  C et  C'. 

On  détermine  les  distances  AC  et  AC' 
du  point  A à chacun  des  points  inacces- 
sibles C et  C',  en  opérant  comme  au 
n°  1008  ; puis,  mesurant  l’angle  CAC',  on 
a , dans  le  triangle  CAC',  les  deux  côtés 
AC,  AC',  et  l’angle  compris;  on  déter- 
mine alors  le  côté  CC'  comme  il  a été 
indiqué  au  n°  1003. 

1”  Détermination  de  AC.  On  mesure 
la  base  AB  = 100“,  par  exemple;  puis 
l’angle  BAC  = 66°,  et  ABC  = 37“  ; d’où  ACB=  180* — (66° + 37*) =77°. 
On  a alors 


Fig.  189. 


d’où 


sin  ACB  : sin  ABC  = AB  ; AC, 

AB  x sin  ABC  100x0,6018  .. 

AC=-iraB~ =61a*76- 


0,9744 

2°  Détermination  de  AC'.  On  mesure  les  angles  B AC' =37°  et  ABC' 
= 87°;  d’où 

ACB = 180°  — (37*  + 87°)  = 66°. 
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On  a alors,  dans  le  triangle  ABC' 


d’où 


sin  AC'B  : sin  ABC'= AB  : AC’, 


ABx  sin  ABC'  100x0,9986 
A — sin  AC'B  — 0,829 


120™,  46. 


3"  Détermination  de  l'angle  CAC'.  Quand  les  quatre  points  ABCC' 
sont  dans  un  même  plan,  on  a CAG'=BAC— BAC’=66'' — 37°  = 29“.  SI 
ces  quatre  points  n'étaient  pas  dans  un  même  plan,  on  mesurerait  di- 
rectement cet  angle. 

4“  Détermination  de  CC’.  On  a dans  le  triangle  ACC'  (1003) 


CC'  = V AG*  + AC'1—  2 X AC  X AC’  x cos  CAC' 

OU 


CC’  = y 61,76*  + 120,46*  — 2 x 61,76  x 120,46  x 0,87462  = 72”, 88. 


On  aurait  pu  déterminer  CC'  en  suivant  la  marche  2"  du  n“  1003. 

101 1.  Table  des  valeurs  naturelles  des  expressions  trigononiétri- 
ques  : 
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CINQUIEME  PARTIE. 

GÉOMÉTRIE  DES  COURBES 
OU  NOTIONS  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 


1012.  Le  but  de  la  géométrie  analytique  est  d'étudier  les  propriétés 
des  figures  par  les  procédés  du  calcul  ou  de  l 'analyse  géométrique. 

C’est  Descartes  qui  a trouvé  le  moyen  de  représenter  des  figures  par 
des  équations,  et,  par  contre,  de  ramener  certains  problèmes  de  calcul 
à des  questions  de  géométrie  ; c’est  surtout  sous  ce  dernier  rapport  que 
la  géométrie  analytique  vient  en  aide  d’une  manière  efficace  à l’ingé- 
nieur. 

1013.  La  géométrie  analytique,  comme  la  géométrie  élémentaire,  se 
divise  en  deux  parties  (515)  : la  géométrie  plane  ou  à deux  dimensions, 
et  la  géométrie  de  C espace  ou  à trois  dimensions, 

DÉTERMINATION  D’UNE  LIGNE. 

1014.  Nous  avons  vu  que  la  position  d’un  point  dans  un  plan  ou  dans 
l’espace  est  fixée  quand  on  connaît  ses  coordonnées  (959,  960).  Pour 
qu’une  ligne  soit  déterminée,  il  suffit  que  ses  divers  points  soient  fixés, 
et  que  par  conséquent  on  connaisse  les  coordonnées  de  ces  points. 

Lorsqu’une  même  relation  existe  entre  les  coordonnées  de  chacun 
des  points  d’une  ligne,  il  est  de  la  plus  grande  facilité  de  déterminer 
autant  de  points  que  l’on  veut  de  la  ligne,  et,  par  suite,  de  tracer  cette 
ligne  en  raccordant,  aussi  exactement  que  possible,  les  points  obtenus. 
S’il  s’agit,  par  exemple,  d’une  courbe  plane,  donnant  une  valeur  à 
l’une  des  coordonnées,  la  relation  sert  à déterminer  l’autre  coordonnée 
du  point  correspondant  de  la  courbe  (550). 

Supposant,  pour  fixer  les  idées,  que  les  coordonnées  de  chacun  des 
points  d’une  ligne  sont  liées  par  la  relation  y — 3z  + 2“,  si  l’on  fait 
z=  5",  par  exemple,  le  point  de  la  ligne  qui  correspondra  à cette  va- 
leur de  z aura  pour  ordonnée  y— -3x5  + 2 = 15”.  Donnant  à z une 
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nouvelle  valeur,  on  aurait  une  autre  valeur  correspondante  de  y,  et  par 
suite  un  second  point  de  la  ligne. 

Lorsque  la  courbe  n’est  pas  plane,  comme  on  ne  peut  prendre  arbi- 
trairement qu’une  de  ses  coordonnées,  les  deux  autres,  qui  en  dépen- 
dent, restent  inconnues  et  ne  peuvent  être  déterminées  que  par  deux 
relations  ou  équations  (é52). 

lOliî.  Coordonnées  polaires.  Un  point  M est  aussi  déterminé  dans 
un  plan  MOx,  quand  on  connaît  l’angle  MOx=a, 
que  fait  avec  l’axe  Or  la  droite  OM  qui  joint  le 
pôle  O et  le  point  M,  et  la  distance  OM  = p,  qui 
prend  le  nom  de  rayon  vecteur. 

Les  deux  quantités  a et  p sont  appelées  coordon- 
nées polaires. 

Lorsqu’une  même  relation  existe  entre  les  coordonnées  polaires  de 
chacun  des  points  d’une  ligne,  on  peut,  comme  dans  le  cas  précédent, 
déterminer  autant  de  points  que  l’on  veut  et,  par  suite,  tracer  la  ligne. 

1010.  Coordonnées  focales.  La  position  d’un  point  M est  aussi  fixée 
dans  un  plan,  quand  on  connaît  ses  distances 
MF~p,  MF’=p'  à deux  points  fixes  F,  F',  pris  dans 
ce  plan  .et  appelés  foyers;  seulement,  les  lon- 
gueurs p et  p',  que  l’on  nomme  rayons  vecteurs 
ou  coordonnées  focales,  déterminent  un  second 
point  M’,  symétrique  deM  par  rapport  à FF';  et 
une  équation  entre  les  rayons  vecteurs  p et  p', 
considérés  comme  variables , déterminera  une  li- 
gne formée  de  deux  parties  symétriques  par  rapport  à l’axe  FF'  (4ZiO). 

Un  point  M est  encore  déterminé  dans  un  plan 
par  ses  distances  MF  = p et  MP=p',  aussi  appe- 
lées rayons  vecteurs,  à un  point  fixe  F et  à une 
droite  fixe  O y,  que  l’on  nomme  respectivement 
foyer  et  directrice.  Comme  dans  le  cas  précédent, 
deux  longueurs  absolues  des  rayons  vecteurs 
déterminent  deux  points  M et  M'  symétriques  par 
rapport  à l'axe  Ox  mené  perpendiculairement  à 
O y par  le  foyer  F.  Ainsi , une  équation  entre  les 
deux  rayons  vecteurs  p et  p',  considérés  comme 
variables,  déterminera  une  ligue  symétrique  par  rapport  à Ox. 

1017.  Les  courbes  se  définissent  ou  par  la  relation  de  leurs  coordon- 
nées rapportées  à des  axes  (101â),  ou  par  celle  de  leurs  coordonnées 
polaires  (1015),  ou  encore  par  celle  de  leurs  coordonnées  focales  (1016). 
C’est  ce  que  fera  voir  l’étude  des  courbes  les  plus  usitées  dans  la  pra- 
tique. 

1018.  L'équation  exprimant  la  relation  qui  existe  entre  les  coordon- 
nées d'une  courbe  est  appelée  l 'équation  de  la  courbe. 
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toi».  Un  polynôme  est  dit  homogène,  quand  tous  ses  termes  sont  du 
même  degré.  Le  degré  m de  chaque  terme  est  le  degré  d’homogénéité 
du  polynôme  (396).  Si  l’on  multiplie  chaque  lettre  d’un  polynôme  ho- 
mogène par  un  même  facteur  k,  le  polynôme  est  multiplié  par  A™ 
(404,  407). 

1020.  On  dit  en  général  qu’une  fonction  (440)  est  homogène  et  du 
degré  m,  quand  chacune  des  lettres  qui  y entrent  étant  multipliée  par 
k elle  se  trouve  multipliée  par  A*.  Telles  sont  les  fonctions 


a*  + 2a6, 


a -t-  \'ab 
a+c  ’ 


a 

a*— b*' 


dont  le  degré  est  respectivement  2,  1,  0,  — 2. 

Un  monome  est  toujours  une  fonction  homogène  d’un  degré  égal  4 
celui  du  monome. 

Si  dans  une  fonction  il  entre  des  lettres  qui  représentent  des  coeffi- 
cients numériques,  ces  lettres  se  négligent  dans  la  formation  du  degré 
de  l’homogénéité  de  la  fonction.  Ainsi,  « étant  un  coefficient  numéri- 
que, la  fonction  suivante  est  homogène  et  du  degré  1 

a*  + (y  + nxf 
)/ab~—(ny+jiÿ 


Oa  considère  également  comme  des  coefficients  numériques  les 
fonctions  transcendantes  rin , co.v... , log  de  fonctions  homogènes  du 
degré  0,  ainsi  qu’une  quantité  telle  que  e\  dans  laquelle  a est  aussi 
une  fonction  homogène  du  degré  0.  Telles  sont  : 


SI  H 


ab 

âiTTt' 


log 


b- 1-  \Zo’  — b 1 

â+b  ’ 


C’est  qu’en  effet,  eu  multipliant  par  k chaque  lettre  de  la  fonction  du 
degré  0,  on  ne  change  pas  la  valeur  de  la  fonction,  et  ou  peut  alors  y 
supprimer  k.  Ce  qui  n’aurait  évidemment  pas  lieu  si  le  degré  de  la  fonc- 
tion n’était  pas  0. 

Ainsi  la  fonction  suivante  est  homogène  et  du  degré  - 

a\fb  -|-  6y/ë  sin 
a -p  b 

1021.  De  ce  qui  précède  et  des  opérations  sur  les  polynômes  il 
résulte  : 

1"  Que  la  somme  ou  la  différence  de  deux  fonctions  homogènes  du 


Digitized  by  Google 


308  CINQUIÈME  PARTIE.  — GÉOMÉTRIE  DES  COURBES. 

môme  degré  est  une  fonction  homogène  de  même  degré  que  les  pre- 
mières (401,  402); 

2°  Que  le  produit  de  plusieurs  fonctions  homogènes  de  degrés  quel- 
conques est  une  fonction  homogène  d’un  degré  égal  à la  somme  des 
degrés  des  fonctions  proposées  (409); 

3°  Que  le  quotient  d’une  fonction  homogène  par  une  fonction  homo- 
gène est  une  fonction  homogène  d’un  degré  égal  au  degré  de  la  première 
moins  le  degré  de  la  seconde  (428j  ; 

4’  Qu’une  puissance  d'une  fonction  homogène  est  une  fonction  ho- 
mogène d’un  degré  égal  au  degré  de  la  fonction  proposée  multiplié  par 
l’exposant  de  la  puissance  (2°)  ; 

5”  Qu’une  racine  d’une  fonction  homogène  est  une  fonction  homo- 
gène d'un  degré  égal  au  degré  de  la  fonction  proposée  divisé  par  l’in- 
dice de  la  racine  ('4°). 

1022.  Une  équation  est  dite  homogène , lorsque  ses  deux  membres 
sont  homogènes  et  du  même  degré,  ou  quand  l’un  de  ses  membres  est 
nul  et  que  l’autre  est  homogène  (1019). 

Il  résulte  de  cette  définition  : 

1”  Qu’une  équation  homogène  n’est  pas  changée  lorsqu’on  multiplie 
par  un  même  facteur  k toutes  les  lettres  qu’elle  renferme  (1020); 

2°  Qu’une  équation  homogène  entre  des  quantités  concrètes  de  même 
espèce  (12)  (les  autres  quantités  étant  considérées  comme  des  coeffi- 
cients (1020))  est  indépendante  de  l’unité  à laquelle  ces  quantités  con- 
crètes sont  rapportées.  C’est  qu’en  effet , en  changeant  d’unité  on  ne 
fait  que  multiplier  toutes  les  quantités  concrètes  par  un  même  facteur 
entier  ou  fractionnaire. 

Héciproquement,  si  une  équation  algébrique  entière  (cas  seul  utile  à 
considérer  (388)  ) entre  des  quantités  concrètes  de  même  espèce,  a lieu 
quelle  que  soit  l’unité  4 laquelle  ces  quantités  sont  rapportées,  cette 
équation  est  homogène,  ou  provient  de  l’addition  de  plusieurs  équa- 
tions homogènes  de  degrés  différents  (1025). 

1023.  Toute  équation  algébrique  peut  être  changée  en  une  autre 
dont  l’un  des  membres  est  0,  et  l’autre  une  quantité  rationnelle  en- 
tière (388).  Si  l’équation  est  homogène  et  du  degré  m,  chacun  de  ses 
termes  renfermera  m facteurs  littéraux,  non  compris  les  coefficients 
littéraux  (1020). 

Ainsi,  en  général  une  équation  peut  s'écrire  sous  la  forme  de  la  fonc- 
tion 

/(a,  b,x,y,...)= 0. 

1024.  Dans  les  recherches  géométriques,  les  longueurs  sont  les  seules 
quantités  concrètes  que  l’on  ait  à considérer  ; car  les  aires  et  les  vo- 
lumes dépendent  essentiellement  de  leurs  dimensions  linéaires.  Pour 
exprimer  algébriquement  une  relation  entre  plusieurs  longueurs,  on 
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rapporte  ces  longueurs  à une  même  unité,  le  plus  souvent  arbi- 
traire (1026),  et  ce  sont  les  rapports  qui  en  résultent  que  l’on  écrit  dans 
les  équations,  d'après  les  règles  de  l’algèbre. 

UHiiS.  Toutes  les  équations  auxquelles  conduisent  les  recherches 
géométriques  (mise  en  équations,  transformations  et  résultats),  sont 
homogènes  lorsque  l’unité  est  indéterminée.  Cette  considération  est  de 
la  plus  haute  importance  en  géométrie  analytique;  elle  sert  de  moyen 
de  vérification  pendanttout  le  cours  des  calculs  ; elle  sert  de  moyen  mné- 
monique pour  retenir  les  formules;  elle  établit  de  l’analogie  entre  les 
expressions,  et  elle  peut  suggérer  des  méthodes  de  calcul  plus  simples 
et  plus  élégantes. 

Remarque  1.  Lorsqu’on  combine  par  voie  d’addition  ou  de  soustrac- 
tion plusieurs  équations  homogènes  de  degrés  différents,  on  obtient 
une  équation  exacte,  mais  qui  n'est  pas  homogène.  On  doit  rejeter  avec 
soin  une  telle  combinaison  dans  toute  analyse  bien  conduite. 

Remarque  2.  Le  théorème  de  l’homogénéité  s'applique  à toutes  les 
équations  de  géométrie;  mais  en  se  rappelant  que  les  aires  sont  repré- 
sentées par  le  produit  de  deux  longueurs,  et  les  volumes  par  le  produit 
de  trois  longueurs  ou  celui  d'une  surface  par  une  longueur,  et  que , 
par  suite , suivant  qu’une  lettre  A ou  V représentera  une  aire  ou  un 
volume , il  faudra  la  considérer  comme  étant  du  deuxième  ou  du  troi- 
sième degré.  Ainsi,  A,  A',  (>,  b'  exprimant  des  longueurs,  A,  A'  des 
aires,  et  V,  V'  des  volumes,  les  deux  formules  suivantes  sont  homo- 
gènes : 

A-A'=i(A-A')(6  + 6'),  V — V'=  | {h— h1)  (A  + A'+S Æv). 

En  général , selon  que  l’inconnue  d’un  problème  est  une  aire  A ou 
un  volume  V,  l’expression  que  l’on  obtient  est  homogène  et  du  second 
ou  du  troisième  degré.  Ainsi  on  a : 

\—ab  ou  V = abc. 

1020.  Dans  tout  ce  qui  précède,  l’unité  est  supposée  arbitraire. 
C’est  dans  cette  hypothèse  qu’il  faut  soumettre  au  calcul  toutes  les 
questions  de  géométrie;  car  s’il  en  était  autrement,  si,  par  exemple, 
l’on  prenait  pour  unité  l’une  des  longueurs  considérées  ou  toute  autre 
unité  contenue  un  nombre  déterminé  de  fois  dans  cette  longueur,  on 
pourrait  arriver  à des  équations  homogènes  au  fond,  mais  qui  n’en  au- 
raient pas  l’apparence;  aussi  faut-il  éviter  ce  cas  particulier.  Du  reste, 
à une  équation  de  cette  espèce,  ou  peut  toujours  rendre  l’aspect  de 
l’homogénéité;  pour  cela,  il  suffit  de  rendre  l’unité  arbitraire,  en  rap- 
portant chaque  longueur  à cette  unité;  ce  qui  se  fait  en  rapportant  la 
longueur  prise  pour  unité  à l’unité  arbitraire,  en  multipliant  chaque 
lettre  par  le  rapport  ou  nombre  abstrait  qui  on  résulte  élevé  à la  même 
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puissance  que  la  lettre,  et  en  exprimant  chaque  produit  partiel  par 
une  nouvelle  lettre  élevée  à la  même  puissance  que  la  première. 

Kn  prenant  une  unité  de  longueur  arbitraire,  on  a pour  l’aire  du 
cercle 

A = tt'.  (668) 

Si,  au  contraire,  on  prend  lu  rayon  pour  unité,  on  a 
A'  = exl‘  = -. 

Équation  dont  le  premier  membre  est  du  degré  2,  et  le  second  du 
degré  apparent  0 , car  r.  est  un  nombre  abstrait.  Pour  donner  à l’équa- 
tion son  aspect  homogène  habituel,  on  exprime  le  rayon  pris  pour 
unité  en  unités  arbitraires;  ce  qui  donne  r pour  rapport;  alors  1*  du 
second  membre  de  l’équation  devient  r’,  et  on  a 

A'  r1  ou  A = -r’. 


En  prenant  le  rayon  pour  unité,  le  volume  de  la  sphère  est 

V’  = | * x 1»  = | s.  (882) 

O i) 

• Rapportant  le  rayon  pris  pour  unité  à une  unité  arbitraire,  ce  qui 
donne  r au  lieu  de  i,  l’équation  précédente  devient 


V'r1  ou  V = 5 sr’. 

u 

Le  demi-grand  axe  a tie  l’ellipse  étant  pris  pour  unité,  l’aire  de 
l’ellipse  est 

A'  = 2-  X 1 X b'.  (1078) 

Rapportant  le  demi-grand  axe  1 à une  unité  arbitraire,  il  devient  a, 
et  rapportant  toutes  les  longueurs  à cette  môme  unité  arbitraire,  il  vient 


ou 


A'  x a*  = 2a  x a x ab’ 
A = 1r.ab. 


CONSTRUCTION  GÉOMÉTRIQUE  DES  PORMCLES  ALGÉBRIQUES. 

1027.  D’après  la  loi  de  l’homogénéité,  toute  expression  algébrique 
homogène  du  premier  degré,  dans  laquelle  les  diverses  lettres  repré- 
sentent des  longueurs,  est  l’expression  d’une  longueur  x (1025,  Re- 
marque 2),  et  cette  longueur  peut  toujours  être  déterminée  géométri- 
quement , c’est-à-dire  à l’aide  de  la  règle  et  du  compas  : 1°  quand 
l’expression  est  rationnelle  (388)  ; 2“  quand,  étant  irrationnelle,  elle  ne 
renferme  que  des  radicaux  dont  l’indice  est  2 ou  une  puissance  de  2. 
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1088.  Construction  des  expressions  rationnelles. 

Pour  avoir 

'X  = a + b — c + d — e. 


Fi*.  i»a. 
E 

, j 


Si  .l’on  a 


ab 

X=m' 


il  suffit,  à partir  du  point  O, 
d’une  droite  indéfinie,  de 
prendre  OA  = a,  AB  =b, 
BC  = d,CE  = — c et  KF=  — 
La  distance  — OF  est  la  va- 
leur de  x. 


11  suffit  de  construire  Une  fi*  proportionnelle  aux  trois  lignes  a,  b.  m 
(920). 

al>cd 


Pour 


i = 


mnp 


Fig.  194. 


on  construit  une  h'  proportionnelle 
x’  = OX'  = — ' aux  trois  lignes  a = OA, 
è = OB,  m=OM;  puis  Une  û*  pro- 
portionnelle x"  = OX"  = — — — 
n mn  ’ 

aux  3 lignes  x1—  OX',  c=OC,  n = ON . 
et  enfin  une  4*  proportionnelle 


I = Oï: 


x"rf 

~P~ 


abcd 

mnp 


aux  3 lignes  x"  = OX",  d=OD,  p=OP. 

Si  l'expression  de  x était  une  fraction  à termes  polynômes,  ou  ramè- 
nerait la  construction  à celle  du  cas  précédent  en  opérant  comme  il 
suit  : 

asb  + Uaibc 


Soit 


5 ab* — b*c  ‘ 


k étant  une  longueur  arbitraire,  on  peut  mettre  la  valeur  de  x 
sous  la  forme 


a*b  ha,bc\ 

F + ~F 


y 


5a<r 

A* 


6*c 

k1' 


L'exposant  de  k étant  d’une  unité  moins  élevé  que  le  degré  des 
termes  qu’il  divise,  on  peut  construire  chaque  fraction  munome  qui  en 
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résulte  d’après  la  règle  précédente,  et  A,  B,  M,  N étant  les  longueurs 
trouvées , on  a 

__  A(A  + B) 

M — N * 

Déterminant  A + B = a et  M — N = m,  on  a en  définitive 

ka 

*=  — . 
m 

Et  x étant  une  û*  proportionnelle  aux  longueurs  k,  a,  m,  on  la  con- 
struira comme  ci-dessus. 

1029.  Construction  des  expressions  irrationnelles.  Le  degré  d’homo- 
généité devant  être  1 (1027) , si  le  radical  est  du  second  degré,  la  quan- 
tité placée  dessous  devra  être  homogène  et  du  second  degré;  ainsi, 
quand  cette  quantité  sera  fractionnaire,  le  degré  du  numérateur  sera 
de 2 unités  plus  fort  que  celui  du  dénominateur. 

x — sfâb  est  une  moyenne  proportionnelle  entre  les  lignes  a et  b 
(921); 

x = s] a'  + b'  est  l’hypoténuse  d’un  triangle  rectangle  dont  les  côtés 
de  l’angle  droit  sont  a et  b (9/il)  ; 

x — V®’  — b'  est  un  des  côtés  de  l’angle  droit  d’un  triangle  rectangle 
ayant  b pour  autre  côté  de  l’angle  droit  et  a pour  hypo- 
ténuse (940). 

C’est  aussi  une  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  lignes 

a = a + b et  1 3 = a — 6.  (921) 

Si  la  quantité  placée  sous  le  radical  est  fractionnaire,  comme 

a5  4-  ah1 — 5 ô*c* 
as  — b'c  ’ 

faisant,  comme  au  n”  1028,  choix  d’une  longueur  arbitraire  A-,  on 
écrit 

■V 

La  quantité  placée  entre  parenthèses  se  réduit  alors  à une  ligne  a,  et 
le  dénominateur  à une  ligne  m ; de  sorte  qu’on  a 


o*  aô*  ôtéc’X 

JP  + TF  ~ 

a5  __féc 
A»  A* 
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Ce  qui  montre  qu’il  faut  construire  une  4*  proportionnelle  u = — (920), 

puis  une  moyenne  proportionnelle  x — \fîcü.  (921). 

Si  l’indice  de  la  racine  était  2’  = 4,  la  quantité  placée  sous  le  radical 
serait  homogène  et  du  4*  degré.  Soit 


*/“*  + à 

c=  y— 


aW  — b’c3 


+ bc 


Pour  construire  x,  on  écrit 


Formule  qui  se  réduit,  comme  dans  le  cas  précédent,  à 

V^r  = \Av/^S  = v/*^=  vâî- 

Àvi 

Ce  qui  montre  qu’il  faut  construire  une  U'  proportionnelle  u = , 

puis  une  moyenne  proportionnelle  v ^Jtü  et  une  autre  x = \fkv- 


CONSTRUCTION  GÉNÉRALE  DES  COURBES  REPRÉSENTANT  DES  ÉQUATIONS. 

1050.  Étant  donnée  une  équation  entre  deux  rariables  x et  y,  si  l'on 
considère  ces  variables  comme  étant  des  coordonnées,  chaque  couple  de 
valeurs  réelles  dez  et  y qui  satisfont  à l’équation  détermine  un  point  ; or, 
l’on  conçoit  qu’en  faisant  varier  x d’une  manière  continue  entre  cer- 
taines limites,  l’équation  sera  ordinairement  satisfaite  par  des  valeurs 
de  y réelles  et  continues,  et  qu’alors  on  obtiendra  une  suite  continue 
de  points,  c’est-à-dire  une  ligne.  Ainsi,  en  général , une  équation  entre 
deux  coordonnées  représente  une  ligne  (1014). 

1031.  Pour  déterminer  les  points  de  la  courbe,  on  prend  ordinaire- 
ment les  valeurs  de  x en  progression  arithmétique  (309),  et  on  calcule 
celles  correspondantes  de  y.  C’est  surtout  quand  la  fonction  est  une 
fonction  algébrique  entière  (388,  440)  qu’il  y a avantage  à prendre  cette  , 
précaution,  parce  qu’alors  on  peut,  pour  abréger  les  calculs,  faire 
usage  des  différences  des  valeurs  de  y pour  calculer  ces  valeurs. 

Soit,  par  exemple,  à construire  l'équation  y=ax,+  b,  dont  la  forme 
se  rencontredans  les  équations  relatives  à la  détermination  de  la  courbe 
qu’affecte  la  chaîne  des  ponts  suspendus.  Supposant  que  l’on  a 

a=0,l  et  6=1,  d'où  y = 0,l.r’  + l. 
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Lp  tableau  suivant  montre  qu’en  donnant  successivement  à x les  valeurs 
0,  1,2,  3,...  les  valeurs  que  l’on  obtient  pour  y sont  telles  qu’en  pre- 
nant leurs  différences  premières  0,1,  0,3,  0,5...,  puis  les  différences  se- 
conde,v  entre  les  différences  premières,  ces  différences  secondes  sont 
égales.  Alors  faisant  successivement  x = 0,  2=1  et  x— 2,  ce  qui  donne 
respectivement  y = 1,  y = 1,1  et  y = 1,4,  on  a les  deux  différences  pre- 
mières 0,1  et  0,3,  puis  la  différence  seconde  constante  0,2.  Cette  diffé- 
rence seconde  ajoutée  à la  dernière  différence  première  obtenue  don- 
nant la  suivante,  et  chaque  différence  première  ajoutée  à la  valeur 
précédente  de  y donnant  la  valeur  suivante,  on  voit  que  par  de  simples 
additions  successives  on  obtient  les  différences  premières,  puis  les  va- 
leurs des  ordonnées 

abscisses  x.  . . 0 1 2 3 4 5 6 7 8... 

ordonnées  y.  . . 1 1,1  1,4  1,9  2,6  3,5  4,6  5,9  7,4... 

différences  lr".  0,1,  0,3,  0,5,  0,7  0,9  1,1  1,3  1,5... 

différences  2”".  0,2  0,2  0,2  0,2  0,2  0,2  0,2  0,2... 

Les  valeurs  négatives  de  i fourniraient  les  mêmes  valeurs  pour  y. 
Selon  que  la  fonction  est  du  2e,  3%  4'...  degré,  les  différences  con- 
stantes sont  respectivement  les  différences  secondes,  troisièmes,  qua- 
trièmes, etc.,  que  l’on  obtient  en  calculant,  4 l’aide  de  l’équation,  3, 
4.  5...  ordonnées,  et  eu  prenant  les  différences  successives.  Ayant  la 
différence  constante , on  remonte  aux  autres  différences  et  aux  valeurs 
des  ordonnées  en  opérant  comme  ci-dessus. 

1032.  Àü  lieu  de  calculer  toutes  les  ordonnées  poür  construire  la 
courbe  y = ftr*  + fc,  bn  peut  ne  calculer  que 
les  trbis  premières  ordonnées  équidistantes 
AO,  BP,  CQ;  mener  les  parallèles  AF,  Btt  à 
l'axb  Or,  fce  qui  déterhiibe  les  deux  premières 
différences  premières  BH,  CO,  et  prolonger  AB, 
ce  qui  donne  la  différence  seconde  constante 
CC'=CG — C'G=CG— BH.  Pour  avoir  la  qua- 
trième ordonnée  DR,  bd  prolonge  BC  jusqu’en 
D',  et  on  prend  D'D = Ce'.  On  détermine  de  la 

même  manière  la  cinquième  ordonnée  ES  et  toutes  les  suivantes,  et 
• raccordant  tous  les  points  ABCD...  par  une  courbe,  elle  est  la  représen- 
tation de  l'équation  y=ax%  + b. 

1033.  Fonctions  empiriques.  Dans  la  pratique,  il  arrive  journelle- 
ment que  des  observations  ou  dos  expériences  fournissent  une  série  de 
couples  de  valeurs  correspondantes  de  deux  variables,  sans  qu’aucune 
équation  algébrique  puisse  représenter  la  loi  qui  lie  les  deux  variables. 
Dans  ce  cas,  prenant  les  valeurs  de  l’une  des  variables  pour  abscisses, 
et  celles  correspondantes  de  l’autre  variable  pour  ordonnées,  en  raccor- 
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liant  par  une  courbe  continue  les  points  que  l’on  obtiendra,  si  ces 
points  sont  suffisamment  rapprochés,  cette  courbe  représentera  avec 
une  exactitude  suffisante  la  loi  inconnue  qui  lie  entre  elles  les  deux  va- 
riables. Ainsi  elle  en  sera  une  image  bien  sensible;  elle  permettra  d'ob- 
tenir'la  valeur  de  l’une  des  variables  correspondant  ù une  valeur  donnée 
de  l’autre  variable , intermédiaire  à deux  valeurs  successives  fournies 
par  l'expérience,  et  de  résoudre  ainsi  approximativement  le  problème 
d’interpolation  ; si  elle  a une  analogie  sensible  avec  une  courbe  connue, 
elle  pourra  permettre  de  relier  les  deux  variables  par  une  équation  ou 
formule,  dite  empirique;  enfin  si  elle  offre  quelque  anomalie  qui  rompe 
sa  continuité,  cela  indiquera  quelque  erreur  dans  les  expériences. 

LIGUE  DROITE. 

1054.  Liquation  générale  de  la  ligne  droite  en  coordonnées  rap- 
portées à des  axes  rectangulaires  est 

y = ax  + 6. 

En  effet,  soit  udo  droite  quelconque  AB  si- 
tuée dans  le  plan  des  axes  rectangulaires  Ox, 
O y.  Par  un  point  quelconque  M de  cette  droite 
abaissons  une  perpendiculaire  MP  à Ox;  elle  dé- 
termine les  coordonnées  MP  —y  et  OP=x  du 
point  M.  Par  le  poibt  0,  où  AB  rencontre  l’axe 
O y,  menons  CD  parallèle  à l’axe  Ox. 

Dans  le  triangle  rectangle  CME,  on  a (995)  ME=CE  x tang  BCD. 

Ajoutant  EP  aux  deux  membres  de  cette  équation  elle  devient 

ME  + EP  = CE  X tang  BCD  + EP. 

Remarquant  : l’que  ME  +EP=y  ; 2“  que  l’angle  BCD  que  la  droite  fait 
avec  CD  ou  avec  l’axe  Ox  est  constant,  et  que  par  suite  sa  tangente,  que 
l’on  peut  représenter  par  a,  appelé  coeJjUcient  angulaire  ou  de  direc- 
tion, est  aussi  constante;  3"  que  CE=x;  U°  que  EP=OC  est  également 
constant  et  peut  être  représenté  par  b,  qu’on  appelle  l'ordonnée  à f ori- 
gine, l’équation  précédente  prend  la  forme 

y =ax  + b, 

qui  est  bien  l’équation  de  la  droite,  puisqu’elle  a été  établie  pour  un 
point  quelconque  de  cette  droite,  et  en  ayant  égard  aux  signes  des  di- 
verses quantités  qui  y entrent 

1055.  Remarques. 

r*  Lorsque  la  droite  AB  passe  par  l’origine  0,  l’ordonnée  à l’origine 
OC  =-.  b = 0,  et  l’équation  de  la  droite  devient 
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y=  ox; 

2*  Lorsque  AB  est  parallèle  à Ox,  l’angle  BCD  est  nul , on  a alors 
tang  BCD=a=0  (968),  et  l’équation  de  la  droite  devient 

y — b; 

3'  Dans  le  cas  où  l’on  a en  même  temps  a = 0 et  6 = 0,  l’équation  de 
la  droite  devient 

y=0;  ‘ 

ce  qui  indique  que  la  droite  se  confond  avec  l’axe  des  x; 

6*  Si  la  droite  était  parallèle  à l’axe  des  y ou  se  confondait  avec  cet 
axe,  on  obtiendrait  son  équation  en  changeant  y en  x dans  les  deux  der- 
nières équations,  ce  qui  donnerait  respectivement  x=b  etx=0.  6 ne 
serait  plus  ici  l’ordonnée  à l’origine,  mais  bien  l'abscisse  à l'origine, 
c’est-à-dire  la  distance  à l’origine  du  point  où  la  droite  rencontre  l’axe 
des  x; 

6*  L’on  voit  que  l'équation  d'une  droite  est  du  premier  degré  (666). 
Réciproquement,  toute  équation  du  premier  degré  entre  deux  varia- 
bles est  Véquation  <Tune  droite.  C’est  pourquoi  les  lignes  droites  sont  ap- 
pelées lignes  du  premier  degré. 

CIRCONFÉRENCE. 

1036.  Le  définition  de  la  circonférence  (575)  peut  être  exprimée  en 
coordonnées  polaires.  En  effet,  si  l’on  pose  (1015) 

p=a*  + r, 

et  que  l’on  fasse  a=0  et  r constant,  l’on  voit  que,  quelle  que  soit  la 
valeur  de  a,  on  aura  toujours 

p = r. 

Équation  qui  satisfait  à tous  les  points  d’une  circonférence  ayant  l’ori- 
gine O pour  centre  et  r pour  rayon. 

1037.  Equation  générale,  de  la  circonférence  en  coordonnées  rappor- 
tées à des  axes  rectangulaires  (1016). 

Soit  M un  point  quelconque  de  la  circonfé- 
rence dont  C est  le  centre  et  r le  rayon.  Soient 
MA  = y et  OA=x  les  coordonnées  du  point  M, 
et  CB  = q et  OB  = p les  coordonnées,  qui  sont 
constantes , du  centre  C. 

Dans  le  triangle  rectangle  CDM  on  a (667) 

MD*  + CD1  =r*. 

MD  = y — q,  ou  MD’  = y’  îqy\  (665) 


Eig.  197. 
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CD=z — p,  ou  CD^z'+p* — 2 pi. 

Remplaçant  MD*  et  CD1  par  ces  valeurs  dans  celle  de  rt,  il  vient 
y1  + x* — 2 qy  — 2 ps  + q*  + p*  = r*, 
ou  y1— 2çy=r*— z’  + 2pi— Jç*— p’; 

d’où  y — 5 ± y y1  + r* — x,  + 2pz — y* — p*.  (488) 

Telle  est  l’équation  générale  de  la  circonférence  en  coordonnées  rec- 
tangulaires. 

Lorsque  E est  l'origine  et  que  EC  est  l’axe  des  x,  on  a </= 0 ctp—r, 
l’équation  devient  alors 

y*  + x' — 2rx  + ?■*=  r*, 

ou  y,=  2rz— z1,  d’où  y=  ± \j2rx — x1. 

Si  le  centre  du  cercle  est  l’origine,  on  a à la  fois  y=0  etp  = 0,  et  il 
vient 

y*  4-  z*  = r’,  d’où  y = rfc  \>* — x*. 

ün  voit  que,  dans  chacun  des  trois  cas  que  nous  venons  d’examiner, 
a chacune  des  valeurs  de  z correspondent  deux  valeurs  de  y.  Ce  qui  de- 
vait être,  l’équation  de  la  circonférence  étant  du  second  degré.  De  plus, 
dans  les  deux  derniers  cas,  les  deux  valeurs  de  y sont  égales  et  de  si- 
gnes contraires;  ce  qui  indique  qu’alors  la  courbe  est  symétrique  par 
rapport  à l’axe  des  z. 

1058.  Mener  une  tangente  à une  circonférence  par  un  point  M pris 
sur  cette  courbe.  On  mène  le  rayon  OM , et  la  per- 
pendiculaire AB  à l'extrémité  de  ce  rayon  est  la 
tangente  demandée. 

Il  suffit  de  prouver  que  AB  n’a  que  le  point  M 
commun  avec  la  circonférence,  c’est-à-dire  qu’un 
point  quelconque  C de  cette  droite,  autre  que  M, 
est  situé  hors  du  cercle.  Or,  en  menant  OC , cette 
droite  est  une  oblique  plus  grande  que  la  perpendiculaire  OM,  qui  est 
un  rayon  ; donc  le  point  C est  situé  hors  du  cercle , et  AB  est  bien  tan- 
gente à la  circonférence. 

1050.  Puisque  AB  est  tangente  à la  circonférence,  tous  ses  points, 
excepté  M,  sont  situés  bore  du  cercle  ; donc  une  droite  quelconque  OC 
est  plus  grande  que  OM  ; donc  le  rayon  OM  mené  au  point  de  contact 
est  perpendiculaire  à la  tangente  (530) , et  par  suite  à la  circonférence 
(594).  Ainsi,  pour  mener  une  iwrmale  en  un  point  de  la  circonférence, 
il  suffit  de  joindre  le  centre  à ce  point. 


Digitized  by  Google 


318 


CINQUIÈME  PARTIE.  — GÉOMÉTRIE  DES  COURBES. 


Fig.  I«9. 


1040.  Mener  une  tangente  à la  circonférence  par  un  point  M pris 
hors  du  cercle. 

On  mène  MO  ; sur  cette  droite  comme  diamètre 
on  décrit  une  circonférence,  qui  rencontre  la  cir- 
conférence donnée  aux  points  T,  T,  et  traçant 
MT,  MT',  ces  droites  sont  tangentes  à la  circonfé- 
rence proposée. 

En  effet,  menant  les  rayons  OT,  OT',  chacun  des 
angles  OTM,  OT'M  est  droit  comme  étant  inscrit 
dans  un  demi-cercle  (G01),  et  les  droites  MT,  MT',  perpendiculaires 
aux  extrémités  des  rayons  OT,  OT',  sont  bien  tangentes  à la  circonfé- 
rence (1(138). 


ELLIPSE. 


1041 .  L'ellipse  est  une  courbe  telle,  que  la  somme  MF+MF',  des  dis- 
tances de  chacun  de  ses  points  à deux  points  fixes  ou  foyers  F,  F',  est 
une  quantité  constante  (fig,  200). 

On  voit  que  l’ellipse  se  définit  par  son  équation  en  coordonnées 
focales  (1016),  équation  qui  est,  en  désignant  par  les  variables  p et 
p'  les  rayons  vecteurs  de  chacun  des  points  de  la  courbe,  et  par  2a  la 
somme  constante  de  ces  rayons  vecteurs, 


p + p'  = 2a. 


1042.  De  môme  que  pour  la  circonférence  (57G),  une  portion  de  l’el- 
lipse est  un  arc,  et  la  droite  qui  joint  les  extrémités  de  l’arc  est  une 
corde." 

Sur  une  ellipse , et  en  général  sur  une  courbe  quelconque,  on  nomme 
arc  d’un  degré,  un  arc  tel  que  les  normales  menées  à ses  extrémités  font 
entre  elles  un  angle  d’un  degré. 

1043.  La  corde  AA'  qui  passe  par  les  deux  foyers  est  le  grand  are 
de  l’ellipse. 

La  corde  BB'  perpendiculaire  au  milieu 
du  grand  axe  est  le  petit  axe  de  l’ellipse. 

Le  point  de  rencontre  O du  grand  et  du 
petit  axe  est  le  centre  de  l’ellipse. 

Toute  corde  qui  passe  par  le  centre  est 
un  diamètre  de  l’ellipse. 

Les  extrémités  A , A',  B,  B'  des  axes  sont 
les  sommets  de  l’ellipse. 

1044.  Les  foyers  sont  également  dis- 


Fig.  *00. 


ta nt s . 1“  des  sommets,  AF=  A'F“  et  AF'=  A'F  ; 2*  du  centre,  OF—  OF'. 
T Les  sommets  A et  A'  appartenant  à l’ellipse,  les  sommes  de  leurs 
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rayons  vecteurs  sont  égales  chacune  à la  quantité  constante  2a  (1041), 
et  par  suite  égales  entre  elles  ; donc 

AK  + AK'  ou  2AK  H-  FF'=  AT'  + A'K  ou  2A'F'  + F'K. 

Retranchant  FF  des  deux  membres  de  cette  équation , on  a 

2AK  = 2AT',  d’où  AF  = A'F’,  et  par  suite  aussi  AF'  = A'F. 

2u  Ayant  OA  = OA'  et  AF  = A'F’,  on  a aussi  OA  — AF  = OA'  — A'K  ' 
ou  OF  = OF'. 

1041t.,  La  somme  çcwlarUe  2a  des  rayons  vecteurs  est  êgafe  q# 
grand  axe. 

Puisque  le  point  A appartient  à l’ellipse,  on  a 
AF  + AF'  = 2a. 

Remplaçant  AF'  par  son  égal  A'F,  on  a bien 

AF  + A'F  ou  AA'  = 2a. 

1 040.  Équation  de  !' ellipse  en  prenant  pour  axes  coordonnés  le  grand 
et  le  petit  axe  de  la  courbe  (1043). 

Soit  2a  = AA'  le  grand  axe,  et  2c  = FF'  la  distance  des  foyers.  On  a 
toujours  2a  > 2c  ou  a > c. 

Dans  les  triangles  rectangles  MPF'  et  MPF,  on  a respectivement  (647) 
MF'1  ou  p’1  = MP*  + PF'*,  et  MF1  OU  p*=  MP*  + PF*. 
Comme  on  a 

MP  = y, 

PF’  = Oh"  + OP  = c + x,  d’où  PF'S  = c*  + x'  + 2cx , (644) 

et  PF=OF  — OP=c — x,  d’où  PF*  = c,+xt—2cx,  (646) 
substituant  ces  valeurs  dans  celles  de  p'*  et  de  p1,  il  vient 

p'*  = y 1 + X*  + C*  + 2 ex  et  p* = y*  + x*  + c*  — 2 ex.  (a) 
Retranchant  membre  à membre  ces  deux  équations,  on  a 

p'1  — p*  ou  (p'  + p)  (p'  — p)  = 4 ex;  (646) 

d’où  l’on  tire 

, 4 ex.  Acx 2cx 

‘ i"“  p'  + p 2a  a ' 

Ajoutant  membre  à membre  cette  équation  et  celle 

p'  + p = 2a, 
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O/'T  ex  * 

il  vient  2p’  = — + 2a , d’où  p ' = — + a, 

c’x* 

et  par  suite  P*  = + a*  + 2cx.  (644) 

Égalant  cette  valeur  de  p11  à sa  valeur  (a),  on  a,  après  avoir  chassé 
le  dénominateur  a*  (446) 

a’y*  + a’x’  + a’c’  + 2a’cx  = c’x*  + a*  + 2a!cx, 

ou,  en  supprimant  le  terme  2 a’cx  commun  aux  deux  membres,  et  en 
réunissant  les  termes  en  x*  et  ceux  en  a’, 

a’y*  + (a* — c’)  x*  = a*  (a*  — c’). 

Représentant  par  6*  la  quantité  constante  a*  — c1  (1049) , on  obtient 
pour  équation  de  la  courbe 

ahy*  + 6*x*  = a,b', 

ou  y*  = ^ (a!  — x1),  d'où  y = ± ^ y a5 — x*.  (487) 


Ce  qui  fait  voir  qu’à  une  même  valeur  de  x correspondent  deux  va- 
leurs égales  et  de  signes  contraires  pour  y,  et  que  par  conséquent  la 
courbe  est  symétrique  par  rapport  à l’axe  des  x.  En  tirant  la  valeur 
de  x en  fonction  de  y,  on  verrait  qu’à  une  même  valeur  de  y corres- 
pondent aussi  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  pour  x,  et  que 
par  conséquent  la  courbe  est  encore  symétrique  par  rapport  à l’axe 
des  y (1054). 

1047.  Dans  le  cas  où  a — b — r,  l'équation  de  l’ellipse  (1040)  devient 


y*  + x1  = r*  ; 

ce  qui  n’est  autre  chose  que  l’équation  d’une  circonférence  (1037). 
Ainsi  la  circonférence  est  un  cas  particulier  de  l’ellipse,  dans  lequel 
les  deux  axes  a et  b sont  égaux  au  rayon  r.  Par  suite , les  propriétés  de 
l’ellipse  s’appliquent  à la  circonférence. 

1048.  Les  droites  BF,  BE'  qui  joignent  les  extrémités  du  petit  axe 
aux  foyers  sont  égales  chacune  au  demi- 
grand  axe  a. 

Ces  droites  sont  égales  comme  obliques 
qui  s’écartent  également  du  pied  de  la  per- 
pendiculaire BO  (530).  De  plus  on  a 

BF+ BF'  ou  2BF  = 2r;  ; donc  BF  — a. 

1049.  Ayant  BF=a,  OF=c,  si  l’on  re- 


Fig.  ïOi. 
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présente  le  demi -petit  axe  OB  par  b , le  triangle  rectangle  BOF 
donne  (647) 

b^a'  — c*. 

Ainsi , dans  P équation  de  l'ellipse  (1046),  la  quantité  constante  b est 
le  demi-petit  axe. 

1030.  La  distance  FF'=  2c  des  foyers  est  appelée  distance  focale , 

2 c c 

et  le  rapport  — = - de  la  distance  focale  au  grand  axe  se  nomme  l'ex- 
centricité de  l’ellipse. 

1031.  Etant  donnés  les  foyers  et  un  des  axes  de  l'ellipse , trouver 
taxe  inconnu.  . 

1“  AA'  étant  le  grand  axe  et  F,  F'  les  foyers  (1043),  la  perpendicu- 
laire BB'  menée  à AA'  par  le  milieu  de  cette  droite  représente  la  di- 
rection du  petit  axe , et  d’un  foyer  F comme  centre,  avec  OA  ==  a pour 
rayon,  décrivant  un  arc  de  cercle,  il  rencontre  BB'  en  des  points  B et 
B'  qui  sont  les  extrémités  du  petit  axe  (1048). 

T Si  le  petit  axeBB'  et  les  foyers  F et  F' étaient  donnés,  pour  avoir  le 
grand  axe,  il  suffirait  de  porter,  à droite  et  à gauche  du  point  O,  sur  FF', 
la  distance  BF = a. 

1032.  Étant  donnés  les  axes  AA'  et  BB'  d'une  ellipse,  trouver  ses 
foyers.  D’une  des  extrémités  B du  petit  axe,  avec  le  demi-grand  axe 
OA  = a pour  rayon,  décrivant  un  arc  de  cercle,  il  coupe  AA'  aux 
points  F et  F"  qui  sont  les  foyers  de  l’ellipse  (1048). 

1035.  L'ellipse  est  le  lieu  géométrique  des  points  dont  la  somme 
des  rayons  vecteurs  est  égale  au  grand  axe 
2a  (513,  1045). 

1"  M étant  un  point  situé  hors  de  l’el- 
lipse, on  a MF-t-MF'>  2a. 

En  effet,  menant  CF,  le  point  C appar- 
tenant à l’ellipse , on  a CF  + CF'  = 2a. 
Remplaçant  CF  par  la  quantité  plus  grande 
MC  + MF,  on  a bien 

MF  + MC  + CF’'  ou  MF  + MF'  > 2a. 

2"  Le  point  M'  étant  situé  dans  l’ellipse,  on  a M'F  4-  M'F’  < 2a. 

Car,  menant  CF,  le  point  C appartenant  à l’ellipse,  on  a 
CF’  + CM'  + M'F'  = 2a.  Remplaçant  CF  + CM'  par  la  quantité  plus  pe- 
tite M'F,  on  a bien 

M'F  + MT  < 2a. 

Corollaire.  Les  réciproques  des  1*  et  2°  sont  vraies. 

ti 


Fig.  80i. 


Digitized  by  Google 


322 


CINQUIÈME  PARTIE.  — GÉOMÉTRIE  DES  COURBES. 


1034.  Le  grand  et  le 
Fig.  303. 


petit  axe  divisent  chacun  f ellipse  en  deux 
parties  égales  et  symétriques. 

1*  M étant  un  point  de  l’ellipse,  son  symé- 
trique M'  par  rapport  au  grand  axe  AA'  (764) 
appartient  aussi  à l’ellipse.  C’est  ce  qui  ré- 
sulte de  l’équation  de  la  courbe  (1046);  du 
peste , les  deux  triangles  rectangles  égaux 
MPI'’,  M'PF  donnant  MF  = M'F,  et  ceux  MPF' 
et  M'PF'  donnant  MF'=  M'F',  on  a 


M'F  + M'F'=  MF+  MF'=  2a , 


et  le  point  M' appartient  à l’ellipse  (1053).  De  là  il  résulte  que  si  l’on  fait 
tourner  la  partie  AMA'  de  l’ellipse  autour  de  l’axe  AA',  elle  viendra 
coïncider  avec  la  partie  AM'A';  donc  elle  lui  est  égale  et  symétrique. 

2"  Le  point  M",  symétrique  de  M par  rapport  au  petit  axe  BB',  appar- 
tient aussi  à l’ellipse.  C’est  ce  qui  résulte  également  de  l’équation  de  la 
courbe,  et  ce  que  l’on  peut  encore  établir  de  la  manière  suivante.  Ayant 
OP  = OP'  comme  quantités  égales  chacune  4 QM  = QM",  et  OF  = OF1,  il 
en  résulte  que  l’on  a FP’  = F'P  et  FP  = F'P' ; comme  de  plus  MP  = M"P', 
les  deux  triangles  rectangles  égaux  MPF',  M"P'F  donnent  MF’  = M"F,  et 
les  deux  autres  triangles  égaux  MPF,  M"P'F'  domient  MF  = M"F'  ; d’oii 
il  résulte  que  l’on  a 

M"F  + M"F'  = MF'  + MF  = 2a  ; 


donc  M"  appartient  à l’ellipse , et  celle-ci  est  bien  aussi  divisée  en  deux 
parties  égales  et  symétriques  par  son  petit  axe. 

1033.  Le  centre  de  l'ellipse  divise  tous  les  diamètres  en  deux  parties 
égales. 


Fig.  304. 


Le  point  M appartenant  à l’ellipse,  prolon- 
geant MO  d’une  quantité  OM'  = OM , et 
joignant  MF,  MF',  MT  et  M'F',  dans  le  qua- 
drilatère MFM'F'  les  diagonales  se  coupant 
mutuellement  en  deux  parties  égaies,  la 
figure  est  un  parallélogramme  (571) , et  on  & 

M'F-f  M'F'  = MF  + MF'=  2a  ; 


donc  le  point  M' est  sur  l’ellipse  (1053)  et  MM'  est  bien  un  diamètre  di- 
visé au  point  O en  deux  parties  égales. 

1036.  Tout  diamètre  MM',  autre  que  le  grand  et  le  petit  axe,  divise 
rellipse  en  deux  parties  égales,  mais  non  symétriques  par  rapport  à ce 
diamètre  (766).  Amenant  la  partie  MBM'  sur  la  partie  M'B'M , en  la  fai- 
sant tourner  autour  du  point  O jusqu'à  ce  que  le  point  M vienne  en  M' 
et  le  point  M' en  M,  si  l’on  considère  un  diamètre  quelconque  BB',  après 
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ce  mouvement,  la  partie  OB  coïncidera  avec  la  partie  OB',  puisque 
l’angle  BOM  = B'OM',  et  comme  OB  = OB',  le  point  B tombera  en  B'. 
Le  point  B étant  quelconque,  on  voit  que  tous  les  points  de  la  partie 
MBM'  viendront  se  placer  sur  la  partie  M'B'M  ; donc  tout  diamètre  di- 
vise l’ellipse  en  deux  parties  égales. 

10ij 7.  Dans  une  ellipse,  tout  diamètre  MM'  qui  divise  une  corde  AA' 
en  deur  parties  égales,  divise  de  la  même  ma- 
nière toutes  les  cordes  NN',  BB'...  parallèles  à 
la  première.  ( La  démonstration  de  ce  théo- 
rème reposant  sur  une  série  de  démonstra- 
tions que  le  cadre  de  cet  ouvrage  ne  permet 
pas  d’aborder,  nous  l’admettrons.) 

10i(8.  Deux  diamètres  MM'  et  NN'  de  l’el- 
lipse sont  dits  conjugués,  lorsque  chacun 
d’eux  divise  en  deux  parties  égales  les  cordes 
parallèles  à l’autre. 
lOoî).  Étant  donné  un  diamètre  MM'  {fi g.  205),  tracer  son  conjugué. 
On  mène  une  corde  CC  parallèle  à MM',  et  traçant  le  diamètre  NN'  pas- 
sant par  le  milieu  D de  CC',  il  est  le  conjugué  de  MM'. 

Lorsqu’on  a le  grand  axe  de  l’ellipse,  me- 
nant par  son  extrémité  A une  corde  AB  pa- 
rallèle à MM',  joignant  BA',  le  diamètre  NN' 
mené  parallèlement  à BA'  est  le  conjugué 
de  MM'.  Cette  construction  est  plus  simple 
que  la  précédente. 

1000.  Etant  donnée  une  ellipse,  déter- 
miner : 1°  son  centre , 2°  ses  eues,  3°  ses 
foyers. 

1”  Menant  deux  cordes  parallèles  CC',  DD', 
la  droite  EE'  qui  joint  les  milieux  de  ces 
cordes  est  un  diamètre,  dont  le  milieu  O est 
le  centre  de  l’ellipse. 

2"  Du  centre  O,  décrivant,  avec  un  rayon 
suffisamment  grand,  une  circonférence  qui 
coupe  1 ellipse  en  quatre  points,  la  droite 
qui  joint  les  points  d’intersection  G,  E et  la 
droite  GE'  étant  respectivement  parallèles 
au  grand  et  au  petit  axe , on  peut  mener  ces  axes. 

3”  Ayant  les  axes,  on  détermine  les  foyers  comme  au  n“  1052. 

1001.  Pour  déterminer  le  centre  d’un  arc  d'ellipse,  on  inscrit  dans 
cet  arc  deux  cordes  parallèles;  on  joint  les  milieux  de  ces  cordes,  et  la 
droite  qui  en  résulte  étant  dans  la  direction  d’un  diamètre,  elle  passe 
par  le  centre.  Inscrivant  deux  nouvelles  cordes  parallèles  entre  elles, 
mais  non  aux  premières,  la  droite  qui  joint  leurs  milieux  passant  encore 


Fig.  206. 


Fig.  205. 
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par  le  centre , elle  vient  couper  la  première  direction  de  diamètre  en 
ce  point. 

Dans  le  cas  où  l’arc  aurait  assez  d’étendue  pour  que  la  circonférence 
GEE'  ( Jig  207)  pût  le  couper  en  deux  points  G,  E ou  G,  E',  on  pourrait 
tracer  ou  le  grand  ou  le  petit  axe , et  menant  par  le  centre  une  perpen- 
diculaire û cet  axe,  on  aurait  la  direction  du  second  axe. 

100U.  De  l’équation  de  l’ellipse  (1046;,  on  tire,  pour  un  point  quel- 
conque M , 


Fig.  508. 


OU 


y * 


6* 


a* — x*  (o  + x)(rt — x)  a 1 


(6)  (606) 


ou,  en  remarquant  que  « + x=A'P  et 
a — x = AI\ 

y* 


'A 

AP  x A'P  ~ «>’ 


Ce  qui  montre  que  le  rapport  du  carré 
d'une  ordonnée  au  produit  des  segments 
correspondants  du  grand  axe  est  égal  au  rapjiort  des  carrés  du  petit 
et  du  grand  are , et  que , par  suite,  il  est  constant. 

Pour  un  autre  point,  on  aurait 


y 


6* 


AP'  x A'P' 


donc 


y’  _ AP  x A'P 
«'»  ~ AP'  x A’P’ 


Ainsi , les  carrés  des  ordonnées  sont  entre  eux  comme  les  produits 
des  segments  correspondants  du  grand  axe. 

De  l’équation  de  l’ellipse  on  peut  conclure,  par  la  même  marche,  que 
les  abscisses  et  les  segments  correspondants  du  petit  axe  jouissent  des 
mêmes  propriétés  : 

x*  _ a1  x*  _ BQ  x B'Q 

BQ  x BQ  ~ 5*  ’ ï7’  ~ BQ’  x B'Q’’ 

1065.  Décrivant  une  circonférence  sur  le  grand  axe  comme  dia- 
mètre , et  menant  les  ordonnées  correspon- 
dantes quelconques  MP  =y  et  CP= Y de  l’el- 
lipse et  de  cette  circonférence , on  a 


y _ 6 

Y o‘ 


Fig.  m. 


En  effet,  le  triangle  rectangle  O PC  donnant 
OC* — OP’  = CP*  ou  a*—  x’=Y!, 
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substituant  dans  l’équation  [b)  du  numéro  précédent,  on  a 


y*  b* 
V ~ a* 


ou 


Décrivant  une  circonférence  sur  le  petit  axe, 
même  que  l’on  a 


MQ 

DO 


ou 


on  prouverait  de 


1064.  On  déduit  du  n"  précédent  un  moyen  facile  de  tracer  T el- 
lipse par  points.  Décrivant  des  circonférences  sur  les  axes  comme  dia- 
mètres, menant  le  rayon  quelconque  OC,  et  par  les  points  C et  D 
traçant  des  parallèles  aux  axes,  ces  parallèles  se  rencontrent  au  point  M 
appartenant  à l’ellipse.  En  effet,  MD  étant  parallèle  à OP,  on  a 

MP  OD  y b 
CP  — OC  °U  Y — a 

Or  on  conçoit  que  l’on  peut  déterminer  ainsi  autant  de  points  que 
l’on  veut  de  l’ellipse,  et  par  suite  la  tracer  en  raccordant  ces  points 
(10  lé). 

1066.  Autre  tracé  de  l'ellipse  jmr  points  (1066). 

AA'  étant  le  grand  axe  d’une  ellipse  dont 
F et  F'  sont  les  foyers,  pour  tracer  cette  el- 
lipse par  points,  des  foyers  F et  F'  comme 
centres,  avec  un  rayon  Am  qui  peut  varier  de 
AF  à AF',  on  décrit  deux  arcs  de  cercle  ; puis 
des  mêmes  centres  F,  F',  avec  un  rayon  égal 
à A ’m , qui  varie  en  sens  contraire  du  pre- 
mier de  AT  à AT',  de  manière  que  l’on  ait 
Am  + A'm  = AA'  = 2a , on  décrit  deux  arcs 
de  cercle  qui  viennent  respectivement  couper  chacun  des  premiers  en 
deux  points  D,  D'  etc,  C',  qui  sont  des  points  de  l’ellipse.  En  effet,  l’un 
quelconque  de  ces  points,  C par  exemple,  donne  bien  CF+CF’=  \m+ 
A'm  = 2a  (1053).  On  peut  déterminer  ainsi  autant  de  points  que  l’on 
veut  de  l’ellipse,  et  traçant  une  courbe  qui  raccorde  tous  ces  points, 
elle  pourra  être  considérée  comme  étant  l’ellipse  demandée. 

1066.  Tracé  dit  du  jardinier,  ainsi  appelé  parce  qu’il  est  mis  en  usage 
pour  donner  à des  parterres  la  forme  ellip- 
tique. 

AA’  étant  le  grand  axe,  et  F,  F'  les  foyers, 
on  fixe  en  F,  F’  les  extrémités  d’un  cordeau 
t FMF'  dont  ia  longueur  FM+MF'  est  égale  au 
grand  axe  AA'.  Faisant  alors  glisser  le  long 
du  cordeau,  dont  on  tient  toujours  égale- 


Fig.  ÎIU. 
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ment  tendues  les  deux  parties  variables  et  de  somme  constante  MP,  MF', 
une  pointe  si  l’on  opère  sur  le  terrain,  ou  un  crayon  si  l’on  trace  sur  un 
corps  dur,  cette  pointe  ou  ce  crayon  décrira  l’ellipse  d'un  mouvement 
continu.  La  somme  des  rayons  vecteurs  étant  égale  à la  longueur  A A' du 
cordeau  pour  toutes  les  positions  de  la  pointe  ou  crayon  M,  la  courbe 
est  bien  une  ellipse. 

1007.  Tracé  de  P ellipse  à P aide  d'une  règle. 

Marquant  sur  l’arête  CD  d’une  règle  mince 
trois  points  C,  E,  G,  tels  que  l’on  ait 
CG  = OA=a  le  demi-grand  axe,  et  EG  = 
OB  = b le  dem  i-petit  axe , d’où  CE  =*  a — b ; 
faisant  mouvoir  la  règle  de  manière  quo  le 
point  E reste  constamment  sur  AA',  et  celui  C 
sur  BB',  le  point  G se  mouvra  sur  l’ellipse 
ayant  AA'  et  BB'  pour  axes.  On  pourra  alors 
marquer  autant  de  points  que  l’on  voudra 
de  l’ellipse,  et  par  suite  tracer  la  courba 

Ce  moyen  a été  employé  au  pont  Notre-Dame,  à Paris,  pour  tracer  les 
ellipses  d’intrados  et  d’extrados  des  voûtes. 

Le  point  G appartient  bien  à l’ellipse;  car,  menant  CH  parallèle  à OA, 
on  a 


Fig.  212. 
n 


GP  _ GE 
GH  ~ GC 


ou 


d’où 


(10Û6) 


Si  du  point  C comme  centre,  avec  CE  = a — b pour  rayon,  on  avait 
décrit  un  arc  de  cercle,  on  aurait  déterminé  le  point  E,  et  en  joi- 
gnant CE , puis  prolongeant  d’une  quantité  EG  = 6,  on  aurait  égale- 
ment obtenu  le  point  G. 


Fig.  213. 


1008.  Le  compas  à ellipse,  fondé  sur  le  principe  du  n‘  précédent , 
permet  de  tracer  l’ellipse  d’un  mouvement 
continu.  Il  est  formé  de  deux  coulisses  as- 
semblées à équerre,  de  manière  que  leurs 
axes  puissent  à la  fois  coïncider  avec  las 
deux  axes  AA'  et  BB'  de  l’ellipse  à tracer, 
et  d’une  règle  CD  garnie  de  deux  curseurs 
E , G,  quo  l’on  peut  fixer  en  deux  points  quel- 
conques de  la  règle.  Le  curseur  E porte  une 
patte  à pivot  qui  peutglisserdans  la  coulisse 
AA',  et  celui  G une  pointe  ou  un  crayon  qui  trace  la  courbe  quand  on 
fait  mouvoir  la  règle  CD.  A l’extrémité  C de  la  règle  se  trouve  un  sup- 
port à pivot  qui  glisse  dans  la  coulisse  BB'.  Ayant  fixé  las  curseurs  E et 
G de  manière  que  l’on  ait  CG  = OA  et  EG  = OB,  si , après  avoir  fait 
coïncider  les  axes  des  coulisses  avec  les  axes  de  l’ellipse , on  fait  tour- 
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Fig.  tl4. 


ner  la  règle  CD , le  point  C restera  toujours  sur  l’axe  BR’  et  celui  K sur 
l’axe  AA',  et  l’on  conçoit  que  le  point  O décrira  l’ellipse. 

1060.  Au  lieu  d’espacer  les  points  sur 
l’arête  de  la  règle  comme  au  n“  1067,  on 
peut  prendre  (iC  = 6 et  GE  = a.  Faisant 
mouvoir  la  règle  de  manière  que  C reste 
sur  le  grand  axe  et  E sur  le  petit,  le  point 
G décrira  l’ellipse. 

En  effet,  les  deux  triangles  semblables 
GPC  et  GQE  donnent 


GP 

ÈQ 


GC 

— — ou 
GF. 


. y - = -.  (1046) 

yûW  « 


Fig.  ïi». 


1070.  Mener  une  tangente  à VelHpse  par  un  point  M pris  sur  la 
courbe.  On  mène  le  rayon  vecteur  MF , et  ce- 
lui MF  que  l’on  prolonge  de  MC  = MF’;  on 
joint  CF',  et  la  perpendiculaire  TP  abaissée 
du  point  M sur  CF'  est  tangente  à l’ellipse, 
c’est-à-dire  qu’un  point  quelconque  M', 
autre  que  M , pris  sur  TP,  est  situé  hors  de 
l’ellipse. 

En  effet,  joignant  MT,  MT'  et  M'C,  le 
triangle  MCF'  étant  isocèle,  la  droite  MP  est 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  CF',  et  on  a 
MT*  = M'C.  Dans  le  triangle  FCM',  on  a M'F+M'Cou  M'F+M'F'>CF 
ou  MF+  MF'  ou  2 a ; donc  le  point  M’  est  situé  hors  de  l’ellipse  (1063) , 
et  la  droite  TP  est  bien  tangente  au  point  M. 


Remarque.  La  tangente  TP  divise  en  deux  parties  égales  les  angles 
formés  par  chacun  des  rayons  vecteurs  avec  le  prolongement  de  l’autre. 
En  effet , le  triangle  F'MC  étant  isocèle , la  perpendiculaire  MP  divise 
bien  l’angle  F'MC  ainsi  que  son  opposé  au  sommet  FMC'  chacun  en  deux 


parties  égales. 

1071.  Mener  une  normale  à l’ellipse  en  un  point  M ( fig.  215). 

On  joint  M^aux  foyers,  et  la  bissectrice  MN  de  l’angle  formé  par  les 
deux  rayons  vecteurs  est  normale  à l’ellipse , c’est-à-dire  perpendicu- 
laire à la  tangente  TM. 

En  effet , les  angles  CM  F'  et  C'MF  étant  égaux , leurs  moitiés  sont 
égales,  et  on  a PMF'  = TMF;  comme  de  plus  F'MN  = NMF,  ajoutant, 
membre  à membre  ces  deux  égalités,  il  vient  PMN  = NMT;  donc  MN 
est  bien  perpendiculaire  à TM  (520). 
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Fig.  116. 


Fig.  Ï17. 


1072.  Pour  mener  a l'ellipse  une  tangente  parallèle  à une  droite 

CO,  du  foyer  F'  on  mène  F'G  perpendi- 
culaire à CD;  de  l'autre  foyer  F,  avec 
un  rayon  FG  = 2a , on  décrit  un  arc  de 
cercle  qui  détermine  le  point  G;  on 
trace  FG,  ce  qui  donne  le  point  de 
contact  M ; la  tangente  MT  s’obtient 
ensuite  en  menant  par  M une  paral- 
lèle à CD  ou  une  perpendiculaire  à F'G 
(910,  911). 

1073.  Mener  une  tangente  à l'el- 
lipse par  un  point  M pris  hors  de  l'el- 
lipse. 

Du  point  M comme  centre , avec  MF, 
distance  du  point  M au  foyer  le  plus  voi- 
sin F',  pour  rayon,  on  décrit  un  arc  de 
cercle  ; du  foyer  le  plus  éloigné  F,  avec 
le  grand  axe  de  l’ellipse  pour  rayon,  on 
décrit  un  second  arc  de  cercle  qui  coupe 
le  premier  aux  points  C,  C';  on  joint  CF 
etC'F,  ce  qui  détermine  les  points  N,  N’, 
et  menant  MN , MN',  ces  droites  sont  tan- 
gentes à l’ellipse  en  N et  N'. 

En  effet,  de  ce  que  NF  + NF  — CF,  grand  axe,  on  a NF'  = NC;  • 
comme  de  plus  MF'=  MC,  la  droite  MN  est  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  CF'  (531),  et  divise  l’angle  F'NC  en  deux  parties  égales;  donc  elle 
est  tangente  à l’ellipse  au  point  N (1070).  On  démontrerait  de  même  que 
MN'  est  tangente  en  N'. 

1074.  Toutes  les  ellipses  ayant  même  grand  axe  AA',  etlacircon- 


Fig.  Ît8. 


‘F 


férence  qui  a ce  grand  axe  pour 
diamètre,  jouissant  de  la  pro- 
priété que  les  tangentes  menées 
par  les  points  N,  M...,  où  une 
même  perpendiculaire  au  grand 
axe  rencontre  les  ellipses  et  la 
circonférence,  tiennent  con- 
courir en  un  même  point  T do 
la  direction  du  grand  axe,  cette 
propriété  ramène  la  difficulté 
du  tracé  de  la  tangente  à l’el- 
lipse & celle  de  la  tangente  à la 
circonférence  (1038. 1040). 
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1073.  Autre  moyen  de  mener  uré  tangente  à P ellipse  par  un  point 

Par  le  point  M on  mène  deux  cordes  MC, 
MD  ; par  les  points  C et  D on  en  trace  deux 
autres  CE,  DG  respectivement  parallèles  à 
MD,  MC , et  la  parallèle  MT  menée  par  M à 
EG  est  la  tangente  demandée. 

Menant  le  diamètre  MM',  il  divise  la 
corde  EG  et  toutes  celles  qui  sont  paral- 
lèles à EG  en  deux  parties  égales  ; MT  est 
donc  parallèle  au  diamètre  conjugué  de 
MM'  (1058),  ce  qui  fournit  encore  un 
moyen  de  déterminer  la  direction  de  MT  ; 
mais  il  est  plus  commode  de  construire  EG  que  le  diamètre  conjugué 
de  MM'. 

Remarque.  La  parallèle  MT'  menée  à EG  ou  à MT  est  aussi  tangente  à 
l’ellipse.  Ainsi,  comme  pour  le  cercle,  les  tangentes  menées  à l’ellipse 
aux  extrémités  d’un  môme  diamètre  sont  parallèles. 

107G.  Les  orbites  des  planètes,  abstraction  faite  des  petites  pertur- 
bations qu’elles  éprouvent,  sont  des  ellipses  dont  le  centre  du  soleil 
occupe  l’un  des  foyers.  L’orbite  de  la  terre  a environ  153  493000  kilo- 
mètres de  demi-grand  axe,  et  153454000  kilomètres  de  demi-petit  axe. 

Q 

L’excentricité  ~ = 0,01678  ; c’est,  comme  l’on  voit,  une  ellipse  qui  dif- 
fère peu  d’une  circonférence.  Junon  est  la  planète  dont  l’orbite  a la 

c 

plus  grande  excentricité  ; elle  donne  - = 0,256. 

D’après  la  première  loi  de  Képler,  un  rayon  vecteur  mené  du  foyer 
occupé  par  le  centre  du  Soleil  à la  planète,  et  qui  se  meut  avec  la 
planète,  décrit  des  aires  qui  sont  proportionnelles  aux  temps. 

1077.  La  longueur  d'une  ellipse  ou  d'un  arc  dellipse  n’est  donnée 
exactement  par  aucune  construction  de  géométrie  élémentaire  ; pour 
la  mesurer,  il  faut  avoir  recours  à des  moyens  mécaniques,  tels,  par 
exemple,  que  celui  qui  consiste  à contourner  un  fil  sur  la  courbe , et  à 
le  redresser  ensuite  pour  en  évaluer  la  longueur.  On  peut  considérer 
aussi  l’ellipse  ou  l’arc  d’ellipse  comme  formé  d’une  suite  de  droites  très- 
petites,  dont  la  somme  des  longueurs  est  à peu  près  égale  à la  lon- 
gueur de  l’ellipse  ou  de  l’arc  d’ellipse. 

1070.  Surface  de  l'ellipse.  a = 3“  étant  le  demi-grand  axe  et  5 = 2“ 
le  demi -petit  axe  de  l’ellipse,  la  surface  de  l’ellipse  est 

- ab  = 3,1416  x 3 x 2 = 18““  -,85  ; 

w 

ce  qui  fait  voir  qu’elle  est  équivalente  à celle  r.r'  d’un  cercle  dont  le 


pris  sur  la  courbe. 

219. 
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rayon  r est  moyen  proportionnel  outre  les  demi-grand  et  demi-petit 
axes  a et  b,  c’est-à-dire  donnant  r2  = a b (618,  668}. 

Lorsque  les  deux  foyers  de  l'ellipse  se  rapprochent  au  point  de  se 
confondre,  les  rayons  vecteurs  deviennent  égaux  pour  tous  les  points, 
et  égaux  chacun  au  demi-grand  axe,  qui  est,  dans  ce  cas,  égal  au 
demi  petit  axe.  L’ellipse  est  alors  un  cercle  ayant  a = 6= r pour  rayon, 
et  par  suite  ~ri  pour  surface. 

1070.  La  portion  d’ellipse  comprise  entre  deux  cordes  parallèles  est 
un  segment. 

1000,  Surface  d'un  segment  d'ellipse  compris  entre  deux  cordes  pa- 
rallèles uu  petit  ou  au  grand  axe. 

1*  On  décrit  un  cercle  sur  le  grand  axe  AA- 
comme  diamètre  ; puis,  après  avoir  évalué  la 
surface  S’ du  segment  circulaireC’D'E'F'  (671), 
on  conclut  la  surface  S du  segment  d’ellipse 
CHEF  de  la  proportion 

S : S'  = b ; a , 

d’où  S = S' x - , 

a 

a et  ô représentent  toujours  les  demi-grand 
et  demi-petit  axes. 

Lorsque  les  cordes  parallèles  sont  perpendiculaires  aux  extrémités  du 
grand  axe,  les  segments  deviennent  l’ellipse  et  le  cercle,  dont  le  rap- 
port des  surfaces  est  encore  b ; a. 

2“  Les  cordes  G11  et  1K  qui  terminent  le  segment  étant  parallèles  au 
grand  axe,  décrivant  un  cercle  sur  le  petit  axe  BB'  comme  diamètre,  la 
surface  du  segment  d’ellipse  est  donnée  par  la  proportion 

GHIK  ou  S : G'H'nC'  ou  S'  = o;  b,  d’où  S = S'  x y- 

b 

Lorsque  les  cordes  parallèles  sont  perpendiculaires  aux  extrémités  du 
petit  axe,  les  segments  deviennent  l’ellipse  et  le  cercle  de  rayon  b,  et  le 
rapport  de  leurs  surfaces  est  encore  a : b. 

1081.  L 'ellipsoïde  est  le  solide  engendré  par  la  révolution  d’une 
ellipse  autour  d'un  de  ses  axes. 

1082.  Im  surface  de  l'ellipsoïde  n’est  donnée  par  aucune  expression 
algébrique.  Pour  l’évaluer,  on  considère  l’ellipse  génératrice  comme 
formée  d’une  série  de  petites  droites  qui  engendrent  dans  leur  révolu- 
tion des  surfaces  latérales  de  cônes  et  de  troncs  de  cônes  ; on  mesure 
toutes  ces  surfaces  (861,  8G7),  et  leur  somme  est  la  surface  approchée 
de  l’ellipsoïde. 
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108Ü.  Le  volume  de  r ellipsoïde  est  représenté  par 

quand  l’ellipse  génératrice  tourne  autour  de  son  grand  axe.  Si  l’el- 
lipse tourne  autour  de  son  petit  axe,  le  volume  de  l'ellipsoïde  est 


Lorsque  a=6=r,  c’est-à-dire  quand  l’ellipse  génératrice  est  un 
cercle,  les  expressions  précédentes  deviennent 


Ce  qui  devait  être,  puisque  l’ellipsoïde  est  alors  une  sphère  de  rayon  r 
(882). 

HYPERBOLE. 

4084.  L 'hyperbole  est  une  courbe  à deux  branches  non  fermées 
(Jij.  221),  telle,  que  la  différence  MF'  — MF  des  distances  de  chacun 
de  ses  points  à deux  points  fixes  ou  foyers  F,  F',  est  une  quantité  con- 
stante. 

On  voit  que , comme  l’ellipse  (1041),  l’hyperbole  se  définit  par  son 
équation  en  coordonnées  focales  (1016),  équation  qui  est,  en  désignant 
par  les  variables  p et  p’  les  rayons  vecteurs  de  chacun  des  points  de 
la  courbe , et  par  2a  la  différence  constante  de  ces  rayons  vecteurs , 

p'  _ p — 2a 

1086.  La  droite  qui  passe  par  les  foyers  F,  F'  de  l’hyperbole  est 
l’aie  transverse  (fig.  221). 

Les  points  A,  A',  où  l’axe  transverse  rencontre  les  branches  de  la 
courbe , sont  les  sommets  de  l’hyperbole. 

La  perpendiculaire  menée  sur  le  milieu  de  AA'  est  l’aie  non  trans- 

r erse. 

Le  point  de  rencontre  O des  axes  est  le  centre  de  l’hyperbole. 

108G.  Les  distances  des  foyers  aux  sommets  voisins  sont  égales , et, 
par  suite,  il  en  est  de  même  de  leurs  dislances  au  centre  . 

AF  = A'F'  et  FO  = F’O. 

En  effet , les  sommets  A et  A'  appartenant  à l’hyperbole , on  a 

AF'  — AF  OU  AA'  + A'F’  — AF  = A’F  — A'F'  OU  A'A -f  AF  — A'F'. 

Supprimant  la  quantité  AA'  commune  aux  deux  membres  de  cette 
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équation , et  réunissant  les  mêmes  quantités  dans  un  même  membre , 
il  vient 


Fig.  Ml. 


2 A'F'  = 2 AF,  d’où  AF  = A'F'. 


Ajoutant  la  quantité  constante  A A ’ aux  deux 
membres  de  cette  égalité , on  a A'F  = AF'.  Ce 
qui  fait  voir  que  les  distances  des  foyers  aux 
sommets  les  plus  éloignés  sont  aussi  égales. 
De  ce  que  AO  = A'O,  on  a aussi  FO  = F'O. 
1087.  La  différence  constante  2a  des  ra yons 
vecteurs  est  égale  à la  distance  AA'  des  som- 
mets. 

Le  point  A appartenant  & l’hyperbole,  on  a 

AF'  — AF  OU  AA'  + A'F1—  AF  = 2a; 
d'où,  en  remarquant  que  A’F'  = AF  (1086), 

AA'  = 2a. 

2a  est  la  longueur  de  Paie  transverse. 

1088.  Equation  de  l'hyperbole  en  prenant  pour  axes  coordonnés  les 
axes  de  la  courbe  (1085). 

Soit  AA'  = 2a  et  FF'  = 2c.  On  a toujours  2a  < 2c  ou  a < c. 

Puisque  F'P  = x + c et  FI>  = x — c,  les  triangles  rectangles  MPF'  et 
MPF  donnent  respectivement  (6/i7) , 


p '*  = y’ + (x  + c)*  et  p’ = y* +(x— c)*; 
d’où , en  développant  (6ùù , 6A5)  et  simplifiant , 

p'*  — p*  = y*  + x*  + c*  + 2cx  — y*  — x* — c2  + 2 cx  — hcx, 
c’est-à-dire  (6ù6) 


(a) 


d’où 


<p'  + p)(p'- 
Ucx 


? + ? — 


P 


■p)  = Ûex, 

hcx 

~ 2 a 


2cx 

a 


Comme  de  plus  on  a 


p'  — p = 2a 

Ajoutant  membre  à membre  ces  deux  équations , il  vient 


2p'=^+2  a 


ou 


» cx  , 

p = â + a’ 


et  par  suite 


cV 


p'*  = — — + a*  + 2cx. 
a* 


Égalant  cette  valeur  de  p"  à sa  valeur  (a),  on  a,  après  avoir  chassé 
le  dénominateur  a 5 (lihb), 
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n’y’  + a’i*  + a’c*  + 2a’cx  = c’x*  4-  ak  + 2a*cx  ; 

d’où , en  supprimant  2a*cx , et  en  réunissant  les  termes  en  x’  et  ceux 
en  a’, 

a’y*  + i5  (a*  — c1)  = a’(a’  — c*). 

Représentant  la  quantité  constante  a'- — c’,  qui  est  nécessairement 
négative,  par  — 6!,  on  a pour  l’équation  do  l'hyperbole 

a’y*  — fc’x*  = — a*  b*, 

b*  i,  , 

ou  y*  — — (x5  — a*) , d'où  y = ± - y x!  — a1. 

De  cette  équation  11  résulte  que,  comme  l’ellipse  (1046.  1054),  l’hy- 
perbole est  partagée  en  deux  parties  symétriques,  et  par  suite  égales 
(767).  par  chacun  de  ses  axes.  Cette  équation  montre,  de  plus,  que  l’on 
ne  peut  avoir  x < a , et  que  selon  que  x varie  de  ±:  n à ± <ao , y varie 
de  0 à ± co. 

Ainsi  la  courbe  se  compose  de  deux  branches  infinies. 

1085t.  La  distance  2c  des  foyers  se  nomme  Y excentricité  de  l’hyper- 
bole (1050). 

1090.  L'hyperbole  est  le  lieu  géométrique  des  points  dont  la  dif- 
férence des  rayons  vecteurs  est  égale  à la  distance  2a  des  sommets  de 

1°  Le  point  M étant  situé  entre  les  deux 
branches  de  l’hyperbole,  on  a MF'— MF  < 2a. 

En  effet,  joignant  CF',  le  point  C apparte- 
nant à l’hyperbole,  on  a 

CF'  — CF  = 2a. 

Ayant  CF'  > MF’ — MC  (549),  on  a bien,  en 
remplaçantes  par  cette  quantité  plus  petite. 

MF'— MC— CF  ou  MF'  — MF<2a. 

« 

2*  Le  point  M'  n’étant  pas  situé  entre  les 
deux  branches  de  l’hyperbole,  on  a 

MT'  — M'F  > 2a. 

Joignant  C'F,  le  point  C’  appartenant  à l’hyperbole,  on  a C'F' — C'F = 2a, 
en  remplaçant  dans  cette  égalité  C'F  par  la  quantité  plus  petite  M'F — M'C', 
on  a bien 

C'F' — M'F  + M'C'  ou  MT'  — M'F  > 2a. 

Corollaire.  Les  réciproques  des  1”  et  2°  sont  vraies. 


la  courbe  (1053). 
Fig.  ÏM. 
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1001.  Les  parties  OM,OM',  d'une  même  droite  MW,  comprises  entre  le 

point  de  rencontre  0 des  axes  et  les  deux  bran- 
ches de  l'hyperbole  sont  égales. 

Menant  MP  perpendiculaire  à Qx,  et  prenant 
VH  = PVI , le  point  N appartient  à l’hyperbole 
(1088).  Menant  NO  perpendiculaire  à O;/,  et 
prolongeant  jusqu’à  la  rencontre  de  MO  au 
point  M'  ; de  ce  que  NM'  est  parallèle  à PO  , 
ayant  PN  = PM,  on  a OM'=OM.  De  cette  égalité 
et  de  ce  que  OQ  est  parallèle  à MN,  on  a QM'  = 
ON,  et  N appartenant  à l’hyperbole , son  symé- 
trique M' lui  appartient  aussi  ; donc  le  point  M', 
qui  donne  OM'  = OM,  est  situé  sur  l’hyperbole. 

1002.  Remarques.  On  peut  donc  considérer  le  point  O comme  étant 
le  centre  de  l’hyperbole , dont  les  droites  telles  que  MM'  sont  les  dia- 
mètres. 

Les  droites  passant  par  le  centre  sans  rencontrer  les  branches  de 
l’hyperbole  sont  appelées  diamètres  illimités,  par  rapport  aux  premiers, 
nommés  diamètres  limités. 

One  droite  quelconque  ne  pouvant  rencontrer  l’hyperbole  en  plus  de 
deux  points,  tout  diamètre  ne  peut  rencontrer  chacune  dos  branches 
en  plus  d’un  point,  et  toute  corde  de  l’une  des  branches  ne  rencontre 
pus  l’autre. 

lüOô.  Lorsqu’on  joint  le  centre  O au  milieu  i d’une  corde,  le  dia- 
mètre BB'  qui  en  résulte  divise  également  en 
deux  parties  égales  toutes  les  cordes  EF,  GF1 
parallèles  à CD.  Le  diamètre  illimité  IK,  qui 
joint  le  centre  au  milieu  e de  la  corde  CG,  di- 
vise également  en  deux  parties  égales  toute 
corde  DU  parallèle  à la  première  (1057). 

1004,  Comme  pour  l’ellipse  (1058),  deux 
diamètres  BB'  et  1K. , tels  que  chacun  d’eux  di- 
vise en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles 
à l’autre,  sont  appelés  diamètres  conjugués. 
Etant  donné  un  diamètre  de  Vhyperbole,  on 
trouve  son  conjugué  en  opérant  comme  pour  l'ellipse  (1059). 

10915.  Etant  donné  une  hyperbole  ou  un  arc  (T  hyperbole,  pour  trouver 
son  rentre,  puis  ses  axes,  on  opère  comme  pour  rellipse  (1060, 1061). 

1096.  Asymptotes.  Les  branches  de  l’hyperbole  se  prolongeant  jus- 
qu’à l’infini,  les  diamètres  limités  vont  en  augmentant,  à mesure  qu’ils 
font  des  angles  plus  grands  avec  l’axe  transverse,  jusqu’à  l’infini.  Les 
deux  diamètres  infinis  qui  forment  le  passage  des  diamètres  limités  aux 
diamètres  illimités  prennent  le  nom  d 'asymptotes.  Ce  sont  les  tangentes 
à l’infini  aux  deux  branches  du  la  courbe. 
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105)7.  Tracer  les  asymptotes  d'une  hyperbole  dont  on  comuxît  les 
foyers. 

De  l’un  des  sommets  A comme  centre,  avec 
un  rayon  égal  à la  demi-distance  OF  = c des 
foyers,  on  décrit  un  arc  de  cercle  qui  coupe 
l’axe  non  transverse  aux  points  U,  B';  joignant 
AB,  AB',  les  parallèles  MM',  NV,  menées  par  le 
centre  O,  à ces  droites,  sont  les  asymptotes  de 
la  courbe;  c’est-à-dire  qu’elles  vont  constam- 
ment en  so  rapprochant  des  brandies  de  la 
courbe , qu’elles  ne  rencontrent  cependant 
qu’à  l’infini. 

Menant  les  droites  A'B,  A'B',  elles  sont  aussi 
parallèles  aux  asymptotes.  11  est  facile  de  voir  qu’en  traçant  par  A,  A', 
B et  B'  des  parallèles  aux  axes,  ou  obtient  un  rectangle  dont  les  sommets 
sont  sur  les  asymptotes. 

1008.  Remarque.  Dans  le  triangle  rectangle  AOB,  on  a AB=  c,OA=a; 
donc  OB’  = c* — a*— b-  (1088).  C’est  pour  cette  raison  que  l’on  dit  que 
15B'=26  est  la  longueur  de  l’axe  non  transverse. 

Lorsque  les  axes  2a  et  26  sont  égaux,  l’hyperbole  est  dite  équilatère. 
Dans  ce  cas,  les  asymptotes  sont  rectangulaires. 

1000.  Lorsque  les  asymptotes  sont  tracées,  pour  mener  le  conjugué 
d’un  diamètre  donné  LL'  (1096),  par  L on  mène  une  parallèle  LD  à l’a- 
symptote la  plus  éloignée  do  L;  elle  coupe  l’autre  asymptote  en  E;  on 
prend  EG  = EL,  en  joignant  GO,  on  a le  diamètre  conjugué  demandé. 

Cette  contraction  est  fondée  sur  ce  que  chaque  asymptote  divise  en 
deux  parties  égales  les  parallèles  à Vautre,  comprises  entre  deux  dia- 
mètres conjugués  Ainsi,  de  même  que  l’asymptote  MM'  divise  on  deux 
parties  égales  GL  et  toutes  les  droites  qui  lui  sont  parallèles  et  com- 
prises entre  les  diamètres  conjugués  LL',  GG",  elle  divise  de  la  même  ma- 
nière toutes  les  parallèles  AB,  A'B'...,  comprises  entre  les  deux  autres 
diamètres  conjugués  AA',  151V. 

1 100.  Tracé  de  Vhyperbole  par  points. 

F,  F'  étant  les  foyers  d’une  hyperbole , 
dont  A et  A'  sont  les  sommets,  pour  tracer 
cette  courbe,  des  foyers  F et  F'  comme 
centres,  avec  un  rayon  A m,  qui  peut  va- 
rier depuis  AF  jusqu'à  l’infini , on  décrit 
des  arcs  de  cercle  ; puis , des  mêmes  cen- 
tres F et  F',  avec  un  rayon  égal  à A 'm,  on 
décrit  des  arcs  de  cercle  qui  coupent  cha- 
cun des  premiers  en  des  points  C,  D ap- 
partenant à l’une  des  branches  do  l’hyper- 
bole, et  C',  D'  appartenant  à l’autre  bran- 


Fig.  Ü 
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che.  En  effet , l’un  quelconque  C de  ces  points  donne  bien  CF'  — CK  = 
A 'm  — Am  = constante  2 a. 

Faisant  varier  la  position  de  m sur  le  prolongement  de  AF,  on  déter- 
minera par  la  construction  précédente  autant  de  points  que  l’on  voudra 
de  l’hyperbole;  et  traçant  des  courbes  qui  raccordent  ces  points,  elles 
pourront  être  considérées  comme  étant  les  deux  branches  de  l’hyper- 
bole demandée. 

i 10t.  Tracé  de  thyjmrlfole par  un  mouvement  continu.  Soit  (fig.  226) 
FD  une  règle  portant  à son  extrémité  F'  un  petit  trou  placé  dans  le 
prolongement  d’une  de  ses  grandes  arêtes,  et  EDF  un  fil  fixé  à l’autre 
extrémité  de  cette  arête.  Prenant  la  longueur  EDF  du  fil  telle  que  l'on 
ait  EF' — (ED  + DF}=  AA'  = 2a,  si,  après  avoir  fixé  par  des  petits  pi- 
vots l’extrémité  F'  de  la  règle  à l’un  des  foyers,  et  l’extrémité  F du  fil 
à l’autre  foyer,  on  fait  tourner  la  règle  en  maintenant  toujours  le  fil 
tendu  à l’aide  d’une  pointe  ou  d’un  crayon  que  l’on  fait  glisser  le  long 
de  l'arête  de  la  règle,  cette  pointe  ou  ce  crayon  tracera,  dans  son  mou- 
vement, la  branche  CD  de  l’hyperbole.  On  a bien  en  effet,  pour  une 
position  quelconque  D du  crayon,  DF'— DF=EF’— (ED  + DF)  = AA' 
= 2a. 

L’autre  branche  de  l’hyperbole  se  tracerait  de  la  même  manière,  en 
fixant  l’extrémité  de  la  règle  au  foyer  F et  celle  du  fil  au  foyer  F'. 

1102.  Mener  une  tangente  à i hyperbole  par  un  point  M pris  sur  la 
courbe  (1070). 

On  mène  les  rayons  vecteurs  MF,  MF',  on 
prend  MC  = MF,  on  trace  CF,  et  la  perpen- 
diculaire MT,  abaissée  du  point  M sur  CF’, 
est  la  tangente  demandée , c’est-à-dire  que 
le  point  quelconque  M',  autre  que  M , pris 
sur  cette  droite,  donne 

M F'  — MF  < AA'  ou  2 a.  (1090) 

En  effet,  MT  étant  perpendiculaire  sur  le 
milieu  de  CF  puisque  le  triangle  MCF  est 
isocèle , on  a 

F'C  + CM— MF  = F'C— MF— MF  = 2a  ; 
mais  on  a F'C  + CM'  > MT';  donc  on  a bien 
MT'—  M'F<2a. 

Remarque.  Le  triangle  MCF  étant  isocèle,  on  voit  que  la  tangente  di- 
vise l’angle  des  rayons  vecteurs  en  deux  parties  égales. 

1 105.  Comme  pour  l’ellipse  (1075),  la  tangente  à l’hyperbole  est  pa- 
rallèle au  conjugué  du  diamètre  qui  passe  par  le  point  de  contact,  ce 
qui  fournit  un  second  moyen  pour  mener  une  tangente  à r hyperbole. 


Fig.  ÏÎT. 
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1 104.  Mener  une  normale  à F hyperbole  par  le  point  M (Ji'J.  227). 

La  bissectrice  MN  de  l’angle  FMC',  que  fait  le  rayon  vecteur  MF  avec 
le  prolongement  MC'  de  l’autre  rayon  vecteur,  est  la  normale  deman- 
dée. On  prouverait  que  MN  est  en  eflét  perpendiculaire  à la  tangente 
MT,  comme  au  n°  1071. 

1 103.  Mener  une  tangente  à l'hyperbole  par  un  point  extérieur  M 
(1073). 

Fi".  2is.  Du  point  M comme  centre,  avec  un  rayon  égal 

• à sa  distance  MF  au  foyer  le  moins  éloigné,  on 

/décrit  un  arc  de  cercle  ; de  l’autre  foyer  F,  avec 
un  rayon  2a  =AA',  on  décrit  un  second  arc  qui 
coupe  le  premier  en  deux  points  C , C'  ; on  mène 
;.'-y  j FC,  FC',  et  les  perpendiculaires  MT,  MT',  abais- 

..  sées  du  point  M sur  les  milieux  de  ces  cordes, 

I ^ \ sont  tangentes  à l’hyperbole  en  des  points  T et  T'. 

j 1 On  peut  obtenir  directement  les  points  de 

/ V contact  T et  T'  en  menant  F'C,  F'C',  et  en  prolon- 

' géant  ces  droites  jusqu'à  leur  rencontre  avec 

l’hyperbole  ; car  si  par  le  point  T,  où  F C rencontre 
l’hyperbole,  on  voulait  mener  une  tangente,  on  prendrait  sur  TF'  une 
longueur  égale  à TF,  ce  qui  déterminerait  le  point  C,  puisque  T appar- 
tenant à l’hyperbole  on  a TF'— TF=  2«=€F';  on  joindrait  ensuite  FC, 
et  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  T sur  le  milieu  de  FC  serait  la 
tangente  (1102).  Or  cette  perpendiculaire  se  confondant  avec  celle  qui  a 
été  menée  par  M,  cette  dernière  était  donc  bien  tangente  à l'hyperbole 
au  point  T.  On  démontrerait  de  même  que  MT'  est  tangente  au  point  T'. 
HOC.  De  l’équation  de  l'hyperbole  (1088),  on  tire,  pour  un  point 
Fig.  229.  quelconque  M, 


(x+n)(j; — a)  a !’ 

ou,en  remarquant  que  x-i-a  - 
et  x — a=±AI\ 


/ \ y _ £1 

/ \ *PxAP  a*' 

^ Ce  qui  montre  que  le  rapport  du 

carré  d'une  ordonnée  au  produit 
des  segments  correspondants  de  l'axe  transverse  est  égal  au  rapport 
du  carré  de  l'axe  non  transxersc  au  carré  de  F axe  transverse,  et  que, 
par  smitc,  il  est  constant. 

Pour  un  autre  point  on  aurait 
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donc 


6* 


A'P'  x AF 


y'  A'P  X AP 

y'1  ~ A'P'x  AP" 


Ainsi , 1rs  carrés  des  ordonnées  sont  entre  eux  comme  les  produits 
des  segments  correspondants  de  Paie  transverse. 

I i 07.  En  prenant  les  asymptotes  Ox'  et  O y'  de  l’hyperbole  pour  axes 
coordonnées,  l’équation  de  la  courbe  devient 
(1088,  1096) 

a*+  i»’ 


Fig.  230. 


xy'-- 

A4 

Ce  qui  montre  que  le  produit  des  coordon- 
nées perpendiculaires  ou  obliques  MQ  — x'  et 
MP = y' est  constant,  et  il  en  résulte  que  le  pa- 
rallélogramme OPMQ  compris  entre  les  coor- 
données d’un  point  quelconque  et  les  asymp- 
totes est  aussi  constant , car  en  désignant  par  0 
l’angle  que  font  les  asymptotes,  ce  parallélo- 
gramme a pour  base  x',  pour  hauteur  y' s in  0 et 
pour  aire 


x'y'  sin  0 


a*  + b* 


X sin  0. 


Lorsque  l'hyperbole  est  équilatère  (1098),  0 est  droit,  sin 0=1,  et  on 
a,  ce  qui  devait  être,  puisqu’alors  OPMQ  est  un  rectangle 


x'y'  = 


a*  + b* 


1 108.  .dire  de  l'hyperbole.  En  faisant  la  quantité  constante 

*y  = = m'  > (1107) 

l’aire  A de  la  Jig.  MM’P'P  comprise  entre  l’arc  MM',  l’asymptote  et  les 
deux  ordonnées  MP  = y',  M'P'  — y"  a pour  expression 

*A  = m?  sin  0 x log.  — , 


dans  laquelle  x"  = OP’,  et  log.  signifie  logarithme  népérien  (38A). 
Lorsque  l’hyperbole  est  équilatère  (1098),  on  a sint=  1,  et  par  suite 

A = m*  x log.  p-. 
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Si  l’on  prend  m pour  unité,  ii  vient 

t" 

A — loq.  — , 

* x' 

et  dans  le  cas  où  le  point  M est  au  sommet  A de  l’hyperbole,  comme 
alors  on  ax'=l,  ce  qui  résulte  des  deux  égalités  = y'  et  xy=m5  = l, 
il  vient 

A = loff.  x". 

C’est  cette  propriété  de«  logarithmes  népériens,  d’exprimer  ainsi  l’aire 
de  l’hyperbole,  qui  leur  a fait  donner  le  nom  de  logarithmes  hyperbo- 
liques (385). 

1 100.  Selon  que  l’hyperbole  l’ait  une  révolution  autour  de  son  axe 
non  transverse  ou  de  son  axe  transverse  (1085),  elle  engendre  Yhyper- 
bolciidc  de  révolution  à une  ou  à deux  nappes. 


PARABOLE. 

<é 

il  10.  La  parabole  est  une  courbe  à une  branche  non  formée,  dont 
tous  les  points  sont  également  distants  d’un  point 
fixe  ou  foyer  F,  et  d’une  droite  fixe  ou  directrice 
on. 

La  parabole  se  définit  donc  encore,  comme 
l’ellipse  et  l’hyberbole,  par  son  équation  en  coor- 
données focales  (1041,  1084),  équation  qui  est, 
en  désignant  par  les  variables  p et  p'  les  rayons 
vecteurs  des  difi’érents  points  de  la  courte 

P — ?'• 

1111.  La  perpendiculaire  Fr  menée  par  ie 
foyer  à la  directrice  est  l’axe  de  la  parabole. 

Le  point  A où  l’axe  rencontre  la  courte  est  le  sommet  de  la  para- 
bole. 

te  double  de  la  distance  constante  FO  du  foyer  à la  directrice  est  le 
p aramètre.  de  la  parabole;  on  le  représente  par  2 p. 

Le  sommet  appartenant  à la  courbe,  il  divise  en  deux  parties  égales  la 

distance  du  foyer  4 la  directrice  ; on  a OA=AF=  J p. 

1112.  La  corde  BB'  menée  par  le  foyer,  perpendiculairement  à rase, 
est  égale  au  paramétre  2p.  En  effet,  chacune  de  ses  parties  FB,  FB'  étant 
égale  au  demi-parnmètre  OF  = p,  on  a bien  BB'— 2p. 

1113.  Equation  de  la  parabole  en  prenant  pour  axes  coordonnés 
t'axe  Ax  de  la  eowrbc  et  la  parallèle  Ay  menée  par  le  sommet  K à la 
directrice  OD. 


Fig.  23t. 
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Le  triangle  MFP  donne  (647) 

P»  = MP*  + HP*  = y'  + (x  - | p)  \ 

On  a aussi 

p,  = ôp*=(^+|p)*. 

Égalant  ces  deux  valeurs  de  p8,  on  a,  en  développant  (644,  645) 

i 1 

y1  + x1  + - p*  — px  = x*  + - p*+pi. 

Simplifiant,  on  tire,  pour  l’équation  de  la  courbe, 

y* = 2px  ; 

d’où  (487) 

y=±\,2px. 

A une  même  valeur  de  x correspondant  deux  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires  pour  y,  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à l’axe  des  x. 
Résolvant  l’équation  par  rapport  à x,  on  a 


y * étant  nécessairement  positif  (468),  on  voit  que  x est  toujours  positif, 
et  que  par  suite  la  courbe  est  tout  entière  située  d’un  même  côté  de 
l'axe  des  y. 

Suivant  que  x varie  de  0 à cr-,  y varie  de  0 à ±cc>  : par  conséquent 
la  courbe  est  4 une  branche  qui  se  prolonge  indéfiniment  du  côté  des  y 
positifs  et  des  y négatifs. 

1H4.  Les  carrés  des  ordonnées  de  la  parabole  sont  entre  eux 
comme  les  abscisses  corresj>ondantes  (1062,  1106).  En  effet,  l’équation 
de  la  parabole  (1113)  donne  pour  deux  points 

y*  = 2px  et  y'*  = 2/)x', 

d’où  t-  - £, 

y'»  “ *>* 

H 13.  De  l’équation  y*  = 2 px,  on  conclut 


Ce  qui  montre  que  le  rapport  du  carré  de  l'ordonnée  à l'abscisse  est 
constant  et  égal  au  paramètre  2/j. 

P 

Pour  x~2’  on  a !/* —P*  ou  V—V‘  -Ainsi  f ordonnée  qui  corres- 
pond au  foyer  est  égale  à la  distance  du  foyer  au  sommet  (1112). 
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1416.  La  parabole  est  le  lieu  géométrique  des  points  situés  à égale 
distance  du  foyer  et  de  la  directrice. 

4°  Le  point  M étant  situé  hors  de  la  parabole, 
on  a MO  < MF.  En  effet,  prolongeant  QM,  et  joi- 
gnant ('.F,  on  a 

CF— CM<MF; 

ou , en  remplaçant  CF  par  son  égal  CQ , 

CQ  — CM  OU  MQ  < MF  ; 

2*  Le  point  M' étant  situé  dans  l'intérieur  de  la 
courbe,  on  a M’Q>  M'F  ; car  ayant 

M'C  + CF  > M'F, 
il  vient , en  remplaçant  CF  par  son  égal  CQ , 

• M'C  + CO  ou  M'Q  > M'F. 

Corollaire.  Les  réciproques  des  1*  et  2"  sont  vraies. 

4 417.  L'axe  de  la  parabole  divise  la  courte  en  deux  parties  égales  et 
symétriques. 

C étant  un  point  quelconque  de  la  courbe  (fig.  232),  menant  la  per- 
pendiculaire CF'  àOx,  et  prenant  PB  = PC,  le  point  B,  symétrique  de  C, 
appartient  à la  parabole.  En  effet,  joignant  BF,  on  a CF  = BF  (531); 
comme  de  plus  CF=CQ  et  CQ  = BQ\  on  a BF=BQ’;  ce  qui  ne  peut 
être  qu’autant  que  le  point  B appartient  à la  courbe  (1116);  donc  les 
deux  parties  de  courbe  sont  symétriques  par  rapport  à l’axe,  et  par 
suite  égales  entre  elles  (767).  C’est  ce  qui  avait  déjà  été  établi  au  n"  1413. 

4148.  La  parabole  n’ayant  qu’une  branche,  qui  se  prolonge  à l’infini, 
elle  n’a  pas  de  centre,  ou  plutôt  on  peut  supposer  que  son  centre  est 
situé  à l’infini  sur  son  axe;  d’où  il  résulte  que  tous  les  diamètres  vont 
rencontrer  l’axe  à l’infini,  c’est-à-dire  lui  sont  parallèles. 

4 418.  Comme  pour  l'ellipse  et  pour  l’hyperbole  (1057,  1093),  tout 

diamètre  BB',  qui  divise  une  corde  CC'  en 
deux  parties  égales,  divise  de  la  môme 
manière  toute  corde,  telle  que  EE’,  pa- 
rallèle à CC'. 

L’axe,  qui  est  un  diamètre,  divise  en 
deux  parties  égales  les  cordes,  telles  que 
F.G,  qui  lui  sont  perpendiculaires  (1117). 

1 420.  Pe  l’équation  y*=2px  (1113), 
il  résulte  que  toute  demi-corde  Eli  per- 
pendiculaire à l’axeest  moyenne  propor- 
tionnelle entre  sa  distance  AH  au  sommet, 
et  le  paramètre  2p=20F-=  la  corde  menée  perpendiculairement  à 
taxe  par  le  foyer  (1112).  Ainsi  on  a 


Fis.  233. 


Fig.  232. 
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AH  : EH  = EH  : 2/j. 

Do  là  il  résulte  que  -pour  avoir  le  paramètre  2 p , il  suffit  de  mener 
une  demi-corde  EH  perpendiculaire  à l’axe,  do  joindre  AE,  d'élever  El 
perpendiculaire  à AE,  et  on  a IH  = 2p.  Le  triangle  rectangle  AEI  donne 
bien  en  effet  (618) 

A1I  : Eli  = EH:  Ht. 

1121 . Etant  donnée  une  parabole,  mener  son  axe,  trouver  son  foyer 
et  tracer  sa  directrice. 

Menant  deux  cordes  parallèles  CC',  EE'  (fi y.  233),  la  droite  BB'  qui 
joint  leurs  milieux  est  un  diamètre  parallèle  à l’axe  (1118).  Le  milieu  II 
de  la  corde  EG  perpendiculaire  à BB' appartient  à l’axe,  que  l’on  ob- 
tient en  menant  par  H une  parallèle  à BB'.  On  détermine  le  paramètre 
2p=Hl  par  la  construction  du  n“  1120,  et  portant  sur  l’axe,  à droite  et 
à gauche  du  sommet,  le  quart  du  paramètre,  on  obtient  le  foyer  F et 
le  point  O qui  détermine  la  directrice  OD. 

1 122.  Tracer  une  parabole  par  points.  F étant  le  foyer,  Ox  l'axe, 
OD  la  directrice,  et  par  suite  A,  qui  donne 
AO  = AF,  le  sommet , élevant  au  point  B,  pris 
à droite  du  sommet  A,  une  perpendiculaire  CCT 
à l’axe,  et  du  foyer  comme  centre , avec  la  dis- 
tance OB  pour  rayon,  décrivant  un  arc  de  cer- 
cle, il  coupe  CC'  en  deux  points  C etc' qui  appar- 
tiennent à la  parabole.  En  effet , d’après  la 
construction , chacun  de  ces  points  est  égale- 
ment distant  de  la  directrice  et  du  foyer,  et  par 
suite  sur  la  parabole  (1116). 

On  conçoit  que  menant  une  série  de  perpen- 
diculaires à Ar,  on  déterminera  antantde  points 
qu’on  voudra  do  la  parabole,  et  que  raccordant 
tous  ces  points  on  obtiendra  une  courbe  que  l’on  pourra  prendre  pour 
la  parabole. 

H 25.  Tracé  de  la  parabole  par  un  mouvement  continu  ( fig.  234). 
ECU  étant  une  équerre,  et  ECF  un  fil  d’une  longueur  égale  au  côté  EH 
de  l’équerre,  fixé  par  une  extrémité  au  point  E et  par  l’autre  au 
foyer  F,  si  l’on  fait  glisser  l’équerre  le  long  d’une  règle  dont  l'arête 
coïncide  avec  la  directrice  OD,  en  tenant  le  fil  ECF  constamment  tendu 
à l’aide  d’une  pointe  ou  d’un  crayon  C que  l'on  fait  mouvoir  le  long  de 
l’arête  EH  de  l’équerre,  cette  pointe  ou  ce  crayon  décrira  la  partie  su- 
périeure de  la  parabole.  Betournant  l’équerre,  on  tracera  de  même,  la 
partie  inférieure  de  la  courbe. 

line  position  quelconque  Cdu  crayon  appartient  bien  à la  parabole; 
car,  ayant  EC  + CF  = EU,  on  a CF=:CH  (llifl), 


Fig.  23t. 
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I J 24.  Pour  les  tracés  en  grand,  comme,  par  exemple,  quand  11  s’agit 
d’nn  balancier  de  machine  à vapeur,  auquel  on  donne  la  forme  parabo- 
lique, qui  est  celle  d’un  solide  d’égale  résistance,  ayant  le  sommet  A de 
la  parabole  {fi g.  235),  AO  son  axe  et  B un  de  ses  points(pourui)  balancier, 
la  distance  BO  du  point  B à l’axe  est  la  demi-hauteur  du  balancier  au 
milieu  de  sa  longueur),  on  obtient  le  paramètre  au  moyen  de  l’équation 

ÔB*  = 2p  x OA,  d’où  2p  = — (1113) 

Ayant  le  paramètre,  on  détermine  le  foyer  et  la  directrice  (1121); 
puis  on  peut  tracer  la  parabole  comme  au  n”  1122,  ou  en  calculant,  à 
l’aide  de  l’équation  y*  — 2px,  les  ordonnées  correspondant  ides  abscisses 
convenablement  choisies;  mais  on  a le  plus  souvent  recours  au  tracé 
géométrique  indiqué  fig.  235. 

Du  point  B on  abaisse  sur  l’axe  une  perpendiculaire  que  l’on  pro- 
longe d’une  quantité  OB'  égale  à 
elle-même;  on  divise  BO  et  AO 
en  un  même  nombre  de  parties 
égales , quatre  par  exemple  ; par 
les  points  de  division  de  OB  on 
mène  des  parallèles  à l’axe;  puis , 
joignant  le  point  B'  aux  points 
de  division  1,  2, 3 de  AO,  et  prolongeant  ces  droites  jusqu'à  leur  ren- 
contre avec  les  parallèles  respectives  1,2,3,  les  points  de  rencontre 
appartiennent  à la  parabole.  Opérant  pour  la  partie  OB'  comme  pour 
celle  OB,  on  obtient  au-dessous  de  l’axe  des  points  symétriques  de 
ceux  déterminés  au-dessus.  On  pourrait  aussi  avoir  ces  points  symé- 
triques en  menant  des  perpendiculaires  à l’axe,  et  en  les  prolongeant 
. jusqu’aux  parallèles  à l’axe  menées  par  les  points  de  division  de  OB', 
lîaccordant  tous  les  points  obtenus,  on  obtient  une  parabole. 

1 123.  Mener  une  tangente  à la  parabole  par  un  point  M pris  sur  la 

On  joint  FQ,  et  la  perpendiculaire 
MT,  abaissée  du  point  M sur  FQ,  est 
la  tangente.  Ainsi , un  point  quelconque 
M',  pris  sur  MT,  est  hors  de  la  courbe, 
c’est-à-dire  donne  M'Q'<M'F  (1116). 

En  effet  le  triangle  MFQ  étant  isocèle, 
MT  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de 
FQ. d’où  il  résulte  que  l’on  a M'Q  = M'F  : 
mais  M'Q  étant  une  oblique  et  M'Q'  une 
perpendiculaire  menéesd’un  mèmepoint 
à une  même  droite,  on  a M'Q  > M'Q'.  et 
par  conséquent  M’Q'  < M'F. 


courbe  (1070,  1102). 

Fig.  23fi. 


Fig.  m 
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Remarque  1".  De  ce  que  le  triangle  MFQ  est  Isocèle,  il  résulte  que  la 
fangen  te  MT  divise  P angle  F.MQ  (les  rayons  vecteurs  en  deux  par  lies  égales. 

Remarque  2*.  L’angle  QMT=MTF,  comme  alternes  internes;  or 
QMT— TMF;  donc  TMF=MTF.  Le  triangle  MTF  étant  isocèle,  il  en  ré- 
sulte que  pour  mener  une  tangente  en  un  point  M,  il  suffit  simplement 
de  prendre,  à partir  du  foyer,  FT  = FM,  et  de  joindre  TM. 

Ayant  FT=  FM  = MQ  = Ot‘,  et  AO=AF,  il  en  résulte  que  l’on  a aussi 
AT- AP. 

Retnarque  3*.  Prenant  MB=MF=FT,  la  corde  CD,  qui  passe  par  F 
et  B est  parallèle  à la  tangente  MT;  de  plus,  elle  est  divisée  au  point  B 
en  deux  parties  égales. 

De  là  résulte  le  moyen  de  mener  une  corde  divisée  en  deux  parties 
égales  par  un  diamètre  donné  (1119). 

Menant  par  l’extrémité  de  ce  diamètre  une  parallèle  à la  corde,  elle 
sera  tangente  à la  courbe;  d’où  résulte  un  second  moyen  pour  mener 
une  tangente  à la  parabole. 

1 120.  Mener  une  normale  à la  parabole.  La  bissectrice  MN  de 
l’angle  FMB,  formé  par  un  des  rayons  vecteurs  et  le  prolongement  de 
l’autre,  est  la  normale  à la  courbe  au  point  M.  On  prouverait  comme 
au  n»  1071  que  MN  est  en  effet  perpendiculaire  à la  tangente  MT. 

1127.  Pour  mener  à la  parabole  une  tangente  jmrallèle  à une  droite 
quelconque  CD  ( fig . 236),  on  trace  FQ  perpendiculaire  à CD  par  le 
foyer  F,  et  la  perpendiculaire  TM  élevée  sur  le  milieu  de  FQ  est  la  tan- 
gente demandée. 

Pour  avoir  le  point  de  contact,  il  suffit  de  mener  QM  parallèle  à 
l’axe. 

L’on  voit  que  pour  mener  la  tangente  et  déterminer  son  point  de 
contact,  il  n’est  pas  nécessaire  que  la  courbe  soit  tracée;  il  suffit  d’a- 
voir son  axe,  son  foyer  et  sa  directrice. 

Le  problème  devient  impossible  quand  CD  est  parallèle  à l’axe,  puis- 
qu’alors  la  perpendiculaire  FQ  ne  rencontre  pas  la  directrice. 

1 1211.  Mener  une  tangente  à la  parabole  par  un  point  extérieur  M. 

Du  point  M comme  centre,  avec  la  distance 
MF  pour  rayon,  on  décrit  un  arc  de  cercle 
qui  coupe  la  directrice  aux  points  D et  D'  ; on 
mène  FD,  FD',  et  les  perpendiculaires  MT,  MT' 
abaissées  du  point  M sur  ces  droites  sont  tan- 
gentes b la  parabole  aux  points  T et  T',  qui  sont 
donnés  directement  en  menant  par  D et  D’  des 
parallèles  à l’axe. 

Si  l’on  voulait  mener  une  tangente  au  point  T, 
on  abaisserait  de  ce  point  une  perpendiculaire 
sur  le  milieu  deFD  (1125);  or  cette  perpendicu- 
laire se  confondrait  avec  celle  qui  a été  menée 
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par  le  point  M ; car  le  triangle  MDF  étant  Isocèle,  cette  perpendicu- 
laire passe  aussi  par  le  milieu  de  FD.  On  prouverait  de  même  que  MT' 
est  tangente  au  point  T. 

1129.  Ainsi  que  pour  l’ellipse  et  l’hyperbole,  la  géométrie  élémen- 
taire ne  donne  aucun  moyen  de  déterminer  exactement  la  longueur 
d’en  arc  de  parabole;  pour  en  mesurer  la  longueur  approchée  on  a 
recours  aux  moyens  indiqués  n"  1077. 

1130.  La  surface  d'un  segment  ■parabolique  ABCD  compris  entre  le 
sommet  A et  la  corde  BD  perpendiculaire  à 
l’axe  est  les  2/3  du  rectangle  EBDG  qui  a BD 
et  AC  pour  base  et  pour  hauteur;  ainsi  on 
a (63/i) 

surf.  ABCD  = ~ AC  X BD, 

U 
2 

ou  surf.  ABC  = - AC  x BC. 

3 

De  là  on  a évidemment 
surf.  ABE  = ^ surf.  ACBE  = i AC  X BC. 

O O 

Remarquant  que  le  segment  B1KD,  compris  entre  les  deux  cordes 
IlD,  1K  perpendiculaires  à l’axe,  est  la  différence  des  deux  segments 
A1LK  et  ABCD,  sa  mesure  est  la  différence  des  mesures  de  ces  deux  der- 
niers, et  on  a 

surf.  BIKD  = 5 ALx  IK  — ^ ACxBD=ij  (ALxlK — ACx  BD). 

O O O 

M étant  le  point  de  contact  de  la  tangente  MT  parallèle  à ID  (1125, 
rem.  3),  la  surface  du  segment  AIQD  est  les  2/3  de  la  surface  du  rec- 
tangle IDTT,  qui  a môme  base  ID  et  môme  hauteur  MP  que  le  segment; 
ainsi  on  a 

surf.  AIQD  = 5 MPx  ID. 

U 

Le  segment  à base  perpendiculaire  à l’axe  n’est  qu’un  cas  particulier 
de  ce  cas  général. 

1131.  Le  volume  engendré  par  la  révolution  d’une  parabole  autour 
de  son  axe  prend  le  nom  de  paraboloide. 

11 32.  Mesure  de  la  surface  courbe  d'une  calotte  de  paraboloide 
engendrée  par  la  révolution  de  l'arc  AI  autour  de  l'aie  [fig.  238) . 

On  prend  LR  = 2AF  et  IS  = 3AF;  on  joint  SR;  puis  on  prend  IU  = 11’., 
et  on  mène  UV  parallèle  à SR  ; d’où  il  résulte  que  l’on  a 

is:iR=it;  ou  ir:  iv. 


Kig.  Î3S. 
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La  surface  s de  la  calotte  parabolique  est  égale  à la  surface  latérale 
d'un  cylindre  droit  ayant  lit  pour  diamètre  et  IV  pour  hauteur,  moins 
les  8/3  de  la  surface  d’un  cercle  ayant  AF  pour  rayon  ; ainsi  on  a (608, 
857). 

*=*  x IR  x IV — ÂF1. 

O 

Représentant  l’ordonnée  IL  par  y,  comme  on  a LR=2AF=p  (1120) 

g 

et  lS  = 3AF=~p,  le  triangle  rectangle  1LR  donne 

IR  = ^+7". 


De  la  proportion  ci-dessus,  on  conclut 


n* 

Comme  de  plus  on  a AF*  = 

Reportant  cas  expr&ssions dans  la  valeur  de  s,  il  vient 


s — r.^y'  + jtx  y p - 


expression  qui  porinet  de  calculer  s connaissant  y et  p,  c’est-à-dire 
sans  faire  la  construction  géométrique  précédente. 

Comme  on  a,  en  représentant  AL  par  r,  gi—2px  (1113),  on  peut  donc 
aussi  exprimer  s en  fonction  de  i;  ce  qui  donne 


f = n y'2px  +p*  X 


à-r  + 2p 
3 


1 153.  Ije  volume  de  la  calotte  parabolique  engendrée  par  le  demi- 
segment  parabolique  AIL,  dont  la  base  IL  est  perpendiculaire  à l'eue, 
est  égal  à celui  d’un  cylindre  droit  ayant  AL  pour  rayon  et  2AF  pour 
hauteur;  do  sorte  qu’en  le  représentant  par  v,  on  a (859) 

v=r.  x ALsx2AF. 


Faisant  AL=g  et  2AF=p  (1111),  il  vient 


V = 1 -j’xji. 


y 1 


Remplaçant  j*  par  ^ (1113),  on  a aussi 


' hp 
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COURBES  DD  SECOND  DEGRÉ  OU  SECTIONS  CONIQUES. 

i 134.  La  parabole  peut  être  considérée  comme  étant  la  limite  vers 
laquelle  tend  une  ellipse  dont  le  grand  axe  croit  indéfiniment,  tandis 
que  la  distance  de  l'un  des  foyers  au  sommet  le  plus  voisin  reste 
constante. 

On  peut  également  considérer  la  parabole  comme  étant  la  limite 
d’une  hyperbole. 

En  transportant  l’origine  au  sommet  de  l'ellipse,  de  l’hyperbole  et  de 
la  parabole,  ces  trois  courbes  sont  représentées  par  l’équation  gé- 
nérale 

y’  = 2px  + gx\ 

6*  J)  b * 

dans  laquelle  p = — et  a = ~ — 

^ r a * a a* 

Selon  que  l’on  a q < 0,  q > o et  q— 0,  l’équation  devient 
li > /,» 

1“  y-  — 2 — x — — f a;1  ellipse  («)  ; 

/,»  6* 

2"  y* =2  — x + -tx*  hyperbole; 

b* 

3°  y*  = 2 — x parabole. 

En  transportant  l’origine  au  sommet  de  gauche  de  l’ellipse,  et  par 
suite  en  changeant  x en  x—a  dans  l’équation  générale  du  n°  1046,  on 
obtient  en  effet  l’équation  1*.  De  même,  en  transportant  l’origine  au 
sommet  de  droite  de  l’hyperbole,  ce  qui  revient  à changer  x en  x 4-  a, 
l’équation  générale  du  n"  1088  fournit  celle  2“. 

1 135.  Les  équations  de  l’ellipse  de  l’hyperbole  et  de  la  parabole  étant 
du  second  degré  (10/tfi,  1088,  1113),  et  toute  équation  du  second  degré 
entre  deux  variables  représentant  l’une  de  ces  courbes,  c’est  pourquoi 
ces  courbes  sont  dites  du  second  degré. 

1 136.  Tout  plan  sécant  qui  ne  passe  pas  par  le  sommet  d’un  cône  de 
révolution  (771)  coupe  sa  surface  latérale  suivant  une  courbe  du  second 
degré. 

La  section  est  une  ellipse  si  le  plan  sécant  coupe  toutes  les  généra- 
trices, ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  du  même  côté  du  sommet,  c’est-à- 
dire  sur  une  même  nappe  du  cône.  Si  le  plan  est  perpendiculaire  à 
l’axe  du  cône,  l’ellipse  devient  une  circonférence  (773). 

La  section  est  une  hyperbole  quand  le  plan  sécant  est  parallèle  à deux 
génératrices  : l’une  des  branches  de  l’hyperbole  est  sur  une  nappe  et 
l’autre  sur  l’autre. 
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Lorsque  le  plan  sécant  est  parallèle  à une  seule  génératrice,  11  ne 
coupe  qu’une  nappe,  et  il  détermine  une  parabole. 

Tout  plan  qui  coupe  les  génératrices  d’un  cylindre  de  révolution  dé- 
termine une  ellipse;  ce  qui  devait  être,  le  cylindre  pouvant  être  consi- 
déré comme  étant  un  cône  dont  le  sommet  est  à l'infini.  Comme  le  plan 
qui  pourrait  déterminer  la  parabole  ou  l'hyperbole  est  parallèle  à une 
ou  à deux  génératrices,  et  par  suite  à l'axe,  il  ne  peut  couper  la  surface 
latérale  du  cylindre  que  suivant  des  génératrices  (772),  et  non  suivant 
ces  courbes. 

Une  ellipse  ou  une  parabole  quelconque  peut  toujours  s'appliquer  sur 
la  surface  latérale  d’un  cône  de  révolution  donné.  Il  en  est  de  même 
pour  l’hyperbole  quand  l'angle  des  asymptotes,  celui  qui  contient  la 
courbe,  est  moindre  que  l’angle  formé  par  les  génératrices  opposées  du 
cône. 

La  propriété  des  courbes  du  second  degré  d’être  déterminées  par  des 
plans  sécants  du  cône  leur  a fait  donner  le  nom  de  sections  coniques. 

SPIRALE  D’ARCHIMÈDE. 

1137.  La  spirale  d'Archimède  est  une  courbe  plane  ouverte  que  dé- 
crit un  point  qui  se  meut  autour 
d’un  autre  O qui  est  fixe,  en  s’en 
éloignant  de  quantités  propor- 
tionnelles aux  angles  qu’il  décrit 
autour  de  ce  dernier. 

Ainsi  la  spirale  se  définit  par 
son  équation  en  coordonnées  po- 
laires (1015);  équation  qui  est,  en 
désignant  par  a et  p ces  coordon- 
nées, 

p = oa  + b. 

P distance  variable  du  point  générateur  au  pôle  O ; 

a angle  variable  que  fait  le  rayon  vecteur  avec  l’axe  0.r; 

a coefficient  constant  exprimant  l’augmentation  de  o par  chaque  aug- 
mentation d’une  unité,  d’un  degré  par  exemple,  de  a; 

6 quantité  constante  qui  exprime  la  valeur  de  p quand  * = 0 ; ainsi  6 
est  la  distance  au  pôle  O,  du  point  de  l’axe  Or,  duquel  part  le  point  gé- 
nérateur. Dans  la  figure,  le  point  générateur  partant  du  pôle,  on  a 
b — 0,  et  l’équation  de  la  courbe  est 

p = a*. 

Il  est  à remarquer  que  de  même  que  le  point  générateur  s'éloigne  du 
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pôle  O de  quantités  égales  pour  des  angles  égaux  quand  il  tourne  dans 
un  sens,  il  s'en  approche  de  quantités  égales  pour  les  mêmes  angles 
quand  il  revient  dans  l’autre  sens. 

11.38.  Chacun  des  arcs  de  courbe  décrits  pendant  une  révolution 
complète  du  point  générateur  autour  du  pôle  prend  le  nom  de  spire. 

1 1.39.  La  distance  de  deux  spires  consécutives  quelconques,  mesurée 
suivant  le  rayon  vecteur  p,  est  une  quantité  constante  que  l’on  peut 
appeler  le  pas.  C’est  la  quantité  dont  le  point  générateur  s’éloigne  ou 
s’approche  du  pôle  pour  chaque  spire.  Ainsi  pour  a =360“,  a correspon- 
dant à 1°,  si  l’on  représente  le  pas  par  p,  on  a 

p — ax  360,  ou  0 = ggjj. 

1 140.  Tracer  une  spirale  (F Archimède  {.fig.  239).  Ox  étant  l’axe,  O 
le  pôle,  supposant  6=0,  c’est-à-dire  que  le  point  générateur  part  de  O, 
on  porte  le  pas  donné  p de  O en  A ; on  divise  OA  en  un  certain  nombre 
de  parties  égales,  8 par  exemple;  du  point  O comme  centre,  avec  le  pas 
OA  pour  rayon,  on  décrit  une  circonférence,  que  l’on  divise  en  un  même 
nombre  8 de  parties  égales.  Menant  alors  les  rayons  par  ces  points  de 
division,  et  prenant  sur  le  rayon  1,  la  partie  01  du  pas;  sur  le  rayon  2, 
la  partie  02  ; sur  la  rayon  3,  la  partie  03,  et  ainsi  de  suite,  tous  les 
points  déterminés  sur  les  rayons  appartiendront  à la  spirale.  En  effet, 
l’un  quelconque  B de  ces  points  donne  bien 

O A Tl 

OB  ; OA  = BOA  : 360",  d’où  OB  = x BOA  ou  p = x « = ax.  (1 137) 

ouO  obO 

Pouvant  diviser  OA  et  la  circonférence  de  rayon  OA  en  autant  de 
parties  égales  que  l’on  veut,  on  peut  donc  déterminer  autant  de  points 
qu'on  le  désire  de  la  spirale,  et  raccordant  ces  points  on  obtiendra  une 
courbe  que  l’on  pourra  prendre  pour  la  spirale. 

Pour  tracer  une  seconde  spire,  on  portera  le  pas  sur  le  prolongement 
de  OA  ; on  le  divisera  de  la  même  manière  que  OA,  et  prenant  sur  les 
rayons  Ot,  02,  etc.,  prolongés  suffisamment , des  distances  égales  aux 
distances  du  pôle  O aux  points  de  division  1,  2, 3,  etc.,  de  ce  môme  pas, 
on  obtiendra  des  points  de  la  seconde  spire,  que  l’on  tracera  alors  comme 
la  première. 

Si  la  courbe  partait  d’un  point  de  Ox  autre  que  le  point  O,  on  trace- 
rait la  première  spire  et  les  suivantes  en  opérant  comme  pour  la  seconde 
spire  dans  le  cas  précédent. 
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1141.  Mener  une  tangente  à la  spirale  par  un  point  M pris  sur  la 

Fig.  2*0.  C0Urb€- 

Le  tracé  suivaDt  est  fondé  sur  ce 
principe  général  ! Quelle  que  soit 
la  t ourbe  engendrée  par  un  point 
animé  de  deux  mouvements,  la 
tangente  eu  un  jnint  de  celte 
courbe  est  toujours  la  diagonale 
du  parallélogramme  formé  sur 
les  directions  des  deux  mouve- 
ments au  point  considéré,  avec  des 
côtés  égaux  aux  deux  espaces  par- 
cuurusou  qui  pourraient  cire  par- 
courus dans  le  même  temps  en 
vertu  de  la  génération. 

Pour  la  spirale  d'Archimède , le 
mouvement  du  point  générateur  se  compose,  à une  position  quelconque 
M,  de  deux  mouvements  : l'un  rectiligne,  qui  a lieu  suivant  le  rayon  vec- 
teurOM,  et  l'autre  circulaire,  qui  a lieu  suivant  la  circonférence  de  rayon 
O.M,  c'est-à-dire  suivant  la  perpendiculaire  MC  au  rayon  OM.  Portant 
alors  sur  MO,  à partir  du  point  M , une  longueur  MD  égale  au  pas  p de  la 
spirale,  et  sur  la  perpendiculaire  MC  une  longueur  MC  égale  à lacircon- 
férence  2-xOM  qui  a OM  pour  rayon;  terminant  le  parallélogramme 
MDTC,  qui  dans  ce  cas  est  un  rectangle,  et  a p et  2-  x OM  pour  côtés, 
la  diagonale  MT  de  ce  parallélogramme  est  la  taugente  au  point  M. 

Prenant  sur  MC  une  longueur  MC'  égale  à l'arc  MB  décrit  avec  O.M 
pour  rayon,  en  terminant  le  parallélogramme  rectangle  MOT’C’,  la  dia- 
gonale MT  est  aussi  la  tangente,  c'est-à-dire  que  MT'  se  confond  avec 
MT  j d’où  résulte  la  proportion 


OM:MC'=MD:MC  ou  OM:  arc  MB  =p  : 2n  x OM. 


tl42.  Pour  mener  une  normale  à la  spirale  au  point  M ( fi  g.  2't0), 
on  conduit  la  tangente  MT,  et  la  perpendiculaire  MN  menée  au  point  M 
à cette  tangente  est  la  normale  demandée. 

1 1 43.  La  surface  cPun  segment  de  spirale  OBB'O,  compris  entre  le 
rayon  vecteur  OB  et  l'arc  BB'O  qu'il  sous-lend  ( Jig . 239),  a junir  me- 
sure le  tiers  du  produit  de  la  superficie  du  cercle  qui  a le  rayon  vecteur 
OB  = ? pour  rayon,  par  le  rapport  de  ce  rayon  au  pas  OA  —p.  Ainsi,  ,v 
étant  la  surface,  on  a (668) 


*=|»XÔBixg: 


— X 


P *P5 

p v 


(a) 


De  là  il  résulte  que  l’espace  spiral  OACBB'O,  renfermé  dans  la  pre- 
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inière  spire,  est  le  tiers  do  la  surface  du  cercle  qui  a le  pas  OA  = p pour 
rayon.  Faisant  p=p  dans  la  valeur  précédente  de#,  il  vient  bien 


La  surface  des  deux  premières  spires  est  tes  8/3  du  cercle  qui  a te 
pas  p pour  rayon.  En  effet,  si  l’on  fait  p=2 p dans  l'expression  géné- 
rale (a),  on  a 

_ Ë3Z!_ ? > 

3 p ~3~P  ’ 


Retranchant  la  surface  de  la  première  spire  de  la  surface  des  deux  pre- 
mières spires,  on  aura  pour  la  surface  de  la  seconde  spire 


Enfin  pour  obtenir  la  surface  spirale  S comprise  entre  deux  rayons 
vecteurs  OB=p  et  OB' = p’,  il  suffit  de  prendre  la  différence  des  sur- 
faces des  segments  qui  se  terminent  à ces  rayons  vecteurs,  ce  qui 
donne 


S 3 p' 


j -£*3  •• 


DÉVELOPPANTE.  DÉVELOPPÉE.  RAYON  DE  COURBURE. 

1144.  La  développante  d’une  courbe  quelconque  est  la  courbe 
(’.C'C'C'".. . engendrée  par  un  pointe  qui  reste 
fixe  sur  une  tangente  CA,  dont  le  point  de  con- 
tact C change  continuellement,  mais  de  manière 
que  la  distance  du  point  fixe  au  point  de  contact 
soit  constamment  égale  à l'espace  parcouru  par 
le  point  de  contact  sur  la  courbe  : ainsi  B'C’, 
B"C"...  étant  des  positions  de  la  tangente,  on  a 
B'C' = B'C,  E"C"=B'C  .. 

1 143.  La  courbe  CBB"...,  sur  laquelle  roule 
la  tangente,  est  la  développée  de  CC'C"... 

1 140.  Le  point  C,  où  la  développée  rencontre  sa  développante,  est 
l 'origine. 

1147.  Construire  par  points  la  développante  de  la  circonférence 
( fhj . 241).  C étant  l'origine,  si  en  différents  points  B’,  B"...  on  mène  des 
tangentes  au  cercle,  et  que  sur  ces  tangentes  on  prenne  respectivement 
B'C'  = arc  B'C,  B"C"=  arc  B'C...  les  différents  points  C,  C',  C"...  que  l’on 
obtiendra  appartiendront  à la  développante.  On  conçoit  alors  que  l’on 
pourra  ainsi  obtenir  autant  de  points  aussi  rapprochés  que  l’on  voudra. 


Fig.  Ml. 
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et  qu’en  raccordant  tous  ces  points,  la  courbe  obtenue  sera  à très-peu 
près  la  développante. 

1 1 4U.  Tracé  de  la  développante  à l'aide  du  rayon  de  courbure. 
Lorsque  les  points  C,  B',  B''...  sont  très-rapprochés  {fig.  241),  on  peut 
considérer  les  petits  arcs  CB',  B'B"...  comme  des  droites,  et  on  a 
B'C  = B’C'.  D’où  il  résulte  que  CC'  peut  être  considéré  comme  étant  un 
arc  de  cercle  ayant  B'  pour  centre  et  B’C  pour  rayon;  on  peut,  par  la 
même  raison,  supposer  que  B''C"  = B"C’=B  "B’ + B'C,  et  par  suite  que 
C'C"  est  un  arc  de  cercle  ayant  B"  pour  centre  et  B"G'=  B'  C pour  rayon, 
et  ainsi  de  suite.  De  sorte  qu’on  peut  considérer  la  développante  comme 
formée  d’une  série  d’arcs  de  cercle  dont  les  centres  et  les  rayons  sont 
déterminés,  et  qu’il  est  par  conséquent  facile  de  tracer. 

On  conçoit  que  ce  tracé  ne  peut  être  parfaitement  rigoureux  qu’au- 
tant  que  le  rayon,  appelé  rayon  de  courbure  (c’est  le  rayon  de  la  cir- 
conférence qui  a deux  éléments  successifs  infiniment  petits  communs 
avec  la  courbe  au  point  que  l’on  considère),  varie  en  chaque  point  de  1;*. 
courbe.  Dans  la  pratique,  quoiqu’il  soit  impossible,  avec  les  instrumenta 
ordinaires  à dessiner,  de  faire  varier  d’une  manière  continue  le  rayon 
de  courbure,  on  a cependant  fréquemment  recours  à ce  mode  de  tracé. 

On  rapproche  de  l’exactitude  le  tracé  d’une  courbe  à l’aide  du  rayon 
de  courbure,  en  prenant  la  première  distance  CB’  moitié  des  suivantes 
B'B",B"B' "... , et  en  prolongeant  l’arc  décrit  de  B'  comme  centre  ave;; 
B'C  pour  rayon  jusqu’au  milieu  de  C'C"  en  un  point  c'  ; l’arc  décrit  de  B ' 
comme  centre  s'étendrait  alors  de  c' jusqu’en  c"  situé  au  milieu  de  CC, 
et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière,  la  portion  décrite  avec  le  même 
rayon  de  courbure  s’étend  également  de  chaque  côté  de  la  position  qui 
correspond  à la  valeur  de  ce  rayon. 

PrenantB'B"=B"B"=...  les  rayons  de  courbure  font  des  angles  égaux 
lorsque  la  développée  est  une  circonférence;  c’est  cette  égalité  d’angles 
qu’il  convient  ordinairement  de  réaliser,  sauf  à n’avoir  pas  B'B"= 
B"B"'’=...  quand  la  développée  n’est  pas  une  circonférence. 

1140.  Tracer  une  développante  d’un  mouvement  continu.  Supposant 
un  fil  enroulé  sur  la  courbe  CB'"  [fig.  241),  et  une  pointe  ou  un  crayon 
fixé  à l’extrémité  C de  ce  fil,  si  l’on  déroule  ce  fil  en  le  tenant  toujours 
tondu  à l’aide  de  la  pointe  ou  crayon  C,  cette  pointe  ou  ce  crayon  dé- 
crira la  développante  de  la  courbe  qui  passe  par  l’axe  du  fil , qui  est  à 
peu  près  la  courbe  développée  quand  le  fil  est  très-mince. 

lliîO.  Mener  une  normale,  puis  une  tangente,  à la  développante. 
Menant  par  le  point  quelconque  N une  tangente  à la  développée,  elle 
est  normale  à la  développante.  Menant  alors  par  le  point  M,  où  la  nor- 
male rencontre  la  développante,  une  perpendiculaire  MT  à cette  nor- 
male, elle  est  tangente  à la  développante. 

il  est  à remarquer  que  toute  tangente  à la  développée  est  normale  à 
la  développante,  et  réciproquement  De  plus,  la  tangente  MT  à la  déve- 
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loppante  et  la  normale  NO  à la  développée,  menées  aux  extrémités  de 
chaque  rayon  de  courbure,  sont  parallèles. 

1131.  Etant  donnée  une  courbe  CM  (fig.  251),  tracer  sa  développée. 
On  prend  une  série  de  points  C,C',C''...  sur  CM,  et  les  normales  à CM 
menées  par  ces  points  étant  tangentes  à la  développée  (1250),  inscri- 
vant une  courbe  au  polygone  CB'B"...  formé  par  les  rencontres  des 
normales  consécutives,  cette  courbe  pourra  être  prise  pour  la  dévelop- 
pée de  CM. 


CVCLOÏDE. 


liait.  Si  au  lieu  que  ce  soit  la  droite  qui  en  quelque  sorte  tourne  au- 
tour du  cercle  comme 
,g'  ***’  dans  la  génération  de 

la  développante  de  la 
circonférence  (1155), 
c’est  le  cercle  qui 
tourne  sur  la  droite 
AA';  chaque  point  de 
la  circonférence  de 
ce  cercle  décrit,  entre 

deux  de  ses  contacts  successifs  avec  la  droite,  une  courbe  appelée 
cycloïde.  La  fig.  252  représente  la  cycloïde  ABA  décrite  par  le  point  A 
pour  un  tour  du  cercle  sur  AA'. 

lias.  La  droite  AA',  comprise  entre  deux  contacts  successifs  A, A' 
d‘un  même  point  A,  est  la  base  de  la  cycloïde  ABA'  décrite  par  le  point 
A.  Cette  base  est  égale  à la  circonférence  du  cercle  générateur;  de  sorte 
que  D étant  le  diamètre  de  cette  circonférence,  on  a AA’="D. 

La  perpendiculaire  B5,  sur  le  milieu  de  la  base,  est  l'are  de  la  cy- 
cloïde; elle  est  égale  au  diamètre  D;  par  conséquent  on  a (667) 

^.'  = ^=r=3,1416  = y environ; 


• 22  AA’  7 

d’où  AA'  = 3,1516xD  = y D,  et  D = g ^e  = ââAA'- 


1133.  Décrire  par  points  la  cycloïde  engendrée  par  le  point  A de 
la  circonférence  d'un  cercle  de  diamètre  D (fig.  252). 

On  trace  une  droite  AA'  égale  à la  base  3,1516  xD  de  la  cycloïde;  on 
décrit  le  cercle  O,  de  diamètre  D,  tangent  à AA'  au  point  A;  on  divise 
la  base  AA'  et  la  circonférence  génératrice  en  un  même  nombre  de 
parties  égales,  huit  par  exemple,  que  l’on  numérote  comme  l’indique 
la  figure.  Par  les  points  de  division  de  la  circonférence  O on  trace  des  , 
parallèles  à la  base  AA',  et  par  les  points  de  division  1,2,  3...  de  AA’, 

a 
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menant  des  parallèles  aux  droites  At',A2'...,  qui  joignent  le  point  A aux 
différents  points  de  division  de  la  circonférence  O,  ces  parallèles  ren- 
contrent respectivement  les  parallèles  à la  base  AA'  en  des  points 
qui  appartiennent  à la  cycloïdo.  En  effet,  considérant  l’un  quel- 
conque 1"  de  ces  points,  lorsque  le  point  de  contact  sera  en  1,  le  dia- 
mètre 13'  sera  vertical,  et  le  point  générateur  A occupera,  par  rapport 
à ce  diamètre,  ia  même  position  que  le  point  1'  par  rapport  à Ai  dans 
la  figure;  or  comme  cette  position  est  bien  1",  ce  point  appartient 
donc  à la  cycloïde.  On  démontrerait  de  même  que  les  points  2", 3''..  ap- 
partiennent à la  cycloïde.  Comme  l’on  peut  diviser  AA’  en  un  nombre 
quelconque  de  parties  égales,  on  peut  donc  déterminer  autant  qu’on  le 
désire  de  points  de  la  cycloïde,  et  si  l’on  raccorde  tous  cos  points,  la 
courbe  que  l’on  obtiendra  pourra  être  considérée  comme  étant  sensi- 
blement la  cycloïde. 

Si,  au  lieu  de  donner  le  diamètre  D du  cercle  générateur,  on  donnait 
la  base  AA'  de  la  cycloïde , on  déterminerait 


,,  AA'  7 
D = 3.iM-e  = MAA  environ> 


et  on  opérerait  ensuite  comme  dans  le  cas  précédent. 

1183.  Tracé  de  la  cycloïde  par  un  mouvement  continu.  On  conçoit 
que  le  cercle  O étant  un  plateau  circulaire , dans  la  circonférence  du- 
quel est  fixé  une  pointe  ou  un  crayon  A (Jig . 242;,  si  l’on  fait  tourner 
sans  glisser  ce  plateau  le  long  d’une  règle  dont  l'arête  coïncide  avec  AA’, 
la  pointe  ou  le  crayon  A décrira  la  cycloïdo  ABA'  d’un  mouvement  con- 
tinu. 

il  80.  Mener  une  normale , puis  une  tangente  à la  cycloïde.  Lorsque 
le  point  générateur  de  la  cycloïde  occupe  une  position  quelconque  3" 
(Jig.  242),  le  point  de  contact  étant  3,  on  peut  considérer  l’élément  3" 
de  la  courbe  comme  se  confondant  avec  un  élément  d’arc  de  cercle 
dont  le  point  3 est  le  centre  et  33"  le  rayon  ; par  conséquent  33",  qui  est 
normal  à l’arc  de  cercle,  est  aussi  normal  à la  courbe.  La  perpendicu- 
laire 3"T  menée  à 33"  est  tangente  à la  cycloïde. 

De  ce  qui  vient  d’être  dit,  il  résulte  que  pour  mener  une  normalogBt 
par  suite  une  tangente  en  un  point  M d’une 
cycloïde  ou  d’un  arc  de  cycloïde,  il  suffit  de 
déterminer  le  point  de  contact  du  cercle 
générateur  et  de  ia  base  correspondant  au 
point  M.  Or  menant  un  parallèle  EE  à la  base 
AA'  de  la  cycloïde,  à une  distance  de  cette 
base  égale  à la  moitié  du  diamètre  D du 
cercle  générateur,  elle  contiendra  toutes  les 
.positions  qu’occupe  le  centre  de  ce  cercle  dans  son  mouvement. 
Lorsque  le  point  générateur  A est  en  M,  le  centre  du  cercle  se  trouve  A 
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une  distance  de  M égale  à ^ D ; par  conséquent  décrivant  du  point  M 

1 

comme  centre,  avec  - D pour  rayon,  un  arc  de  cercle,  il  coupera  la 

parallèle  EE'  en  un  point  O qui  sera  le  centre  cherché,  et  abaissant  la 
perpendiculaire  OP,  le  point  P sei$  celui  de  contact.  Alors,  que  l’on 
décrive  ou  non  la  cercle  générateur,  la  droite  Ail»  est  la  normale  à la 
cycloïde  au  point  M , et  la  perpendiculaire  MT  est  la  tangente. 

111)7.  En  menant  les  normales  aux  différents  points  de  la  cycloïde, 
ou  décrirait  la  développée  de  cette  courbe  (1151). 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  quelconque  M de  la  cycloïde 
(fîg.  2 45)  est  double  de  la  portion  MP  de  la  normale,  comprise  entre 
la  courbe  et  sa  base;  d’où  il  résulte  que  l’on  peut  tracer  la  déve- 
loppée par  points. 

La  développée  de  la  demi-cycldide  AB  (fig.  242)  est  une  demi-cy- 
cloïde  égale  à AB  ; d’où  il  résulte  que  la  demi-cycloïde  AB  est  aussi 
égale  à sa  développante  (1144 , 1145). 

1 IBB.  La  longueur  de  la  cycloïde  est  égale  à quatre  fois  son  axe  ou 
diamètre  D du  cercle  générateur  (1153).  Ainsi , l étant  cette  longueur, 
ou  a 

/=  4D. 

II 39.  La  surface  S comprise  entre  la  cycloïde  et  sa  base  est  le 
triple  du  cercle  générateur.  Ainsi  D étant  le  diamètre  de  ce  cercle,  on 
a (668) 

S=  y rfD*. 

4 

ÉPICVCLOÏDE. 

1160.  SI  le  cercle  générateur  O,  au  lieu  de  tourner  sur  une  droite, 
comme  au  n"  1152 , tourne  sur  un  cercle  C {Jig.  244),  un  quelconque  A 
de  ses  points  décrit,  entre  ses  deux  contacts  successifs  A,  A',  une 
courbe  ABA'  appelée  épicycldide . 

Lorsque  le  cercle  O tourno  k l’intérieur  du  cercle  C,  chacun  de  ses 
points  décrit  encore  uneépicycloïde;  mais  qui  est  interne,  et  à laquelle 
il  sera  facile  d’appliquer  tout  ce  qui  suit  sur  l’épicycloïde  externe. 

11(11.  L’arc  AA',  du  cercleC,  compris  entre  les  deux  contacts  A et  A', 
est  la  base  de  l’épicycloïdc  ; elle  est  égale  à la  circonférence  -D  du 
cercle  générateur  O. 

La  droite  CB,  menée  par  le  centre  C et  le  milieu  de  la  base,  est  IWf 
de  l’épicycloïde,  et  on  a B4  = l).  Ainsi,  comme  pour  la  cycloïde  (1153), 
on  a 

gT-  = -g-  = r.  — 3,1416  = y environ; 
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d’OÙ  AA'=  3,1416  X D=yD, 


_ AA’  _ 7 
Ct  D “ 3, 1416  _ 22  AA  ' 


Fig.  Î44. 


Le  point  B,  où  l’axe  rencontre  la  courbe , est  le  sommet. 

1 102.  Tracer  une  épicyclotde  par  points  (fig.  244).  Ce  tracé  est  ana- 
logue ùicelui  de  la  cycloïde  (1154).  Ainsi, 
prenant  la  base  AA'  = 3,1416  xD,  ct  décri- 
vant le  cercle  O,  de  diamètre  D,  tangent 
en  A au  cercle  C,  on  divise  la  base  AA'  et  la 
circonférence  O en  un  même  nombre  de 
parties  égales,  huit  par  exemple,  numérotées 
comme  l'indique  la  figure  244-  Du  point  C 
comme  centre , avec  les  distances  de  C aux 
points  de  division  de  la  circonférence  O 
pour  rayons,  on  décrit  des  arcs  de  cercle 
concentriques  à AA',  et  des  points  de  divi- 
sion 1,  2 , 3...  de  AA',  comme  centres,  avec 
des  rayons  respectivement  égaux  aux  dis- 
tances du  point  A aux  points  de  division  1',  2',  3'...  de  la  circonfé- 
rence O,  décrivant  des  arcs  de  cercle,  ils  coupent  les  arcs  concentri- 
ques à AA'en  des  points  appartenant  à l’épicycloïde.  Des  considérations 
analogues  à celles  du  n”  1154  feraient  voir  qu’en  effet  un  point  quel- 
conque 3"  appartient  à l’épicycloïde,  et  que  l’on  peut  déterminer  autant 
de  points  que  l’on  veut  de  cette  courbe,  et  par  suite  la  tracer. 


Remarque.  Si , au  lieu  de  donner  le  diamètre  D,  on  donnait  la  base 


AA',  on  déterminerait  D = 


AA' 

3,1416 


sô  A A',  et  on  opérerait  ensuite 


comme  dans  le  cas  précédent. 

1 1 1*5.  Tracé  de  Vèpicycldride  par  un  mouvement  continu.  C et  O étant 
des  plateaux  circulaires,  et  A une  pointe  ou  un  crayon  fixé  dans  la  cir- 
conférence O,  on  conçoit  que  faisant  tourner  sans  glisser  le  plateau  O 
sur  le  plateau  C,  la  pointe  ou  le  crayon  A décrira  l’épicycloïde  ABA' 
d’un  mouvement  continu. 


1 lO'i.  Mener  une.  normale,  puis  unetangenle  à répicycloïde  { fig.  244). 
Des  considérations  identiques  à celles  du  n"  1156  font  voir  que  la  droite 
33",  qui  joint  le  point  quelconque  3"  de  la  courbe  au  point  de  contact 
correspondant  3 du  cercle  générateur,  est  normale  en  3".  La  perpendi- 
culaire 3"T  à cette  normale  est  tangente  à l’épicycloïde. 
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Fi£- S45-  De  là  il  résulte  encore  que  pour  mener  une 

T normale,  et  par  suite  une  tangente  en  un  point 

M d’une  épicycloïde  ou  d’un  arc  d’épicyclo'ide, 
il  suffit  de  déterminer  le  point  de  contact 
correspondant  au  point  M.  Or  décrivant  un  arc 
de  cercle  EE'  concentrique  avec  la  base  AA'  de 
l’épicycloïde , et  éloigné  de  cette  base  de  la 
moitié  du  diamètre  D du  cercle  générateur  O, 
EE'  contient  toutes  les  positions  qu’occupe 
le  centre  de  ce  cercle  dans  son  mouvement 
Lorsque  le  point  générateur  A est  en  M,  le  centre  du  cercle  se  trouve 


1 

à une  distance  de  M égale  à - D;  parconséquentdécrivantde  M comme 
1 

centre,  avec  - D pour  rayon,  un  arc  de  cercle,  il  coupe  EE'  au  point  O, 

qui  est  le  centre  cherché , et  joignant  les  centres  O et  C , on  obtient 
le  point  de  contact  D.  Alors,  que  l’on  décrive  ou  non  le  cercle  O, 
MD  est  la  normale  demandée,  et  sa  perpendiculaire  MT  est  la  tan- 
gente. 

MOS.  longueur  de  Vépicycloide.  La  longueur  ^ de  la  demi-épicy- 

cloïde  AB  (Jig.  ikà  ',  est  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lon- 
gueurs CA,  CA  + AO  et  2AA’  ; ainsi  on  a,  eu  faisant  CA  = U et  A/i'  = D , 


1 2RD  + D’ 

2 — R 


Si  l’épicycloïde  était  interne,  pour  avoir  sa  demi-longueur,  il  suffi- 
rait de  changer  + ? en  — ^ dans  la  proportion  précédente  ; ainsi  on 
aurait 


R 


d’où 


£ 

2 


2RD  — D* 
R ’ 


Pour  D=R,  il  vient  ^ =R.  C’est  qu’en  effet,  dans  ce  cas,  chaque 

point  de  la  circonférence  O se  meut  suivant  un  diamètre  du  cercle  C, 
c’est-à-dire  qu’alors  l’épicycloïde  est  un  diamètre  du  cercle.  C. 

Remarque.  Lorsque  le  rayon  R est  infini , c’est-à-dire  quand  la  cir- 
conférence C devient  une  ligne  droite,  le  premier  rapport  des  propor- 
tions précédentes  est  égal  à 1,  et  par  suite  aussi  le  second,  et  on  a ^ = 2D 

ou  l—U D ; c’est  qu’en  effet  l’épicycloïde  devient  une  cycloïde  (1158). 

I ICC.  La  surface  totale  S comprise  entre  une  épicycloïde  ABA'  et  sa 
hase  AA'  ( fig . 244),  est  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  quan- 
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tités  : le  rayon  CA  = K , 3CA  + 2AO  ou  3R  + I) , et  la  surface  — du 
cercle  générateur  (668)  ; ainsi  on  a 

r:(3r  + d)  = ^:s,  d'où  s=  **»  + *>. 

4 an 

Lorsque  l’épicycloïde  est  interne , on  a 

R : (3R  — D)  = ^5*  : S,  d’où  s = 3~Rn^-— • 
il  fiR 

Pour  D = R , il  vient  S =*  * -R*;  c’est  qu’en  effet,  dans  ce  cas,  l’aire 

de  l’épicycloide  est  bien  la  moitié  du  cercle  C (1165). 

Remarque.  Comme  au  numéro  précédent,  lorsque  R est  infini,  di- 
visant les  conséquents  par  3,  le  premier  rapport  des  proportions  pré- 
cédentes est  égal  à 1,  et  on  a 

x=3-  d'°11  s=rD’- 


C’est  qu’en  effet  l’épicycloïde  devient  une  cycloïde  (1169). 


HÉLICE. 


1IC7.  L'hélice  est  une  courbe  engendrée  par  un  point  qui  se  meut 
sur  la  surface  latérale  d’un  cylindre,  en 
Fl)!  !4*’  avançant  parallèlement  à l’axe  de  quanti  - 


téségales  pour  des  arcs  égaux  qu’il  décrit 
autour  de  cet  axe. 

1108.  Le  pas  de  l’hélice  est  la  quantité 
BK  dont  le  point  générateur  avance  pa- 
rallèlement à l’axe  AO  pour  une  révolution 
complète  autour  du  cylindre. 

1109.  On  appelle  .spire,  la  portion  BFK 
de  la  courbe,  qui  correspond  à une  révolu- 
tion entière  du  point  générateur. 

1 170.  De  la  définition  du  n"  1167,  il  ré- 
sulte que  la  courbe  BGDE...  étant  une  hé- 
lice tracée  sur  le  cylindre  droit  représenté 
en  plan  par  le  cercle  O’,  et  en  élévation 
par  le  rectangle  dont  OA  est  l’axe,  C et  E 
étant  deux  points  quelconques  de  l’hélice, 
on  a 


Digitized  by  Google 


HÉLICE. 


359 


CM  : EN  = arc  B’C'  : arc  BU'. 

B'C'  étant  l’unité  d’arc,  représentant  par  a la  quantité  constante  CM 
qui  lui  correspond,  on  a,  en  désignant  par  x l’arc  variable  B'E'  et  par  y 
la  valeur  correspondante  EN, 

a‘.y=.  1 : x,  d’où  y—ax. 

Équation  qui  est  celle  d’une  ligne  droite  (1034),  et  qui  indique  que  si 
l’on  développe  la  surface  du  cylindre,  chaque  spire  de  l’hélice  se  déve- 
loppera suivant  une  droite  qui  aura  pour  équation  y = ax,  dans  laquelle, 
à une  ordonnée  quelconque  y = CM,  ou  DO,  ou  EN,  etc.,  correspond 
l’abscisse  x — développement  de  B'C',  ou  de  B’D',  ou  de  B'E',  etc. 

De  là  il  résulte  que  les  diverses  spires  se  développeront  suivant  des 
droites  égales  et  parallèles. 

1 171.  Tracé  de  l'hélice  ffig.  246).  BK  étant  le  pas  de  l’hélice,  on  le 
divise  ainsi  que  la  circonférence  de  la  base  du  cylindre  en  un  môme 
nombre  de  partieségales.huit  par  exemple.  Menant  alors  les  génératrices 
. KB,  IM,  HO...  qui  passent  par  les  points  de  division  B',  C',  D’...  de  la 
circonférence  de  la  base  du  cylindre,  et  prenant  sur  ces  génératrices 

12  3 

successives,  à partir  de  la  base,  des  longueurs  0 , - BK,  -BK,  -,  BK,  etc., 

O O O 

les  points  B,  C,  D,  etc.  que  l'on  obtiendra  appartiendront  à l’hélice.  On 
conçoit  que  pouvant  diviser  la  circonférence  de  la  base  du  cylindre  en 
autant  de  parties  égales  que  l’on  veut,  on  peut  obtenir  autant  de  points 
que  l’on  désire  de  l’hélice,  et  que  la  courbe  qui  raccordera  ces  points 
sur  le  cylindre  pourra  être  prise  pour  l'hélice. 

Lorsque,  au  lieu  de  tracer  l’hélice  sur  le  cylindre,  on  en  trace  les  pro- 
jections, comme  l’indique  la  figure  246,  les  perpendiculaires  menées  à 
t’axe  AO  du  cylindre  par  les  points  de  division  du  pas  BK  rencontrent 
les  projections  LM,  110,  etc.,  des  génératrices  menées  par  les  points  de 
division  de  la  circonférence  de  la  base  du  cylindre,  en  des  points  C, 
D,  etc.,  qui  appartiennent  à la  projection  verticale  de  l’hélice,  qu’alors 
on  peut  tracer  d'une  manière  approchée.  Il  est  évident  que  la  circon- 
férence de  la  base  du  cylindre  est  là  projection  horizontale  de  l’hélice. 

1172.  Mener  une  tangente  à l'hélice  en  un  point  P (fig.  246).  On 
trace  la  génératrice  passant  par  le  point  P ; au  pied  P’  de  cette  généra- 
trice on  mène  une  tangente  PT  que  l’on  prend  égale  au  développe- 
ment de  l’arc  B'P’,  et  joignant  le  point  T'  au  point  P,  la  droite  T'P  qui 
en  résulte  est  la  tangente  demandée.  En  effet,  d’après  le  principe  du 
n°  1141,  la  tangente  au  point  P étant  la  diagonale  du  parallélogramme, 
qui  est  ici  rectangle,  ayant  la  hauteur  du  point  P au-dessus  de  la  base 
et  PT'  pour  côtés,  elle  se  confond  bien  avec  T'P. 

P'T'  est  la  projection  horizontale  de  la  tangente . et  prenant  la  pro- 
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jection  verticale  T du  point  T',  la  droite  TP  est  la  projection  verticale 
de  cette  tangente. 

La  projection  verticale  TP  est  tangente  au  point  P à la  projection 
verticale  BCPF  de  l’hélice. 

Il  est  à remarquer  qu’une  tangente  quelconque  à l’hélice  se  confond 
avec  la  courbe  quand  on  développe  le  cylindre. 

1 1 73.  La  normale  en  un  point  P de  l’hélice  est  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  P sur  l’axe  du  cylindre.  Elle  se  projette  horizontale- 
ment suivant  le  rayon  O'P',  et  verticalement  suivant  PU  perpendicu- 
laire à l’axe  OA. 

1174.  La  longueur  <T un  arc  BP  d’hélice  est  égale  à l'hypoténuse 
d’un  triangle  rectangle  qui  a pour  côtés  de  l’angle  droit  la  distance  du 
point  P à la  base  du  cylindre  et  le  développement  PT  de  l’arc  PB-.  En 
effet,  quand  on  développe  le  cylindre,  ces  trois  lignes  deviennent  les 
trois  côtés  d’un  triangle  rectangle.  On  a alors  (647) 

BP  = y/  pp1’  + TP'1. 

117.5.  Ce  même  triangle  rectangle  étant  la  surface  S comprise  entre 
l’arc  BCP  de  l’hélice,  la  génératrice  à laquelle  se  termine  cet  arc,  et 
l’arc  de  cercle  BT.  on  a (636) 

_ _ PP'  X T'P' 

2 


COURBES  QUELCONQUES. 

1171».  Pour  obtenir  la  longueur  iPane  courbe  quelconque  DC,  on  la 
divise  en  parties  Dd',  d'il",.,,  assez  petites 
pour  qu’on  puisse  les  considérer  comme 
étant  sensiblement  droites;  on  mesure 
chacune  de  ces  parties,  et  la  somme  de 
toutes  les  longueurs  obtenues  est  sensible- 
ment la  longueur  de  DC.  On  peut  aussi  con- 
tourner un  fil  sur  la  courbe , puis  le  recti- 
fier pour  avoir  sa  longueur,  qui  est  celle 
de  la  courbe. 

1177.  Aire  plane  S (Tune  surface  ABCD  comprise  entre  la  courbe 
plane  quelconque  DC  et  sa  projection  AB  sur  une  droite  AB  (979).  Divi- 
sant DC  en  parties  assez  petites  pour  qu’on  puisse  les  considérer  comme 
étant  sensiblement  droites,  et  menant  les  perpendiculaires  a'd’,  a"d” 
la  surface  ABCD  se  trouve  décomposée  en  éléments  Aa'rfT),  a'a"d"d’..., 
que  l’on  peut  considérer  comme  étant  des  trapèzes , et  on  a (640) 


Fig.  247. 
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S— Aa'd'D  + a'a"d"d‘  + ...  = Aa'  X + c'a"  x 


a'd'+a"d" 


+ . 


Soit  : 

AB  = E; 

£ 

A a = a' a"  =...  = -,  ce  qui  suppose  la  projection  AB  divisée  en  n par- 
ties égales  ; 

AD  = y„,  a’d—y ,,  a"d"*=yt...  BC  = y„,  les  diverses  ordonnées 

de  la  courbe. 

Substituant  ces  expressions  dans  la  valeur  de  S,  on  a 


s-  ? x + 5 X 2i±2i  + . . . + ? X y^pL*. 

n 2 n 2 n 2 


ou , en  mettant  - en  facteur  commun , 

71 


s — ~ + Vi  + V\  + ••  • + y»i  + y) . 

expression  très-simple  et  facile  à appliquer. 

1178.  Formule  de  Thomas  Simpson.  Cette  formule  donne  plus  exac- 
tement que  l’expression  précédente  l’aire  de  la  courbe  plane  ABCI) 
{Jig.  2A7).  Le  nombre  n des  divisions  de  AB  étant  pair,  Thomas  Simpson 
a fait  voir  que  l’aire  S de  la  courbe  avait  pour  expression  approchée 

£ 

3^  [y»  + y»  + 4(y , + y,  + ys  + .. . + y-»)  + %,  + y*  + y«  + ...  + y»-,)]. 
£ 

~ étant  la  distance  de  deux  ordonnées  consécutives , l’on  voit  que  la 

valeur  approchée  de  l'aire  S de  la  courbe  est  égale  au  produit  du  tiers 
E 

— de  la  distance  de  deux  ordonnées  consécutives , par  la  somme 

(y o + y»)  des  deux  ordonnées  extrêmes , plus  t\  fois  la  somme  (y,  -f  y, 
+ ys  + ...  + y„_,  ) des  ordonnées  de  rang  pair,  plus  2 fois  la  somme 
(yt  + y»  +y«  + + y»-,)  des  ordonnées  intermédiaires  de  rang  im- 

pair. 

Pour  n — 8,  on  a 
£ 

S =*  3^-g  [y.  + y.  + 4(y,  + y,+  y,  + y7)  + 2 (y,  + y,  + ye) |. 


Remarque.  Dans  le  cas  où  une  ou  les  deux  extrémités  C et  D de  la 
courbe  se  trouveraient  sur  la  droite  AB,  il  suffirait  de  faire  égale  à 0 , 
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dans  l’expression  précédente  et  dans  celle  du  n°  1177,  les  ordonnées 
y.,  y„,  qui  correspondent  aux  points  qui  se  trouvent  sur  AB. 

Si  l’on  avait  une  courbe  fermée,  pour  évaluer  l'aire,  on  la  diviserait 
en  deux  parties  par  une  droite , et  l’on  obtiendrait  la  surface  de  chaque 
partie  en  opérant  comme  dans  le  cas  précédent.  On  peut , dans  ce  cas, 
obtenir  l’aire  totale  par  une  seule  application  de  la  formule;  il  suffit  de 
prendre  pour  ordonnées  les  sommes  des  ordonnées  correspondantes 
dans  les  deux  parties  de  la  courbe. 

1I7S).  M.  Poncelet,  par  une  marche  différente  de  celle  suivie  par 
Thomas  Simpson , a établi  la  formule  suivante  pour  calculer  l’aire  S 
d’une  courbe 

S = ^ [2  (y,  + y, + . ..  + y»_,)  + £ (y.  + y»)  — ^ (y,  + yn~i)] • 
Cette  formule,  dans  laquelle  n est  encore  un  nombre  pair,  montre 

U 

que  l 'aire  S est  à peu  près  égale  au  produit  de  la  distance  - de  deux 

ordonnées  consécutives,  par  le  double  de  la  somme  (y,  + ys  + ...y„_,) 
des  ordonnées  de  rang  pair,  augmenté  du  quart  de  la  somme  (y„  -f  y„) 
des  ordonnées  extrêmes , et  diminué  du  quart  de  la  somme  (y,  + »/„_,) 
des  ordonnées  immédiatement  voisines  des  deux  ordonnées  extrêmes. 

La  formule  de  M.  Poncelet  donne  des  résultats  aussi  et  même  souvent 
plus  approchés  que  celle  de  Thomas  Simpson,  et  l’on  voit  que,  à part 
y.  et  y,,  toutes  les  autres  ordonnées  de  rang  impair  n’y  figurent  pas, 
ce  qui  est  un  grand  avantage  dans  tous  les  cas  où  ces  ordonnées  ne  sont 
pas  connues,  puisqu’alors  on  peut  se  dispenser  de  les  calculer,  ce  qui 
n’a  pas  lieu  quand  on  emploie  la  formule  de  Thomas  Simpson. 


Digitized  by  Googl 


SIXIEME  PARTIE. 


LEVÉ  DES  PLANS.  ARPENTAGE.  NIVELLEMENT. 


DÉFINITIONS  ET  PRINCIPES. 

1180.  L’opération  du  levé  du  plan  d'une  machine,  d'un  bâti- 
ment, etc.,  consiste  à déterminer  les  dimensions  et  les  positions  rela- 
tives de  leurs  différentes  parties,  et,  avec  ces  éléments,  de  faire  à une 
échelle  convenable  (953)  le  plan  de  la  machine  ou  du  bâtiment  (955). 

L’expression  levé  des  plans  est  surtout  usitée  quand  il  s’agit  des 
terrains,  et  dans  ce  cas  on  so  propose  de  déterminer  les  positions  des 
projections  sur  un  plan  horizontal  des  lignes  formant  les  contours  du 
terrain,  et  des  forêts,  rivières,  routes,  etc.  que  contient  ce  terrain  ; puis 
de  faire  à une  échelle  convenable  le  plan  de  l’ensemble  de  ces  projec- 
tions. 

Le  plan  de  cette  projection  horizontale  est  le  plan  cutellaire  du  ter- 
rain. 

Les  résultats  s’inscrivent  sur  un  croquis  (896)  au  fur  et  à mesure 
qu’on  les  obtient  sur  le  terrain  : c’est  faire  le  levé  proprement  dit.  Ce 
croquis  sert  ensuite  à dessiner  le  plan  du  terrain  : c’est  ce  qu’on  appelle 
rapporter  le  plan. 

H 81.  L'arpentage  consiste  à déterminer  l’aire  de  la  projection  sur 
un  plan  horizontal,  c’est-à-dire  l’aire  du  plan  cutellaire  d’une  portion 
déterminée  de  terrain  (1180)  ; ce  qui  peut  se  faire,  soit  immédiatement 
sur  le  terrain , soit  à l'aide  du  plan  qui  en  a été  levé. 

1 18ü.  Le  plan  du  terrain  est  une  figure  formée  de  lignes  droites , de 
lignes  courbes  et  de  points.  Une  ligne  droite  étant  déterminée  par  ses 
deux  extrémités , et  une  courbe  par  une  série  de  points  convenablement 
rapprochés  situés  sur  son  contour,  l’on  voit  que  l’opération  du  levé  de 
plan  consiste  à trouver  les  positions  ralatives  des  projections  sur  un 
plan  horizontal  d’une  série  de  points  situés  sur  le  sol. 
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1183.  ABCDE  étant  des  points  du  terrain  à rapporter  sur  le  plan,  on 
prend  la  droite  AB  pour  base  des  opérations, 
c’est-à-dire  que  l’on  considère  cette  droite 
comme  étant  la  base  commune  des  triangles 
ABC , ABD,  ABE , qui  ont  pour  sommets  les 
autres  points  C,  D,  E;  puis  on  mesure  assez 
de  parties  de  ces  triangles  pour  qu'ils  soient 
déterminés,  et  par  suite  aussi  leurs  sommets 
C,  D,  E (573). 

1184.  On  peut  mesurer  les  longueurs  ho- 
rizontales des  trois  côtés  de  chacun  de  ces 
triangles,  et  ramener  ainsi  toute  l'opération  à 
la  mesure  de  longueurs  : c'est  ce  que  l’on  appelle  le  levé  au  mètre  (1212). 

1 1 03.  On  peut  ne  mesurer  que  la  longueur  horizontale  de  la  base  AB, 
et  la  valeur  des  projections  horizontales  des  angles  adjacents  à cette 
base  dans  chaque  triangle  : c’est  le  levé  au  graphomètre  (1218). 

On  arriverait  au  môme  résultat  en  mesurant  les  longueurs  horizon- 
tales de  BA,  BE,  BD,  BC,  et  en  déterminant  les  valeurs  des  projections 
horizontales  des  angles  ABE,  ABD,  ABC. 

1180.  Le  levé  à la  planchette  n’est  autre  chose  que  le  levé  au  gra- 
phomètre  (1185);  seulement  la  valeur  numérique  des  angles  n’est  pas 
donnée;  mais  le  plan  est  rapporté  sur  le  terrain  même,  sans  croquis 


Fig.  us. 


p 


(1223). 

1187.  Après  avoir  déterminé  les  points  A,  B,  C,  I),  E ( fig . 2ii8),  pre- 
nant une  droite  CD,  qui  joint  deux  de  ces  points  pour  base,  on  peut 
déterminer  des  points  situés  de  l’autre  côté  de  CD,  et  en  continuant 
ainsi  de  suite,  on  conçoit  que  l’on  pourra  faire  le  plan  d’une  étendue 
de  terrain  quelconque. 

Cette  division  du  sol  en  triangles  et  la  suite  des  opérations  que  l’on 
effectue  pour  avoir  les  valeurs  de  leurs  angles  et  de  leurs  côtés  consti- 
tuent ce  que  l’on  appelle  une  triangulation, 

1 188.  Au  lieu  de  prendre  une  droite  AB,  qui  joint  deux  points  à re- 
lever, pour  base,  on  est  quelquefois 
obligé  d'avoir  recours  à une  droite  arbi- 
traire ry,  que  l’on  choisit,  sur  le  sol, 
autant  que  possible  horizontale,  et  de 
manière  que  de  ses  extrémités  tous  les 
points  à relever  soient  visibles  et  acces- 
sibles. 


Fig.  «s. 
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1109.  On  peut  encore  déterminer  les  positions  des  points  d’un  ter- 
rain en  abaissant  de  ces  points  des 
perpendiculaires  sur  une  base  xx1,  et 
en  mesurant  les  longueurs  horizon- 
tales de  ces  perpendiculaires  et  celles 
des  distances  de  leurs  pieds  n,  b,  c,d,e 
à un  point  fixe  O de  la  base.  Ce  mode 
d'opérer  constitue  le  levé  à l'équerre , 
parce  que  les  perpendiculaires  à la 
base  se  mènent  au  moyen  de  Vêqucrre 
d'arpenteur  (1197,  1215). 

1190.  L’aiguille  aimantée  pre- 
nant une  direction  que  l’on  peut  con- 
sidérer comme  constante  dans  une  certaine  étendue  de  terrain, 
supposant  que  les  influences  qui  peuvent  faire  varier  cette  direction 
restent  les  mêmes  dans  l’étendue  du  terrain  et  pendant  la  durée  des  ob- 
servations, on  a utilisé  cette  propriété  pour  construire  la  boussole, 
instrument  à l’aide  duquel  on  peut  mesurer  les  angles,  et  par  suite 
lever  les  plans  : c’est  le  levé  à la  boussole  (1222). 

INSTRUMENTS.  LEUR  USAGE. 

1191.  D’après  l’exposé  que  nous  venons  de  faire  dos  principes  sur 
lesquels  repose  le  levé  des  plans , on  voit  que  l’on  a constamment  : 

1”  A déterminer  sur  le  sol  une  ligne  droite,  ou  plutôt  une  ligne  se 
projetant  sur  un  plan  horizontal  suivant  une  ligne  droite  : c'est  ce  que 
l’on  appelle  tracer  un  alignement; 

2"  A mesurer  la  longueur  d’un  alignement,  ou  mieux  de  sa  pro- 
jection sur  un  plan  horizontal  ; 

3“  A mesurer  l'angle  de  deux  alignements,  c'est-à-dire  l’angle  formé 
par  les  projections  de  ces  alignements  sur  un  plan  horizontal. 

1192.  Jalons  et  balises.  On  fixe  un  alignement  au  moyen  d e jalons, 
que  l’on  plante  de  distance  en  distance  dans  le  sol.  Ce  sont  des  baguettes 
del",30  environ  de  longueur,  appointées  à l’extrémité  qui  doit  pénétrer 
dans  le  sol . et  fendues  à l’autre  pour  recevoir  un  voyant  ou  feuillet  de 
papier  qui  les  rend  visibles  à une  certaine  distance. 

Pour  les  opérations  d’une  certaine  importance , comme  pour  le  tracé 
d une  route , les  jalons  sont  des  piquets  ferrés  par  le  pied,  et  peints  al- 
ternativement dans  leur  longueur  en  couleurs  éclatantes,  ordinairement 
rouge  et  blanche.  Souvent  même,  pour  faciliter  l’opération  et  en  con- 
server la  trace , quelques  jalons  sont  remplacés  par  de  grands  signaux 
appelés  balises  ; ce  sont  de  grandes  perches , au  sommet  desquelles  on 
fixe  souvent  un  petit  drapeau. 


Fig.  Î50. 
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1 U)ô.  Tracé  <fun  alhjnement.  1°  Si  de  l’une  des  extrémités  A de 

l’alignement  on  peut  découvrir 
*’lg'  iSi'  l'autre  B ou  au  moins  un  jalon 

• « i « planté  verticalement  en  B,  l’opé- 

i I i 1 rateur  place  un  second  jalon  en  A; 

4 " c “ puis  dirigeant  un  rayon  visuel  sur 

la  ligne  qui  unit  les  jalons  A et  B,  il 
en  fait  planter  d’intermédiaires  par  un  aide,  en  commençant  parle  plus 
rapproché  de  B,  et  en  continuant  successivement  par  ceux  qui  s’en 
éloignent  davantage.  L'aide  étant  vers  le  point  G,  il  présente  le  jalon 
verticalement  et  l’avance  à droite  ou  à gauche , d’après  les  indications 
que  lui  fait  de  la  main  l’opérateur,  qui  se  tient  à une  certaine  distance 
en  arrière  du  jalon  A.  Quand  l’opérateur  s’est  assuré , en  visant  tangen- 
tiellement  aux  jalons  alternativement  à droite,  à gauche  et  même  par 
les  sommets,  que  le  jalon  est  bien  dans  l’alignement,  il  fait  signe  à 
l’aide  de  le  planter  dans  le  sol.  Gela  fait,  on  opère  de  même  pour  le 
jalon  suivant  D et  successivement  pour  tous  les  autres. 

2"  Quand  de  l’une  des  extrémités  A,  B on  ne  peut  voir  un  jalon  ou  un 


Fig.  Î5Î. 


signal  quelconque  placé  à l’autre  extrémité,  ce  qui  arrive,  par  exemple, 
quand  les  points  A et  B sont  séparés  par  une  élévation  de  terrain , deux 
opérateurs,  qui  remplissent  en  même  temps  les  fonctions  d’aides , en 
opérant  comme  dans  le  cas  précédent,  placent  simultanément , par  un 
double  tâtonnement , l’un  le  jalon  I)  dans  l’alignement  CA,  et  l'autre  le 
jalon  C dans  l’alignement  DB.  Les  deux  alignements  A CD  et  CDB  ayant 
une  partie  commune  CD  n’en  forment  qu’un  seul  AB. 

On  opérerait  encore  de  la  même  manière  si , voulant  agir  en  toute 
rigueur,  les  extrémités  A et  B étaient  séparées  par  une  vallée  profonde , 
quoique  de  A on  pût  distinguer  un  jalon  placé  en  B. 

Remarque.  Il  se  présente  des  cas  particuliers  où  l’on  est  obligé 
d’avoir  recours  à d’autres  moyens  pour  placer  les  jalons  d’un  aligne- 
ment ; mais  ces  moyens  seront  mieux  compris  quand  nous  connaîtrons 
les  instruments  dont  on  est  alors  obligé  de  faire  usage. 
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Fig.  253. 


1194.  Chaîne  d'arj>enteur.  Fiches.  La  chaîne  d’arpenteur  sert  à 
mesurer  les  longueurs  sur  le  terrain  ; elle  est  formée 
de  tiges  en  gros  fil  de  fer  recourbées  en  boucles  à 
leurs  extrémités  et  réunies  par  des  anneaux.  Les 
anneaux  sont  espacés  do  0*,20  d’axe  en  axe.  La 
chaîne  se  compose  de  20  chaînons,  et  a par  con- 
séquent un  décamètre  ou  10  mètres.  Les  extrémités 
sont  terminées  par  des  poignées  pour  la  facilité  de  la 
manœuvre.  Ces  poignées  sont  comptées  dans  la  lon- 
gueur de  la  chaîne,  ce  qui  fait  que  les  chaînons  ex  - 
trôœes  sont  plus  courts  que  les  autres.  De  mètre  en 
mètre,  les  anneaux  de  jonction  des  chaînons  sont  en 
cuivre  pour  faciliter  la  lecture  des  longueurs  mesu- 
rées, et  un  appendice  articulé  sur  l’anneau  du  mi- 
lieu de  la  chaîne  sert  à faire  reconnaître  ce  point. 

Les  fiches  sont  des  petites  tiges  en  fil  de  fer  do 
0“,004  environ  de  diamètre,  recourbées  en  anneau  à 
une  extrémité,  et  appointées  à l’autre  pour  faciliter  la 
pénétration  dans  le  soi. 

1 199.  Pour  mesurer  la  longueur  horizontale  d'un 
alignement,  l’opérateur  tient  contre  le  pied  du  jalon 
de  départ  une  des  poignées  de  la  chaîne,  et  son  aide , 
appelé  porle-chaîne , tenant  l’autre  poignée,  s’éloigne 
de  toute  la  longueur  de  la  chaîne.  Quand  l'opérateur 
s’est  assuré  que  la  chaîne  est  bien  tendue  horizontale- 
ment et  dans  la  direction  de  l’alignement,  il  l’indique 
à son  aide , qui  plante  alors  une  fiche  dans  le  sol, 
bien  verticalement  et  tangentiellement  à l’intérieur 
du  bord  extérieur  de  la  poi- 
,s'  ÎS4'  gnée , comme  l’indique  la 

fig.  254.  L’opérateur  et  l’ai- 

de,  en  entraînant  la  chaîne, 

avancent  dans  la  direction 
do  l’alignement;  l’opérateur 
vient  appuyer  l’intérieur  de 
la  poignée  contre  la  fiche , et  l’aide  plante  une  seconde  fiche  en  pre- 
nant les  mêmes  précautions  que  pour  la  première,  et  on  continue  ainsi 
de  suite. 

L’aide  a 10  fiches  dans  la  main  au  commencement  de  l’opération;  à 
chaque  station,  il  en  plante  une  quo  l’opérateur  retire  du  sol  quand  il 
quitte  le  point  où  elle  se  trouve;  lorsqu’il  les  a toutes  en  main,  il  les 
remet  de  nouveau  à l’aide , et  il  prend  note  de  la  portée  ou  dizaine  de 
décamètres  mesurée. 

De  la  manière  de  placer  les  poignées  par  rapport  à la  fiche , on  perd 
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à chaque  station,  de  la  longueur  totale  de  la  chaîne,  une  longueur  nm 
égale  au  diamètre  de  la  fiche  plus  la  somme  des  diamètres  des  fils  de 
fer  formant  les  poignées.  Il  y a donc  lieu  de  régler  en  conséquence  la 
longueur  de  la  chaîne  avant  de  commencer  l'opération. 

Des  opérateurs  font  placer  par  leur  aide  la  fiche  à l’intérieur  de  la 
poignée,  comme  ci-dessus,  et  eux  appliquent  l’extérieur  de  la  poignée 
contre  la  fiche.  l)e  cette  manière , on  ne  perd  de  la  longueur  de  la 
chaîne  que  le  diamètre  du  fil  de  fer  d’une  poignée  à chaque  station. 

Enfin , un  autre  moyen  très-usité  consiste  à tenir  les  poignées  verti- 
calement et  à toujours  placer  les  fiches  à l’extérieur  des  poignées.  La 
longueur  de  la  chafne  est  alors  augmentée  du  diamètre  de  la  fiche  à 
chaque  station.  Ayant  eu  la  précaution  de  faire  disposer  les  côtés  ex- 
térieurs des  poignées  perpendiculairement  à la  longueur  de  la  chaîne 
bien  tendue,  l’aide,  en  serrant  avec  la  main  la  fiche  contre  la  poignée , 
ne  pourra,  en  tendant  la  chaîne,  que  planter  la  fiche  verticalement. 

Varia/ion  de  la  longueur  de  la  chaîne  Quand  la  surface  du  sol  n’est 
pas  droite  et  horizontale,  la  chaîne  ne  reposant  plus  dans  toute  sa 
longueur,  quoique  bien  tendue,  elle  prend  la  forme  d’une  courbe,  et 
ses  extrémités  sont  rapprochées  ; c’est  à l’opérateur  à vérifier  combien 
de  millimètres  11  doit  retrancher  de  la  longueur  de  la  chaîne  pour  com- 
penser cette  erreur. 

La  traction  à laquelle  on  soumet  la  chaîne  en  la  tendant  allonge 
promptement  les  anneaux  et  les  boucles;  c’est  pour  cette  raison  que 
quand  l’on  veut  opérer  avec  quelque  exactitude,  il  faut,  chaque  matin, 
et  même  pendant  le  cours  de  la  journée,  vérifier  la  chaîne  sur  une  lon- 
gueur étalon  préparée  avec  soin. 

Lorsque  le  sol  a de  fortes  ondulations  ou  une  pente  considérable, 
quand  la  chaîne  est  tendue  horizontalement,  les  fiches  ne  sont  plus 
assez  longues;  alors  ou  laisse  tomber  tangentiellement  à la  poignée  une 
fiche  plombée;  elle  fait  un  trou  dans  le  sol,  et  marque  la  place  de  la 
fiche  proprement  dite.  Dans  ce  cas,  des  opérateurs  remplacent  la  fiche 
plombée  par  un  bâton,  celui  de  l’équerre  ordinairement,  qu’ils  dressent 
verticalement  comme  une  fiche. 

Lorsque  la  pente  du  sol  est  longue  et  régulière,  pour  éviter  les  diffi- 
cultés. que  l’on  éprouve  pour  bien  tendre  la 
chaîne  et  placer  les  fiches,  et  diminuer  les 
erreurs  qui  résultent  toujours  soit  de  la  cour- 
bure de  la  chaîne,  soit  du  placement  des  fiches, 
il  convient  de  chaîner  suivant  la  pente  Alî  du 
sol,  puis  de  déterminer  l’angle  a,  et  la  distance 
horizontale  cherchée  <iB  est  donnée  par  la 
formule 

aB  = AB  C0i-  a.  (980) 
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Au  lieu  de  chercher  a,  il  peut  être  plus  commode  de  déterminer  Aa 
par  un  nivellement,  et  on  a alors  (647) 

aB=v/ÂB*  — Âô\ 

Pour  des  angles  très-petits,  cos  a différant  très-peu  de  l’unité  (1011), 
on  a alors  sensiblement  aB  = AB , et  on  peut  chaîner  suivant  la  pente. 

1196.  La  chaîne  d’arpenteur  est  quelquefois  un  simple  ruban  en  acier 
div  isé  en  mètres  et  fractions  de  mètre  dans  sa  longueur;  elle  a alors  l’a- 
vantage de  ne  pas  s’allonger  sous  la  traction  comme  quand  elle  est 
composée  de  chaînons. 

1197.  Équerre  (T arpenteur  (1189).  C’est  un  prisme  droit  creux,  en 
cuivre,  dont  la  base  est  un  octogone  régulier  ; 4 de  ses 
faces  latérales  diamétralement  opposées  forment  des 
pinnutes,  c’est-à-dire  qu’on  a pratiqué  dans  chacune 
d’elles  une  ouverture,  appelée  fenêtre,  qui  se  pro- 
longe en  son  milieu  par  une  fente  étroite,  nommée 
œilleton;  un  fil  de  soie  ou  un  crin  est  tendu  dans  l’axe 
de  la  fenêtre  et  de  l’œilleton,  parallèlement  à l’axe  du 
prisme.  Les  crins  de  deux  faces  opposées  déterminent  un 
plan  passant  par  l'axe  de  l’équerre,  et  qu’on  appelle 
plan  de  visée,  parce  que  c’est  en  appliquant  l’œil  sur 
l’œilleton  et  en  regardant  par  la  fenêtre  opposée  que 
l’on  amène  ce  plan  à passer  par  l’objet  que  l’on  vise.  On 
a soin,  en  construisant  l’équerre,  défaire  correspondre 
chaque  fenêtre  à l’œilleton  de  la  face  opposée. 

Les  pinnules  des  4 autres  faces  sont  de  simples  fentes  étroites  sur- 
montées d’un  petit  trou  circulaire.  • 

11  y a ainsi  dans  l’équerre  4 plans  de  visée,  dont  chacun  est  à angle 
droit  avec  un  autre,  et  incliné  à 45“  avec  les  deux  autres;  ce  qui  per- 
met de  tracer  sur  le  terrain  des  angles  de  90°  et  de  45”. 

L’équerre  s’adapte  sur  un  bâton  qui  lui  sert  de  pied,  au  moyen  d’une 
douille  que  l’on  visse  au  centre  de  la  base  inférieure  de  l’équerre.  Ce 
bâton  est  ferré  en  pointe  à son  pied,  afin  qu’on  puisse  le  planter  ver- 
ticalement dans  le  sol. 

H 98.  Vérification  de  réquerre.  Toutes  les  équerres  sortant  de  chez 
le  fabricant  doivent  être  exactes,  c’est-à-dire  que  les  plans  de  visée 
principaux  doivent  être  à angles  droits,  ainsi  que  les  plans  de  visée  se- 
condaires, et  les  premiers  doivent  être  inclinés  à 45“  sur  les  seconds. 

Pour  s’assurer  que  deux  plans  de  visée  sont  à angle  droit,  on  plante 
l'instrument  aussi  verticalement  que  possible;  on  dirige  l’un  des  plans 
de  visée  vers  un  objet  éloigné,  et  le  second  plan  vers  un  autre  objet; 
puis  on  fait  tourner  l’instrument  jusqu’à  ce  que  le  premier  plan  passe 
par  le  second  objet,  et  si  le  second  plan  passe  parle  premier  objet, 

2* 


rig.  Î56. 
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Fig.  Î58. 
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c’est  que  les  deux  plans  forment  entre  eux  h angles  égaux,  et  par  con- 
séquent droits.  En  opérant  delà  même  manière  on  vérifierait  si  les  deux 
autres  plans  de  visée  sont  perpendiculaires  entre  eux,  et  encore  s’ils 
l ont  des  angles  de  û5“  avec  les  premiers. 

1 199.  Par  un  point  C mener  une  perpendiculaire  à un  alignement  AB. 

1"  Le  point  C étant  sur  l’alignement, 
on  plante  l’équerre  en  G;  on  dirige  un 
plan  de  visée  6ur  le  jalon  B,  comme  vé- 
rification, le  même  plan  de  visée  doit 
passer  aussi  par  le  jalon  A ; puison  fait 
planter  un  jalon  D dans  le  plan  de  vi- 
sée perpendiculaire  au  premier,  et  CD 
est  la  perpendiculaire  demandée. 

2”  Si  le  point  C est  hors  de  l’aligne- 
ment AB,  en  tenant  un  plan  de  visée 
dans  la  direction  AB,  on  promène  l’é- 
querre sur  AB,  jusqu’à  ce  que  le  plan 
de  visée  perpendiculaire  au  premier 
passe  par  le  point  G,  et  CD  est  la  per- 
pendiculaire demandée. 

Remarque.  On  opérerait  de  même 
pour  mener  par  un  point  C une  droite 
faisant  un  angle  de  kb°  avec  un  aligne- 
ment AB. 

instrument  se  compose  d’un  limbe  ou 
demi-cercle  divisé  dans  les  deux  sens, 
comme  le  rapporteur  (902) , en  180° 
subdivisés  en  demi-degrés.  Il  est  muni 
de  deux  alidades,  ou  règles  recourbées 
à angle  droit  à leurs  extrémités  et  mu- 
nies de  pinnules  semblables  à celles 
de  l’équerre  d’arpenteur.  Une  des  ali- 
dades est  fixe,  et  son  plan  de  viséecor- 
respond  à la  ligne  de  foi  du  demi- 
cercle,  de0°  à 180°  ; l’autre  alidade  est 
mobile  autour  du  centre  du  demi-cercle,  qu’elle  peut  parcourir,  de  ma- 
nière que  son  plan  de  visée  fasse  un  angle  quelconque  avec  celui  de 
l’alidade  fixe.  La  grandeur  de  cet  angle  est  indiquée  sur  le  cercle  par 
l’alidade  mobile. 


eq^a- 

1200.  Graphomèlre. 
Fig.  Î59. 


cet 


Il  est  avantageux  de  remplacer  l’alidade  à pinnules  par  une  alidade  à 
lunette  plongeante,  c’est-à-dire  mobile  autour  d’un  axe  horizontal.  Cette 
alidade  permet  de  viser  de  plus  loin,  plusjusteetàdes  niveaux  très-diffé- 
rents. 

L’axe  du  limbe  se  prolonge  en  dessous,  et  se  termine  par  une  sphère 
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qui  s’engage  entre  deux  coquilles  dont  l’une  est  mobile.  La  coquille  fixe 
se  termine  iuférieurement  par  une  douille,  que  l’on  emmanche  sur  une 
tige  fixée  au  sommet  d’un  pied  à trois  branches,  sur  lequel  on  place 
l’instrument  quand  on  veut  opérer.  Une  vis  qui  traverse  la  coquille  mo- 
bile étant  desserrée,  on  donne  au  cercle  la  position  que  l’on  veut,  et 
on  l’y  fixe  ensuite  en  serrant  la  vis. 

1301.  Mesurer  C angle  A de  deux  alignements  AB,  AC  au  moyen 

du  graphomèlre.  On  enlève  le  ja- 
lon A , et  on  place  l’instrument  de 
manière  que  son  centre  se  trouve 
autant  que  possible  sur  la  verticale 
passant  par  l'axe  du  trou  laissé 
par  le  jalon  (un  petit  écart  autour 
de  cette  position  n’influe  pas  d’une 
manière  sensible  sur  la  valeur  de 
l’angle  A).  Ayant  bien  affermi  le 
pied , on  desserre  la  coquille,  on 
amène  le  cercle  dans  une  position 
horizontale,  et  de  manière  que  le 
plan  de  visée  de  l'alidade  fixe  passe  par  le  jalon  B ; on  serre  la  coquille, 
et , sans  secousse,  on  fait  tourner  l’alidade  mobile  jusqu’à  ce  que  son 
plan  de  visée  contienne  le  jalon  C.  On  lit  alors  sur  le  limbe  la  valeur  de 
l’angle,  ou  plutôt  la  valeur  de  l’angle  réduit  à l’horizon. 

Sur  le  limbe  se  trouve  ordinairement  uue  petite  boussole  qui  donne 
l'angle  formé  par  le  côté  AB  avec  la  direction  nord-sud  (1306).  Cela  per- 
met d’orienter  l'angle  BAC  et  par  suite  tout  le  plan  don  t les  points  A,  B,  C 
font  partie. 

1303.  Vernier.  Pour  donner  plus  d'exactitude  .à  la  lecture  des 
angles  fournis  par  le  graphoraètre,  à chaque  extrémité  de  l’alidade  mo- 
bile on  a gravé  un  veruier.  C’est  un  appareil  à l'aide  duquel  on  atteint 
le  même  but  qu’avec  l’échelle  topographique  (,/fÿ.  165).  Il  peut  être  cir- 
culaire comme  dans  le  graphomôtre,  ou  rectiligne  (fig.  261  et  262). 

Soit  une  règle  AB  divisée  en  parties  égales  d’une  longueur  connue, 

et  une  seconde  règle,  ou 
rentier  proprement  dit  CD, 
glissant  dans  une  rainure  le 
long  de  la  première.  Lalon- 
gueur  de  CD  étant  égale  à 
un  nombre  entier,  5 par 
exemple,  de  divisions  do  AB,  et  cette  longueur  étant  partagée  en  5 + 1 
> 6 
parties  égales,  6 parties  de  CD  en  valent  5 de  AB.  une  seule  en  vaut  - , 

et  la  différence  de  ces  parties  est  égale  à - de  la  dernière  ; par  consé- 

b 

quent  si  deux  divisions  correspondent  sur  les  deux  règles,  les  lf*,  2*, 


?ig.  560. 
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3'...  divisions  à droite  et  à gauche  du  point  de  coïncidence  seront 

12  3 

respectivement  sur  CD  en  avance  sur  celles  de  AB,  de  g,  g,  - ...d’une 


partie  de  AB. 

Cela  établi , supposons  qu’un  objet  appliqué  contre  la  règle  AB,  à 
partir  du  0 de  cette  règle,  fasse  avancer  le  vernier  jusqu’au  point  e;  la 
Fig  26î  longueur  de  cet  objet  sera 

égale  à 15  parties  de  AB, 

plus  ce  ou  | d’une  partie 


I.  1,1  .1 


H I «I  I 1 


=a 


15  16 


i i i i'~t — n 


de  AB. 


Le  vernier  du  graphomètre  s’étend  sur  29  divisions  du  limbe,  de  cha- 
cune un  demi-degré,  et  il  est  divisé  en  30  parties  égales;  il  en  résulte 
que  la  différence  entre  une  division  du  limbe  et  une  du  vernier  est 
1 

2^  de  un  demi-degré;  ainsi  ce  vernier  permet  de  lire  la  valeur  des 
angles  & une  minute  près. 

1203.  Vérification  du  graphomètre.  En  mesurant  les  trois  angles 
d’un  triangle , la  somme  des  valeurs  trouvées  est  égale  à 180“  si  le  limbe 
est  bien  divisé.  De  même,  en  mesurant  tous  les  angles  successifs  formés 
autour  d’un  même  point  par  plusieurs  directions,  la  somme  des  valeurs 
trouvées  doit  être  égale  à 360". 

1204.  La  base  de  chaque  pinnule  occupant  sur  le  limbe  un  arc  d’en- 
viron 12  ’,  on  ne  peut  mesurer  directement  que  des  angles  supérieurs 
à 6”  et  inférieurs  à 17A".  Quand,  par  exception  bien  rare,  on  a à me- 
surer des  angles  hors  de  ces  limites,  on  mesure  deux  angles  dont  la  dif- 
férence ou  la  somme  est  égale  à l’angle  cherché. 

1203.  Équerre-graphomètre.  Cet  instrument  peut 
servir  à la  fois  d’équerre  et  de  graphomètre.  Il  est 
composé  d’un  cylindre  fixe  a,  percé  d’un  seul  plan 
de  visée  déterminé  d’un  côté  par  une  simple  fente 
et  de  l’autre  par  une  fenêtre  avec  fil  (1197),  et  d’un 
cylindre  supérieur  6,  percé  de  deux  plans  de  visée  à 
angle  droit  et  déterminés  comme  celui  du  cylindre  a 
par  une  fente  d’un  côté  et  une  fenêtre  do  l’autre.  Le 
cylindre  b est  mobile  sur  celui  a,  et  on  lui  imprime 
son  mouvement  à l’aide  d’une  crémaillère  intérieure 
qui  s’engrène  avec  un  pignon  monté  sur  un  axe  portant 
une  tète  d.  Cette  disposition  permet  de  faire  mouvoir 
le  cylindre  b sans  secousse.  Le  cylindre  a est  surmonté 
d’un  cercle  argenté  divisé  en  360*,  le  0 correspondant  à la  fente  du  plan 
de  visée,  et  le  cylindre  6 se  termine  inférieurement  par  une  couronne 
portant  un  vernier  dont  le  0 correspond  à la  fente  de  l’un  des  plans  de 
visée.  Enfin  le  cylindre  6 porte  une  boussole  c sur  son  fond  supérieur. 
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On  peut  se  servir  du  cylindre  supérieur,  abstraction  faite  du  cylindre 

a,  comme  d’une  simple  équerre  pour  mener  des  perpendiculaires  (1199). 
Par  l’emploi  simultané  des  deux  cylindres , on  peut  mesurer  un  angle 
comme  avec  le  graphomètre  (1200).  Ainsi,  disposant  l’instrument  sur 
un  pied  à trois  branches  au  sommet  A de  l’angle  (Jig.  260),  on  dirige 
le  plan  de  visée  du  cylindre  a vers  le  point  B;  puis  on  fait  tourner  le 
cylindre  b jusqu’à  ce  que  son  plan  de  visée  correspondant  au  0 du  ver- 
nier  passe  par  le  point  C,  et  la  valeur  de  l’angle  BAC  se  lit  sur  le  cercle 
qui  surmonte  le  cylindre  a,  au  moyen  du  vemier  que  porte  le  cylindre 

b.  La  boussole  c sert  à orienter  l’angle  BAC. 

1200.  Boussole[  1190).  L’aiguille  aimantée  reposant  librement  par  son 
centre  sur  un  pivot,  elle  prend,  sur  une  certaine  étendue  de  terrain, 
une  direction  qui  fait  un  angle  à peu  près  constant  avec  la  direction 
nord-sud  du  méridien  terrestre.  Cet  angle,  appelé  la  déclinaison  de  l’ai- 
guille, est  en  ce  moment  à Paris  de  20°  6 , mesurés  du  nord  vers  l’ouest, 
c'est-à-dire  de  droite  à gauche  pour  l’observateur  qui  regarde  vers  le 
nord.  Un  plan  s’oriente  en  y figurant  par  une  flèche  la  direction  du 
méridien  magnétique  qui  est  donnée  par  l'aiguille. 

Vazimuth  magnétique  d’une  droite  est  l’angle  que  forme  sa  projec- 
tion sur  uu  plan  horizontal  avec  la  direction  do  l’ai- 
guille aimantée,  cet  angle  se  mesurant  en  partant  du 
nord  de  l’aiguille  et  allant  à gauche  jusqu’à  la  ren- 
contre de  la  droite.  Comme  il  y a deux  rencontres,  il 
y a deux  azimuths  magnétiques,  un  pour  chacun  des 
sens  CA  et  CB  de  la  droite  ; l’un  varie  de  0*  à 180°  pen- 
dant que  l’autre  varie  de  180“  à 360°,  et  leur  diffé- 
rence est  toujours  égale  à 180°. 

La  boussole  d'arpenteur  (Jig . 265)  est  une  boite  en 
bois  carrée  à l’extérieur  et  cylindrique  à l’intérieur.  Elle  peut  tour- 
ner à frottement  autour  d’un  axe  vertical  pris  dans  un  genou  à co- 
quilles semblable  à celui  du  graphomètre  (1200),  et  on  la  pose  sur  un 
pied  à trois  branches  pour  opérer.  Le  dessus  do  la  boite  est  fermé  par 
un  verre,  qui  permet  de  voir  à l’intérieur. 

L’aiguille  aimantée  est  azurée  du  côté  qui  se  dirige  vers  lenord  N;  elle 
porte  en  son  milieu  une  chape  en  agate,  par  laquelle  elle  repose  sur 
un  pivot  en  acier  qui  s’élève  au  centre  de  la  boîte  perpendiculairement 
à son  fond.  Les  extrémités  de  l’aiguille  se  meuvent  sur  un  cercle  divisé 
en  360°,  subdivisés  en  demi-degrés.  La  graduation  va  de  0°  à 360°  en 
allant  de  gauche  à droite  pour  l’observateur  placé  au  centre,  et  la  ligne 
de  foi,  qui  va  de  0°  à 180“,  est  parallèle  à deux  côtés  de  la  boîte.  Laté- 
ralement à celui  de  ces  côtés  situé  près  de  la  division  90°,  est  fixé  un 
coffre  en  bois  mobile  autour  d’un  axe  situé  dans  le  prolongement  du 
diamètre  270°,  90°.  Ce  coffre  fait  fonction  d’alidade,  et  à cet  effet  cha- 
cune de  ses  extrémités  est  fermée  par  une  plaque  métallique  percée 


Fig.  264. 
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d'un  petit  trou  circulaire  servant  d’œilleton  et  d’une  fenêtre  à fil  (1197). 
L’œilleton  de  chaque  pinnule  correspond  à la  fenêtre  de  l’autre,  ce  qui 
permet  de  viser  dans  les  deux  sens.  Du  reste,  les  deux  plans  de  visée 
coïncident  et  sont  parallèles  au  diamètre  0",  180’. 

Sur  le  côté  de  la  boite  parallèle  à l’alidade,  et  sur  l’un  des  côtés  per- 
pendiculaires, on  dispose  quelquefois  deux  petits  niveaux  à bulle,  qui 
guident  pour  placer  l’appareil  bien  horizontal.  A défaut  de  ces  niveaux, 
la  propriété  qu'a  l’aiguille  de  se  placer  horizontalement,  quand  elle  est 
tout  à fait  libre,  guide  pour  amener  l’appareil  dans  cette  position,  puis- 
qu 'alors  l’aiguille  affleure  le  limbe  par  ses  deux  extrémités. 

La  boussole  est  recouverte  d'un  verre  transparent,  et  on  peut  la 
fermer  complètement,  quand  on  n’opère  pas,  à l’aide  d'une  planchette 
en  bois  qui  s'adapte  dans  une  coulisse.  Une  petite  tige,  que  l’on  fait 
monter  ou  descendre  en  poussant  à droite  ou  à gauche  un  bouton  sail- 
lant sur  la  boite,  permet  de  rendre  l’aiguille  libre,  ou  de  l’appliquer 
contre  le  verre  après  l’opération  pour  éviter  que  le  pivot  ne  s’émousse. 

Le  coffre  alidade  porte  quelquefois  une  lunette  qui  permet  d’opérer  à 
de  plus  grandes  distances. 

La  mobilité  du  coffre  et  par  suite  de  la  lunette  autour  de  l’axe  situé 
dans  le  prolongement  du  diamètre  270*,  90»  permet  de  viser  des  points 
situés  à des  niveaux  très-différents. 

Pour  détewnlner  l'azimuth  du  sens  AB  d’un  alignement  AB  (1193),  on 
place  la  boussole  horizontalement  sur  son  pied , en 
faisant  en  sorte  que  le  plan  de  visée  de  l’alidade 
coïncide  aussi  exactement  que  possible  avec  AB,  et 
l’angle  NCB’  que  fait  le  pôle  nord  de  l’aiguille  avec  le 
rayon  CO*  est  l’azimuth  cherché. 

Pour  déterminer  l’angle  de  deux  alignements,  pla- 
çant le  point  D de  la  boussole  au  sommet  de  l’angle, 
on  détermine  comme  ci-dessus  les  angles  formés  par 
les  deux  côtés  do  l’angle  avec  la  direction  CN  de  l’ai- 
guille, et  selon  que  CN  sera  dans  l’angle  cherché  ou 
en  dehors,  celui-ci  sera  égal  à la  somme  ou  A la 
différence  des  deux  angles  trouvés. 

Il  est  impossible  que  le  point  D de  la  boussole 
reste  au  sommet  de  l'angle  sans  changer  l’instru- 
ment de  place  ; mais  l’erreur  que  l’on  commet  en  ne 
prenant  pas  cette  précaution  est  si  faible,  qu’on  se 
dispense  d’y  avoir  égard. 

IÏ07.  Planchette  (1186).  Cet  instrument  n'est 
autre  chose  qu’une  planche  à dessiner  munie  à son 
centre  d’une  tige  à boule  maintenue  par  une  coquille,  comme  le 
graphomètre  (1200),  et  que  l’on  place  sur  un  pied  b trois  branches 
pour  opérer.  On  remplace  quelquefois  le  genou  à coquille  par  un 
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genou  dit  à la  Ou>/not,  qui  est  formé  de  deux  axes  rectangulaires  hori- 
zontaux placés  l’un  au-dessus  de  l’autre,  et  autour  do  chacun  desquels 
la  planchette  peut  s’incliner.  Avec  cette  disposition,  plus  solide  que  la 
précédente,  la  planchette  peut  également  être  inclinée  dans  tous  les  sens 
quand  les  axes  sont  desserrés.  Afin  de  pouvoir  tourner  la  planchette 
sans  lui  faire  perdre  l'horizontalité  qu’on  lui  a donnée  en  la  mettant  en 
station,  on  la  rend  quelquefois  mobile  autour  de  son  axe  vertical, 
celui-ci  restant  fixe  comme  la  partie  inférieure  de  l’équerre-grapho- 
mètre  (1205).  Cette  disposition  est  aussi  employée  pour  la  boussole 
d’arpenteur  (1206). 

Sur  la  face  supérieure  de  la  planchette  on  colle  la  feuille  de  papier  à 
dessiner.  Il  y a des  planchettes  munies  de  rouleaux  en  bois  placées  lon- 
gitudinalement à deux  de  leurs  arêtes  parallèles  ; ces  rouleaux  servent 
à fixer  la  feuille  de  papier  quand  elle  a des  proportions  qui  ne  permet- 
tent pas  de  la  coller  sur  la  planchette. 

L’emploi  de  la  planchette  exige  que  l'on  fasse  usage  de  l’ alidade, 

qui  n’est  autre  chose 
qu’une  règle  en  cui- 
vre garnie  à chaque 
extrémité  d’une  pin- 
nule  semblable  à cel- 
les du  graphomètre. 
Le  plan  de  visée  ou  de 
collimation  contient 
une  arête  de  la  règle, 
de  sorte  que  l’alidade  étant  placée  sur  la  planchette  disposée  horizon- 
talement, une  ligne  tracée  le  long  de  cette  arête  est  la  projection  hori- 
zontale sur  le  papier  de  l’alignement  déterminé  par  le  plan  de  visée  de 
l’alidade. 

Pour  vérifier  une  alidade,  on  trace  sur  la  feuille  de  papier  collée  sur 
la  planchette  la  projection  horizontale  d’un  alignement;  retournant 
l'alidade,  on  fait  coïncider  son  arête  avec  la  projection  que  l’on  vient  do 
tracer,  et  si  dans  cette  position  son  plan  de  visée  est  encore  dans  la  di- 
rection du  même  alignement , c’est  que  l’alidade  est  exacte. 

Pour  relever  avec  la  plan- 
chette l’angle  formé  par  deux 
alignements  AB,  AC,  on  place 
l’instrument  au  sommet  A,  de 
manière  que  la  verticale  conte- 
nant le  point  A rencontre  la 
planchette  en  un  point  a qui 
permette  de  donner  aux  côtés  ab 
et  ac  une  longueur  convenable. 
On  amène  la  planchette  dans 
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Fig.  268. 


Fig.  268. 


une  position  horizontale,  en  se  guidant  avec  un  petit  niveau  à bulle 
d’air  (1268).  Alors  on  détermine  le  point  a aussi  exactement  que  pos- 
sible; la  tringle  recourbée  représentée  fig.  268  est 
très-convenable  pour  cette  opération.  On  lui  fait  em- 
brasser la  planchette,  et  en  amenant  le  petit  fil  à 
plomb  qu’elle  porte  au-dessus  du  point  A du  sol,  l’ex- 
trémité supérieure  de  la  tringle  indique  la  position  du 
point  a sur  la  feuille  de  papier.  11  est  à remarquer 
qu'un  petit  écart  du  point  a autour  de  la  verticale 
passant  par  A n’influe  pas  d'une  manière  sensible  sur 
la  valeur  de  l’angle. 

La  planchette  étant  disposée,  on  place  l’alidade  de  manière  que  son 
arête  passe  par  le  point  a et  que  son  plan  de  visée  contienne  le  point  B, 
et  la  droite  ab  que  l’on  trace  le  long  de  l’arête  de  l’alidade  est  la  projec- 
tion de  l’alignement  AB  sur  la  feuille  de  papier.  On  trace  de  même  la 
projection  ac  de  l’alignement  AC,  et  l’angle  bar  est  l’angle  cherché.  On 
aurait  sa  valeur  en  degrés  au  moyen  du  rapporteur  (902). 

1208.  Déclinatoire.  C’est  une  petite  boussole  sans  alidade,  dont  la 
boite  est  rectangulaire.  Les  grands  côtés  de  cette 
boite  sont  parallèles  à la  direction  0°,  0°  du  limbe, 
et  ils  servent  de  règles  pour  tracer  la  ligne  d’orien- 
tation d’un  angle  ou  d’un  plan  qu’on  lève  à la  plan- 
chette. A chaque  extrémité  de  la  boîte  il  y a seule- 
ment une  portion  de  limbe.  Chacune  de  ces  portions 
porte  les  mêmes  divisions,  de  0°  à 35°  seulement,  à 
droite  et  à gauche  de  0“;  d’où  il  résulte  qu’aux  deux 
extrémités  de  l’aiguille  on  lit  le  même  angle  sur  le 
limbe. 

L’angle  BAC  étant  relevé  et  la  planchette  étant 
encore  en  station  (Jig.  267),  on  place  le  déclina- 
toire sur  la  feuille  de  papier,  et  on  le  fait  tourner 
jusqu'à  ce  que  l’aiguille  coïncide  avec  le  diamètre  0%0”  du  limbe; 
Tdors  traçant  une  droite  en  se  servant  du  grand  côté  de  la  boîte  comme 
règle,  elle  déterminera  la  direction  du  méridien  magnétique. 

Pour  orienter  un  plan,  on  le  fixe  sur  la  planchette;  on  met  celle-ci 
en  station,  et,  à l’aide  de  l’alidade,  on  fait  coïncider  l’une  des  droites 
du  dessin  avec  l’alignement  qu’elle  représente.  Alors,  au  moyen  du  dé- 
clinatoire, on  trace  sur  le  plan  la  direction  du  méridien  magnétique,  en 
opérant  comme  on  vient  de  l’indiquer  pour  l’angle  BAC. 

1208.  Cercle.  Théodolite.  Le  cercle  est  un  graphomètre  perfec- 
tionné, dans  lequel  le  limbe  est  un  cercle  entier  (1200). 

11  se  compose  d’un  arbre  vertical  fixé  au  centre  d’un  pied  métallique 
à trois  branches,  portant  chacune  à son  extrémité  une  vis  calante. 
C’est  par  ces  vis  que  l’appareil  repose  sur  le  pied  ordinaire  en  bois 
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quand  on  veut  opérer,  et  en  les  serrant  plus  ou  moins  on  amène  le  cercle 
dans  la  position  horizontale. 

La  moitié  environ  de  la  longueur  de  l’arbre  vertical  sert  d’axe  à un 
manchon  auquel  est  fixé  le  cercle,  de  sorte  que  le  cercle  peut  tourner 
librement  autour  de  l’arbre.  Une  vis  de  pression  rend  à volonté  le 
cercle  solidaire  avec  l’arbre  et  s’oppose  à son  mouvement,  et  une  vis 
de  rappel  fixée  au  pied  de  l’arbre  permet,  quand  la  vis  de  pression  n’est 
que  légèrement  serrée , de  donner  au  cercle  un  mouvement  sans  se- 
cousse aussi  petit  que  l'on  veut.  Cette  disposition  permet  de  terminer 
d’amener  exactement  la  lunette  dans  la  direction  du  point  visé. 

La  moitié  supérieure  de  l’arbre  est  entourée  d'un  second  manchon, 
qui  porte  à sa  partie  inférieure  une  alidade,  et  à sa  partie  supérieure 
la  lunette  de  visée.  L'alidade  est  sans  pinnule  ; chacune  de  ses  extré- 
mités porte  seulement  un  vcrnier  qui  court  sur  le  cercle,  ce  qui  permet 
de  faire  deux  lectures  de  l’angle  relevé;  si,  par  suite  d’une  mauvaise 
division  du  cercle,  les  deux  lectures  ne  donnaient  pas  la  même  valeur, 
on  prendrait  la  moyenne  des  deux  valeurs  trouvées.  A l’une  des  extré- 
mités dç  l'alidade  se  trouve  une  vis  de  pression  qui  la  fixe  à volonté  au 
cercle  ainsi  que  le  manchon  supérieur  et  la  lunette.  Une  vis  de  rappel 
que  porte  la  môme  extrémité  de  l’alidade  permet  encore  d’amener  exac- 
tement l’axe  optique  de  la  lunette  dans  la  direction  du  point  visé. 

Sur  le  cercle  est  fixé  un  petit  niveau  à bulle  d’air  qui  guide  pour  le 
rendre  horizontal. 

Lorsque  les  deux  vis  de  pression  sont  desserrées,  les  deux  manchons, 
et  par  suite  le  cercle  et  la  lunette,  sont  indépendants  et  peuvent  prendre 
des  mouvements  quelconques  autour  de  l’arbre.  En  serrant  seulement 
la  vis  de  pression  supérieure,  les  deux  manchons,  et  par  suite  le  cercle 
et  la  lunette,  deviennent  solidaires,  et  alors  leur  ensemble  peut  tourner 
tout  à la  fois  autour  de  l’arbre.  En  serrant  seulement  la  vis  de  pression 
inférieure,  le  cercle  devient  fixe,  et  le  manchon  supérieur  peut  seul 
tourner  avec  la  lunette  et  son  alidade.  Quand  les  deux  vis  de  pression 
sont  serrées , tout  le  système  reste  fixe. 

Pour  la  facilité  des  lectures,  la  ligne  de  foi  de  l’alidade  est  ordinaire- 
ment à angle  droit  avec  le  plan  de  visée  ou  de  collimation. 

La  lunette  oscille  autour  d’un  axe  horizontal  fixé  au  manchon  supé- 
rieur, ce  qui  permet  de  viser  des  points  situés  à des  niveaux  différents. 
Elle  porte  souvent  une  alidade  qui  se  meut  sur  un  arc  de  cercle  verti- 
cal ; quand  l'index  de  cette  alidade  correspond  au  0 de  l’arc , c’est  que 
la  lunette  est  horizontale,  et  au  point  où  s’arrête  l'index  quand  l’axe 
optique  passe  par  le  point  visé,  on  lit  la  valeur  de  l’angle  formé  avec 
l’horizontale  par  la  droite  que  l’on  relève,  angle  qu’il  est  souvent  utile 
de  connaître.  Dans  les  cercles  ordinaires,  l’arc  ne  s’étend  guère  que 
sur  une  étendue  de  û5*  de  chaque  côté  du  0",  ce  qui  ne  permet  pas  de 
mesurer  des  inclinaisons  supérieures  à cette  limite. 
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Il  y a des  appareils  dans  lesquels  l’arc  vertical  est  remplacé  par  un 
cercle  complet;  ce  sont  des  Théodolites-,  le  cercle  Inférieur  est  appelé 
cercle  azimutal , et  celui  supérieur  est  dit  vertical. 

Ordinairement  les  cercles  sont  munis  d’une  seconde  lunette  fixée  au 
mancbon  inférieur  et  dite  lunette  témoin  ou  de  repère.  On  dirige  cette 
lunette  vers  un  point  fixe  éloigné  quand  l’appareil  est  en  place  et  que 
l’alidade  correspond  au  0*  du  cercle  ; de  légers  mouvements  qu’elle  peut 
prendre  permettent  toujours  de  l’amener  vers  un  point  fixe  convenable, 
et  une  vis  de  pression  l’y  maintient.  Si  le  cercle  bougeait  pendant  que 
l’on  relève  un  ou  plusieurs  angles  ayant  même  sommet,  la  lunette  té- 
moin cesserait  d'être  dirigée  vers  le  point  de  repère,  et  il  faudrait  re- 
commencer l’opération. 

Pour  relever  un  angle  BAC  avec  le  cercle  (Jig.  280),  au  sommet  A on 
dispose  l’appareil  sur  un  pied  à trois  branches  comme  le  graphomètre 
(1200),  et  à l’aide  des  vis  calantes  on  rend  le  cercle  bien  horizontal  ; 
cela  fait,  on  amène,  à la  main  d’abord,  puis  à l’aide  de  la  vis  de  rappel 
supérieure,  l’Index  de  l’alidade  sur  le  0*  du  cercle;  on  rend  les  deux 
manchons  solidaires  l’un  de  l’autre,  et,  avec  la  main,  et  ensuite  au 
moyen  de  la  vis  de  rappel  inférieure,  on  fait  tourner  tout  l’appareil  jus- 
qu’à ce  que  l’axe  optique  de  la  lunette  principale  soit  dans  la  direction 
du  côté  AB  de  l’angle.  On  serre  alors  la  vis  de  pression  inférieure , et 
on  dirige  la  lunette  témoin  sur  un  point  de  repère  ; puis  on  desserre  la 
vis  de  pression  supérieure,  et  amenant  la  lunette  principale  dans  la 
direction  du  côté  AC , l’alidade  indique  la  valeur  de  l’angle  BAC  sur  le 
cercle.  Si  l’on  avait  plusieurs  angles  ayant  le  môme  sommet  A , on  ne 
desserrerait  pas  la  vis  de  pression  inférieure;  l'alidade  indiquerait  les 
valeurs  des  angles  formés  par  les  divers  côtés  avec  le  premier  AB,  et 
par  de  simples  soustractions  on  aurait  les  valeurs  cherchées. 

IUIO.  Répétition  des  angles.  En  mesurant  un  angle  avec  un  instru- 
ment quelconque , on  peut  commettre  des  erreurs  de  deux  sortes  : les 
unes  dites  de  pointé,  et  les  autres  de  lecture.  Les  premières  proviennent 
de  ce  que  l’alidade  ou  la  lunette  n’est  pas  dirigée  exactement  suivant  les 
côtés  de  l’angle;  les  secondes,  de  ce  que  les  divisions  des  instruments 
ne  sont  jamais  parfaitement  exactes , et  que  le  vernier  ne  permet  pas 
d’évaluer  rigoureusement  les  fractions  de  ces  divisions. 

Avec  un  cercle  bien  établi  (1209) , un  observateur  exercé  commet 
des  erreurs  de  pointé  qui  peuvent  encore  atteindre  une  seconde.  Quant 
à l’erreur  de  lecture,  on  peut  la  rendre,  aussi  petite  que  l’on  veut  à 
l’aide  d’une  méthode  qui  consiste  à répéter  l’angle  à mesurer.  Soit  B \C 
cet  angle  (./fy-270); on  le  mesure  une  première  fois  comme  il  a été  indiqué 
(1209);  puis,  rendant  la  lunette  solidaire  avec  le  cercle,  on  la  rgmène 
dans  la  direction  de  AB;  le  0“  du  cercle  vient  au  point  b',  tel  que  l’on 
a b'\b  = 6Ac;  on  fixe  le  cercle  dans  cette  position  , et  rendant  libre  la 
lunette,  on  la  ramène  dans  la  direction  AC;  l'alidade  indique  alors  sur 
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le  cercle  l’angle  U\c  = 26Ae.  Kendant  de  nouveau 
la  lunette  solidaire  avec  le  cercle;  en  l’amenant 
dans  la  direction  AB,  le  0*  viendra  au  point  6", 
qui  donne  6''A6=2ôAr;  puis  faisant  avancer  la 
lunette  jusqu'à  la  direction  AG,  l’alidade  indi- 
quera sur  le  cerclo  l'angle  b"Ac  = 36Ac.  Opérant 
ainsi  de  suite,  on  répétera  sur  le  cercle  l’angle 
6Ac  autant  de  fois  que  l’on  voudra,  soit  10  fois 
par  exemple.  Comme  il  n'y  a pas  de  raison  pour 
que  l’erreur  de  lecture  soit  moindre  pour 
l’angle  simple  que  pour  l’angle  10  fois  plus  grand  indiqué  par  l’alidade, 
puisque  les  inégalités  des  divisions  du  cercle  se  compensent  nécessaire- 
ment sur  une  certaine  étendue,  en  divisant  par  10  l’angle  trouvé,  on  aura 
l’angle  cherché  avec  une  erreur  10  fois  moindre.  Comme  de  plus  on  aura 
une  moyenne  des  erreurs  dues  aux  évaluations  desfractious  de  division , 
et  une  moyenne  des  erreurs  de  visée,  on  n’aura  pas  à craindre  une 
erreur  considérable  pour  ces  deux  causes. 

Lorsque  le  cercle  est  garni  de  deux  lunettes , on  peut  faire  la  répé- 
tition des  angles  par  la  manœuvre  alternative  des  deux  lunettes , en  sui- 
vant une  marche  analogue  à la  précédente. 

1211.  Triangulation  (1187).  Lorsqu’on  mesure  des  angles  uniquement 
pour  les  rapporter  sur  le  papier,  on  peut  se  contenter  do  l’exactitude  que 
donne  le  graphomètre  (1200),  les  procédés  graphiques  ne  permettant 
guère  une  approximation  supérieure  à un  quart  de  degré  dans  le  dessin 
d’un  angle  ; mais  iorqu'il  s'agit  d’opérations  géodésiques  s’étendant  sur 
une  grande  étendue  de  pays,  une  province  ou  un  département  par 
exemple , on  a recours  au  cercle  (1209)  pour  mesurer  les  angles.  De 
plus,  comme  la  mesure  des  longueurs  est  dilKcileet  sujette  à des  erreurs, 
on  les  évite  en  mesurant  avec  le  plus  grand  soin  une  seule  base  dans 
une  position  favorable,  et  on  rattache  à cette  base  un  réseau  de  triangles 
qui  couvre  tout  le  pays.  L’un  de  ces  triangles  a la  base  pour  côté , et 
chaque  triangle  a un  côté  commun  avec  au  moins  un  des  triangles 
voisins,  ce  qui  permet,  en  partant  de  la  base,  de  résoudre  successive- 
ment tous  les  triangles  en  ne  mesurant  que  des  angles  (1001). 

Pour  mesurer  la  base , on  emploie  deux  règles  en  bois  de  chacune 
U mètres  de  longueur,  que  l’on  place  successivement  l’une  nu  bout  de 
l’autre  ; on  les  pose  sur  des  pièces  de  bois  rendues  bien  horizontales  au 
moyen  de  chevalets. 

Dans  la  crainte  de  déplacer  une  règle  en  posant  l’autre  à son  extré- 
mité, on  laisse  entre  elles  une  certaine  distance,  que  l’on  mesure  avec 
une  petite  languette  graduée  qui  se  meut  à coulisse  dans  l’extrémité  de 
l’une  des  règles.  Un  bouton  que  l’on  tourne  permet  d’amener  sans  choc 
la  languette  au  contact  de  l’autre  règle , et  un  vernier  donne  avec  pré- 
cision l’écart  des  règles. 


Fig.  Ï7». 
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LEVÉS  AD  MÈTRE. 


1212.  Levé  au  mètre  par  cheminement.  Le  levé  au  mètre  s’effectue 
de  différentes  manières  suivant  l’état  du  terrain , mais  toujours  en  ne 
se  servant  que  de  la  chaîne  ou  de  tout  autre  instrument  à mesurer  les 
longueurs,  pour  relever  les  projections  horizontales,  soit  des  aligne- 
ments, soit  des  angles. 

Le  polygone  ABCDE  étant  le  terrain  à relever,  on  commence  parfaire 
sur  une  feuille  du  carnet  un  croquis  aussi 
Fis-  î7‘-  exact  que  possible  do  ce  polygone;  c’est  ce 

d qu’on  pourrait  appeler  le  levé  à vue  du  ter- 

Orain.  Cela  fait,  on  parcourt  le  contour  du 
polygone  en  mesurant  les  longueurs  horizon- 
K taies  des  côtés  et  en  relevant  les  angles.  Pour 
relever  un  angle  B,  à partir  du  sommet  B,  on 
prend  sur  les  côtés  deux  longueurs  horizon- 
b f * taies  Be,  B f égales  ordinairement  à la  lon- 
gueur 10  mètres  de  la  chaîne;  on  mesure  la 
distance  horizontale  ef,  et  les  trois  côtés  de  la  projection  horizontale 
du  triangle  B ef  étant  connus,  on  pourra  la  construire  sur  le  plan,  et 
par  suite  aussi  celle  de  l’angle  B.  On  a soin  d’inscrire  les  résultats  sur  le 
croquis  à mesure  qu’on  les  obtient  Lorsqu’on  rapportera  le  plan , le 
polygone  se  fermera  complètement  si  les  résultats  sont  exacts. 

Ce  mode,  appelé  levé  au  mètre  par  cheminement,  est  applicable 
à un  terrain  quelconque,  quand  son  contour  est  accessible,  soit  que 
ce  terrain  soit  couvert  d’eau,  de  bois  ou  de  constructions.  Il  pourrait 
arriver  cependant  que  l’on  ne  pût  pas  mesurer  ef;  alors  on  relèverait, 
en  opérant  comme  il  a été  indiqué  pour  l'angle  B , l’angle  extérieur 
formé  par  le  côté  BC  et  le  prolongement  de  AB. 


1215.  Levé  au  mètre  par  rayonnement.  Lorsque  la  surface  du  ter- 
rain est  partout  accessible,  on  joint  un 
f'e  î72,  point  intérieur  O à tous  les  sommets  ; on 


mesure  les  distances  horizontales  OA, 
OB,  OC....  et , en  opérant  comme  au  nu- 
méro précédent , on  relève  tous  les  angles 
autour  du  point  O. 

Ordinairement,  au  lieu  de  relever  par 
ce  moyen  les  angles  formés  autour  du 
point  O,  on  mesure  horizontalement  les 
côtés  mêmes  du  polygone;  chacun  dos 
triangles  qui  composent  le  terrain  est 


alors  déterminé  par  ses  trois  côtés. 
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Au  lieu  de  choisir  un  point  O à l’intérieur  du  polygone,  on  prend  le 
plus  souvent  un  des  sommets. 

1214.  Levé  au  mètre  par  intersections.  Lorsque  le  terrain  est  inac- 
cessible et  que  tous  ses  sommets  sont  visibles,  si , par  exemple,  il  est 
séparé  par  une  rivière  du  lieu  où  l’on  se  trouve,  on  mesure  sur  le  ter- 
rain accessible  une  base  aussi  horizontale  que  possible,  et  d’une  lon- 
gueur suffisante  pour  que  les  angles  que  l’on  aura  à relever  ne  soient  ni 
trop  aigus  ni  trop  obtus  ; on  détermine  par  des  jalons  plantés  sur  le  sot 
accessible  les  alignements  joignant  chaque  extrémité  de  la  base  aux 
divers  sommets  du  polygone;  puis  on  relève,  par  le  moyen  indiqué 
n”  1212,  les  angles  formés  par  la  base  avec  tous  ces  alignements.  En 
rapportant  sur  le  plan  la  base  et  les  angles  relevés,  les  intersections  des 
côtes  de  ces  angles  déterminent  les  sommets  du  polygone  à relever. 

Remarque.  Par  ce  mode  des  intersections,  on  peut  relever  un  point 
quelconque;  aussi  l’emploie-t-on  pour  faire  le  levé  des  détails  que  l’on 
veut  figurer  sur  le  plan , quel  que  soit , du  reste,  le  mode  de  levé  au 
mètre  que  l’on  a suivi  pour  le  contour  du  terrain.  Il  s’applique  égale- 
ment à un  terrain  dont  le  contour  est  quelconque,  en  relevant  autant 
de  points  que  l’on  veut  de  ce  contour. 

LEVÉS  A L’ÉQUERRE. 

mi>.  Levé  à V équerre  dans  le  cas  oü  le  terrain  est  accessible  cl 

découvert  (H97).  On  détermine  par 
des  jalons  une  base  xx  sur  le  terrain  ; 
des  sommets  des  polygones,  auxquels 
on  a planté  des  jalons,  on  abaisse  des 
perpendiculaires  sur  xx’;  on  mesure 
les  longueurs  de  toutes  ces  perpendi- 
culaires , ainsi  que  les  distances  des 
pieds  de  ces  perpendiculaires  à un 
môme  point  O de  xx',  ou  simplement 
les  distances  entre  les  pieds  de  ces 
perpendiculaires , et  ces  éléments 
suffisent  pour  rapporter  le  plan. 

Comme  vérification , on  doit  avoir 
cb  + bd  + da  + ae  = cd+  de,  et  cha- 
cun des  membres  de  cette  égalité  doit 
être  égal  à ce  mesuré  directement. 

Ordinairement  on  prend  pour  base 
d’opération  xx'  un  côté  ou  une  diago- 
nale du  polygone. 

Lorsque  le  terrain  est  accessible, 


Fig.  Î7J. 
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mais  entouré  de  murs  ou  de  haies,  ou  emploie  toujours  une  transver- 
sale comme  base  d'opération  ; le  plus  souvent  cette  transversale  est 
une  diagonale  du  polygone. 

Si  le  contour  du  terrain  était  une  ligne  quelconque,  par  les  moyens 
précédents  on  en  relèverait  autant  de  points  que  l’on  voudrait,  et  en 
rapportant  ces  points,  on  pourrait  faire  le  plan  du  périmètre  du  terrain. 
C’est  par  ce  moyen  que  l’on  relève  ordinairement  les  détails,  même 
quaud  les  lignes  principales  sont  déterminées  au  moyen  du  grapho- 
mètre  ou  de  tout  autre  instrument.  Comme  il  est  beaucoup  plus  facile 
de  mener  une  perpendiculaire  à un  alignement  par  nn  point  pris  sur 
l'alignement  que  par  un  point  pris  en  dehors  (1199),  pour  la  rapidité  de 
l’opération,  on  établit  successivement  l’équerre  sur  la  base  en  diffé- 
rents points  convenablement  espacés , et  on  relève  les  points  corres- 
pondants du  contour. 

1210.  Si  le  terrain  était  couvert  de  bois  ou  de  constructions  qui 
arrêtent  la  vue,  ou  môme  s'il  était  inaccessible  à son  intérieur,  comme 
dans  le  cas  où  il  est  recouvert  d'eau , on  trace  autour  du  terrain  un 
rectangle;  on  relève  ce  rectangle,  puis,  par  rapport  à chacun  de  ses 
cotés , on  relève  les  parties  de  contour  du  terrain  qui  en  sont  le  plus 
rapprochées.  On  opère  d’une  manière  analogue  pour  faire  l’arpentage 
du  terrain  (1242). 

1217.  Dans  le  cas  où  le  terrain  est  découvert , mais  inaccessible  à 

l’intérieur,  ou  même  jusqu’à  une  cer- 
taine distance  de  son  contour,  comme 
dans  le  cas  où  il  est  séparé  par  une 
rivière , on  trace  deux  axes  rectangu- 
laires sur  le  terrain  accessible;  sur 
chacun  de  ces  axes  on  détermine  les 
pieds  des  perpendiculaires  qui  leur 
seraient  menées  par  les  points  à rele- 
ver, et  les  distances  de  ces  pieds  à 
l’origine  0 permettent  de  rapporter 
les  points  dont  elles  sont  les  coordon- 


Fig.  Î75. 


nées.  Ce  mode  constitue  Un  levé  à Vèquerrc  pas  intersections  (1214). 


LEVÉS  AD  GRAPHOîltTRE. 

1218.  A l’aide  du  graphomètre  et  de  la  chaîne;  on  peut  opérer  par 
cheminement  (1212),  en  mesurant  les  côtés  avec  la  chaîne  et  les  angles 
avec  le  graphomètre  (1200). 

1210.  lorsque  la  surface  du  terrain  est  partout  accessible,  on  ap- 
plique la  méthode  par  rayonnement  (1213),  en  mesurant,  bien  entendu, 
les  angles  avec  le  graphomètre.  11  est  évident  que  le  centre  de  rayon- 
nement peut  encore  être  un  sommet  du  polygone  à relever. 
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1420.  Le  levé  au  graphomètre  par  intersections  est  usité  dans  les  cas 
de  terrains  inaccessibles,  mais  découverts  (1217). 

1221.  Lorsque  le  terrain  est  couvert  de  bois  ou  de  constructions,  et 
même  s'il  est  inaccessible  à son  intérieur,  on  l'entoure  d'un  polygone, 
appelé  jiolt/r/one  topographique  ; on  relève  ce  polygone  par  chemine- 
ment (1218),  ou  encore  par  intersections  s'il  est  découvert  (1217);  puis, 
prenant  ses  côtés  pour  bases,  on  relève  le  contour  du  terrain.  Cette 
dernière  partie  de  l'opération  se  fait  ordinairement  avec  l’équerre 
(1215). 

LEVÉS  A LA  BOCSSOLK. 

1222.  La  boussole  fournissant  les  moyens  de  mesurer  un  angle  (1206), 
on  conçoit  qu’avec  cet  instrument  on  peut  résoudre  les  mêmes  pro- 
blèmes qu’avec  le  graphomètre. 

Les  mineurs  et  les  forestiers  font  un  usage  presque  exclusif  de  la 
boussole,  à cause  du  moyen  commode  quelle  leur  fournit  pour  déter- 
miner les  directions  des  galeries  d'une  mine  ou  des  chemins  d'une 
forêt. 


LEVÉS  A LA  PLANCHBÏTE. 

1223.  Méthode  par  cheminement  (1218).  Soit  ABCDE  le  contour  du 

terrain  ou  le  polygone  topogra- 
phique à relever{1221).  On  établit 
la  planchette  au  sommet  A , et  on 
trace  l’angle  a = h (1207)  ; puis 
on  prend  sur  ses  côtés  des  lon- 
gueurs ae,  ab  qui  représentent  AE 
et  AH  à une  échelle  convenable 
pour  que  le  dessin  puisse  tenir  sur 
la  feuille  de  papier.  Cela  fait,  on 
établit  la  planchette  au  sommet 
suivant  B,  de  manière  que  b cor- 
responde à B,  et  que  ba  soit  dans 
l’alignement  BA;  puis  on  trace 
•fcc  dans  la  direction  BC,  et  on 
prend  6c  proportionnel  au  côté  BC.  Dne  aiguille  plantée  au  point  6 
facilite  beaucoup  le  placement  et  la  manœuvre  de  l’alidade.  On  met 
ensuite  la  planchette  en  station  aux  sommets  suivants  en  opérant 
comme  en  B,  et  à l’avant-dernier  sommet  D le  polygone  doit  se  fermer 
en  e si  l’on  a bien  opéré. 


Fig.  Ï76. 
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Fig  277. 


1224.  Méthode  par  rayon- 
nement (1219).  Comme , par  cc 
moyen , on  ne  met  la  planchette 
en  station  qu'une  seule  fois,  11 
convient  toujours  de  l’employer 
quand  la  surface  du  terrain  à 
relever  est  accessible  et  dé- 
couverte. 


122U.  Méthode  par  intersections  (1220).  En  prenant  pour  hase 


Fig.  27i 


Fig.  279. 


B 


B 


un  côté  du  polygone  (Jig.  278),  ou  une  droite  tracée  dans  l’intérieur  du 
polygone  (fig.  279),  en  mettant  successivement  la  planchette  en  sta- 
tion à chaque  extrémité  de  cette  base,  on  peut  opérer  par  intersections. 


Dans  le  cas  où  le  polygone  serait 

Fig.  280. 

\ 

\ 

\ 


inaccessible,  mais  découvert,  en 
prenant  une  base  MN  sur  le  ter- 
rain accessible,  duquel  on  peut 
apercevoir  tous  les  sommets  du 
polygone,  on  peut  encore  opérer 
par  intersections. 

On  fait  quelquefois  usage  de  la 
planchette  pour  relever  les  dé- 
tails d'un  plan  dont  le  canevas  a 
été  levé  au  graphomètre  ou  au 
cercle  (1200, 1209).  Pour  cela,  on 
emploie  la  méthode  par  intersec- 
tions, en  prenant  pour  base  un  des 
côtés  du  canevas.  Cependant  c'est 
avec  l'équerre  qu’ordinairement 
on  relève  ces  détails  (1215). 


Digitized  by  Google 


LEVÉ  DES  PLANS. 


38S 


PLANS  PARCELLAIRES.  ÉCHELLES. 

1220.  Plan  ■parcellaire.  Pour  dresser  l’ensemble  d’an  avant-projet 
do  route,  de  chemin  de  fer  ou  de  canal , on  se  sert  ordinairement  des 
levers  cadastraux.  Ensuite,  sur  le  terrain,  on  relève  la  zone  qu’il  faut 
acquérir  pour  établir  la  voie.  Comme  chaque  parcelle  de  terrain  sera 
payée  d’après  les  indications  de  ce  plan , on  conçoit  qu’il  doit  être  fait 
avec  la  plus  grande  exactitude.  L'administration  prescrit  de  dresser 
les  plans  parcellaires  à l’échelle  de  O", 001  pour  1 mètre,  et  on  inscrit 
en  outre  sur  chaque  parcelle  : 

1”  La  lettre  qui  désigne  la  section  cadastrale,  avec  le  numéro  d’ordre 
dans  cette  section  ; 

2°  Le  genre  de  culture  ; 

3”  La  dénomination  locale  ou  vulgaire; 

4°  Le  nom  du  propriétaire; 

5°  Un  numéro  d’ordre  écrit  en  rouge  et  correspondant  à celui  que 
porte  la  même  parcelle  sur  le  tableau  récapitulatif  destiné  au  règlement 
des  indemnités. 

Il  est  également  commode  d'indiquer  sur  le  plan  la  contenance  à 
prendre  sur  chaque  parcelle,  et  celle  qui  restera  libre  après  l'exé- 
cution des  travaux.  > 

A cause  de  l’enquête  publique  à laquelle  les  plans  parcellaires  sont 
soumis  dans  les  mairies,  on  les  dresse,  et  quelquefois  même  on  les 
scinde  par  commune. 

1227.  Échelles  des  plans  (953).  Pour  les  terrains  de  peu  d’étendue , 
les  échelles  les  plus  usitées  sont  JL  et 

Lorsque  le  terrain  est  vaste , on  le  divise  en  plusieurs  parties  ; on 
fait  un  plan  spécial  de  chacune  de  ces  parties  avec  tous  ses  détails,  et, 
à une  échelle  plus  petite,  on  dresse  un  plan  d'ensemble  pour  indiquer 
la  disposition  relative  des  feuilles  de  détails.  Les  échelles  sont  ordinai- 
rement : 

-J—  pour  les  plans  spéciaux  de  peu  d’étendue,  r-L  pour  le  plan 
d'ensemble; 

1 1 

— — pour  les  plans  spéciaux  de  moyenne  grandeur,  et  — — pour 

leur  ensemble  ; 

1 1 

ûoooô  pour  les  l'euilles  de  détails  de  la  carte  de  France,  et  — pour 

l’ensemble  de  ces  feuilles. 

Pour  les  plans  des  portions  de  villes,  bourgs  ou  villages  affectées  au 

as 
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passage  d'une  route,  comme  ils  doivent  conserver  les  limites  du  terrain 
affecté  à la  circulation  et  la  trace  des  alignements  adoptés  pour  les 

constructions  riveraines,  on  les  fait  à l’échelle  de 

Les  plans  d’ensemble  des  bâtiments  et  des  travaux  d’art  en  général 

1 

s exécutent  souvent  à l’échelle  de  — -,  Quant  aux  détails,  on  les  dessine 

lui) 

à l’échelle  de  1,  h ou  ï 

Pour  les  machines , les  ensembles  se  dessinent  assez  habituellement 

11  111 

à l’éehelle  de  ou  s - , et  les  détails  à celles  de  -rr , r ou  s , et  les  des- 
20  JO  10  O J 

sins  que  le  chef  d’atelier  remet  à ses  ouvriers  sont  habituellement  de 

grandeur  d’exécution. 


PROBLÈMES. 


Fi(j.  281. 


Y 


Ë b 


12211.  En  ne  faisant  usage  que  de  la  chaîne,  mener  une  perpen- 
diculaire d une  droite  donnée  AB  (910).  C 
étant  le  point  par  lequel  on  veut  mener  la 
perpendiculaire,  on  fixe  l'une  des  extrémités 
de  la  chaîne  en  C et  l’autre  au  point  £ conve- 
nablement éloigné  de  C;  on  prend  le  milieu 
de  la  chaîne,  et  on  l’écarte  de  CE  de  manière 
à tendre  les  deux  moitiés,  ce  qui  forme  le 
triangle  isocèle  CFE  ; on  amène  la  moitié  FC 
de  la  chaîne  en  FD,  dans  le  prolongement  de 
EK,  et  l’extrémité  D est  un  second  point  de  la  perpendiculaire. 

Si  l’on  avait  voulu  mener  une  perpendiculaire  par  le  (joint  exté- 
rieur D,  on  aurait  fait  les  mêmes  constructions  dans  un  ordre  inverse. 
Ainsi , on  aurait  tendu  toute  la  longueur  de  la  chaîne  de  D en  E;  puis 
replié  la  moitié  FD  de  F en  C , etc  eût  été  le  pied  de  la  perpendicu- 
laire. 

1229.  Par  un  point  C mener  une  parallèle  à un  alignement  droit 

AB.  Par  le  point  C ou  mène  une  per- 
pendiculaire CD  à AB  (1199),  et  la  per- 
pendiculaire CE  menée  à CD  est  la  pa- 
rallèle demandée. 

Comme  une  petite  erreur  dans  le  tracé 
des  deux  perpendiculaires  DC  il  AB  et 
_ — _j - CE  à CD  entraîne  une  erreur  considé- 

rable dans  le  parallélisme  de  CE  avec 
AB,  quand  cela  est  possible,  il  cet  préférable  de  mener  une  seconde 


Fig.  282. 
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perpendiculaire  à AB,  de  prendre  sur  cette  perpendiculaire  une  lon- 
gueur égale  à CD,  et  de  joindre  le  point  que  l’on  obtient  au  point  C. 

12. "O.  Tracer  un  alignement  entre  deux  points  A et  B séparés  par 

un  obstacle  M qui  empêche 
à un  observateur  placé  en 
A de  voir  le  jalon  B (1193). 
On  trace  une  droite  AC  qui 
passe  à côté  de  l’obstacle; 
du  point  B on  abaisse  uno 
perpendiculaire  & AC;  par 
des  points  H,  G,  F....  on 
élève  des  perpendiculaires 
à AC  ; on  mesure  BC  et  les 
distances  du  point  A aux 
points  C,  I),  E...  et  on  calcule  la  longueur  UH'  à prendre  sur  une 
perpendiculaire  à l’aide  de  la  proportion 


Fig.  s»a. 


HH'  _ AH 
CB  — AC’ 


d’on 


HH'  = CB  X 


AH 

AC’ 


(612) 


1231.  Prolonger  une  droite  ou  un  alignement  AH'  au  delà  d'un  ob- 
stacle M qui  arrête  la  vue , Jig.  283. 

1”  Comme  au  n*  précédent,  on  trace  AC;  on  abaisse  de  II'  une  per- 
pendiculaire H'H  sur  AC,  et  par  les  différents  points.  G,  F...  on  élève 
des  perpendiculaires  à cette  même  droite  ; on  mesure  HH’  et  les  dis- 
tances AH,  AG...  ; puis,  pour  avoir  la  longueur  GG'  à prendre  sur  une 
perpendiculaire , on  établit  la  proportion 


GG' 

HU' 


AG  .,  . 

— . d ou 

AU’ 


GG'  = HllX 


AG 

Ali’ 


Après  avoir  déterminédeux points  G'et  B au  delà  de  l’obstacle  (Jfg  283), 

on  peut  obtenir  tous  les  autres 
en  plaçant  simplement  des  jalons 
dans  leur  alignement  ; mais  la 
proportion  servira  au  moins  de 
vérification. 

2“  Pour  prolonger  AB  au  delà 
d’un  obstacle  qui  arrête  la  vue,  ou 
peut  mener  à l’équerre  respecti- 
vement B6  perpendiculaire  à AB,  bc  à B6,  cC  = B/»  à 6c  et  CD  à Ce  ; mais 

comme  une  petite  erreur  faite  dans  )e  tracé  des  perpendiculaires  con- 
duit à une  droite  CD  qui  est  loin  de  se  trouver  dans  le  prolongement  de 
AB,  il  es»  préférable  d'opérer  comme,  au  1". 

Quand  oo  opère  sur  un  terrain  étroit , cornue  dans  une  rue , on  est 


Fif.  ta*. 

A « 
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Fig.  285. 


Fig.  286. 


obligé  d’avoir  recours  à ce  dernier  moyen  ; mais  alors , pour  plus 
d’exactitude,  on  mène  bc  parallèle  à AB  au  moyen  de  deux  perpendi- 
culaires élevées  en  A et  B,  et  CD  parallèle  à bc  par  le  même  procédé 
(1229). 

1232.  Par  trais  points  A,  B,  C mener  une  circonférence. 

1“  Le  terrain  étant  accessible,  on  cherche 

le  centre  de  la  circonférence  en  élevant  des 
perpendiculaires  au  milieu  de  deux  des  droites 
qui  joignent  les  points  donnés  (91A).  Puis, 
suivant  des  rayonnements  autour  du  point  O, 
portant  le  rayon  OA,  on  détermine  autant  de 
points  que  l’on  veut  de  la  circonférence.  Cette 
courbe  peut  même  être  tracée  d’une  manière 
continue  avec  la  chaîne  ou  une  corde  quand  le 
rayon  OA  ne  dépasse  pas  10  ou  20  mètres,  et  que  le  terrain  d'offre  pas 
de  trop  grandes  aspérités. 

2"  Lorsque  le  centre  est  inaccessible,  et  le  plus  souvent  même  quand 
le  rayon  de  la  circonférence  dépasse 
20  mètres.  On  établit  un  graphomètre  en  A 
et  un  autre  en  B,  et  pour  avoir  un  point 
quelconque  m de  la  circonférence,  situé 
du  même  côté  de  AB  que  le  point  C,  on 
trace  les  alignements  Am,  Bm  de  manière 
que  l’on  ait  wtAB  + mBA  = CAB  + CBA  , 
d'où  m — C (565,  918).  Pour  un  point  p', 
situé  de  l’autre  côté  de  AB,  on  trace  les 
alignements  A p',  B p'  de  manière  que  l’on 
ait  p’AB+  p’BA  = C;  d’où  il  résulte  que  l’angle  p' est  le  supplément 
de  C,  et  que  par  suite  le  point  p'  est  sur  la  circonférence  (602). 

1233.  Trois  points  A,  B,  C,  situés  sur  un  terrain  uni,  étant  rappor- 
tés en  a,  b,  c sur  une  carte,  déterminer 
sur  cette  carte  la  position  m du  point  M , 
d'où  les  distances  AB  et  AC  ont  été  vues 
sous  des  angles  a et  Ji  qu’on  a mesurés.  Sur 
db  on  décrit  un  segment  capable  de 
l’angle  a,  et  sur  ac  on  en  décrit  un  autre 
capable  de  l’angle  P;  les  circonférences  de 
ces  segments  se  coupent  au  point  cher- 
ché m. 


Fig.  287 


Le  moyen  de  déterminer  la  position  d’un  point  par  rapport  à trois 
autres  peut  être  employé  dans  le  levé  des  plans  et  la  construction  des 
cartes.  C’est  ce  que  fait  un  ingénieur  hydrographe  en  construisant  la 
carte  des  écueils  ou  des  fonds  d’une  côte  ; il  détermine  la  position  d’un 
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point  M où  il  pratique  un  sondage,  par  rapport  à trois  points  A,  B,  C de 


cote , en  mesurant  les  angles 
les  distances  AB,  AG. 

1254.  Déterminer  la  distance 


Fig.  US. 


AB  = 


et  p,  sous  lesquels  il  voit  de  ce  point 

AB  de  deux  points  séparés  par  un 
espace  inaccessible. 

1*  Si  d’une  extrémité  de  la  droite 
AB  on  peut  voir  un  jalon  planté  à 
l’autre  extrémité,  aux  points  A et  B 
on  élève  des  perpendiculaires  à AB 
(1199) , on  prend 

Aa  = B b, 
et  on  a a6=AB. 

2*  SI  un  obstacle  empêchait  de 
voir  un  jalon  B quand  on  est  au 
point  A,  on  tracerait  un  alignement 
AC  ; on  mènerait  par  le  point  B une 
perpendiculaire  BC  à cet  aligne- 
ment (1199),  et,  mesurant  AC  et 
BC,  on  aurait  (647) 

Tc’+  bc\ 


1255.  Trouver  le  rayon  d'une  enceinte  circulaire  dont  Viniérieur 
est  inaccessible,  d'une  tour  ou  dun  bassin  par  exemple. 

1“  On  circonscrit  à la  tour  un  triangle  dont  on  mesure  les  trois  côtés  ; 
on  construit  sur  le  papier,  à une  échelle  convenable,  un  triangle  sem- 
blable, et  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  ce  triangle  est,  à l’échelle 
choisie,  le  rayon  de  la  tour  (915). 

2“  On  trace  une  droite  ab  à une  certaine  distance  de  la  tour  (fi g.  288); 
à cette  droite,  on  élève  des  perpendiculaires  a\  et  6B  qui  soient  tan- 
gentes au  pied  de  la  tour  (1199) , et  la  distance  ab  de  ces  perpendi- 
culaires est  le  diamètre  de  la  tour. 

3’  On  trace  et  mesure  une  base  AB,  et  on  détermine  les  angle  a et  p que 
fait  AB  avec  les  tangentes  AC,  AD  à la  tour. 
L’angle  de  ces  tangentes  est  égal  à a— p,  et 
O étant  le  centre  de  la  tour,  on  a l’angle 

fit Ü 

OAB  = p + —j— . On  peut  de  même  déterminer 

l’angleOBA.  Dans  le  triangle  ABO,  le  côté  AB  étant 
connu  ainsi  que  les  angles  adjacents,  on  peut  le 
construire  à une  échelle  convenable  sur  le  pa- 
pier; on  peut  aussi  mener  AC,  puisque  l’angle 
CAO  est  connu;  alors  abaissant  du  sommet  O 
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une  perpendiculaire  OC  sur  AC  elle  est , à l'échelle  choisie,  le  rayon  do 


la  tour. 

Remarque,  les  constructions  des  2“  et  3"  sont  applicables,  lors  même 
que  l’on  ne  peut  approcher  du  pied  de  la  tour. 


Fip.  «A. 


123(1.  Trouver  la  distance  AC  du 
point  A au  point  inaccessible  mais 
visible  C (1008). 

1“  Après  avoir  mesuré  la  base  AB, 
ainsi  que  les  angles  A et  B,  on  con- 
struit sur  le  papier,  à une  échelle  con- 
venable, le  triangle  ABC , ce  qui  four- 
nit le  cOté  AC  à l'échelle  choisie,  et 
par  suite  sa  longueur  réelle. 

2*  Lorsque  le  terrain  accessible  le 
permet,  on  trace  deux  alignements 
faisant  avec  la  base  AB  les  angles 

Il  AC'  = BAC  et  ABC'=  ABC, 

et  C'  étant  le  point  de  rencontre  de 
ces  alignements,  on  a AC'=AC. 

3*  On  peut  encore  résoudre  le  pro- 
blème en  menant  la  base  AB  perpen- 
diculaire à AC  (1199),  en  prenant 
AD=DB,  et  en  déterminant  le  point 
de  rencontre  de  l'alignement  CD  avec 
la  perpendiculaire  BC'  à AB.  On  a 
BC'=AC  (2°,  567). 

4*  Ayant  mené  la  base  AB  perpen- 
diculaire à AC  (/iy.  294),  en  un  point  D 
on  élève  une  perpendiculaire  à AB,  et 
on  la  prolonge  jusqu’à  l’alignement 
BC;  on  mesure  DE,  BD,  BA,  et  les  deux 
triangles  semblables  BDE.BACdonneut 


BD 

BA 


DK 

AC’ 


d’où  AC= 


BAxDE 
BD  ’ 


Cette  manière  d’opérer  peut  être 
employée  dans  le  cas  du  n*  1234. 

1 Remarque.  Par  les  méthodes  des 
2*,  3°  et  4°  on  trouve  la  distance  cher- 
chée sur  le  terrain,  sans  faire  aucun 
rapport  sur  le  papier. 
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1857.  Résolutions  des  problèmes  des  n°‘  1007  et  1009.  Après  avoir 
fait  sur  le  terrain  les  constructions  indiquées  n"  1007  et  1009,  au  lieu 
d’appliquer  les  formules  trigonomélriques,  on  peut  obtenir  la  hauteur 
cherchée  en  rapportant  sur  le  papier,  à une  échelle  convenable,  la  fi- 
gure déterminée  sur  le  terrain. 

1858.  Trouver  la  distance  CC'  de  deux  points  inaccessibles. 

1*  Après  avoir  fait  sur  le  terrain  les 

constructions  indiquées  au  n"  1010, 
on  a toutes  les  données  nécessaires 
pour  rapporter  sur  le  papier  la  figure 
ABC'C,  et  par  suite  déterminer  CC'  sans 
appliquer  les  formules  trigonométri- 
ques. 

2"  On  peut,  en  opérant  comme  au 
2”  du  n“  1236,  construiro  au-dessous  de 
Alt  chacun  des  triangles  AUC,  ABC,  et 
la  distance  des  sommets  de  ces  nouveaux  triangles  est  égale  à CC  et 
peut  se  mesurer  directement  sur  le  terrain. 

3°  On  abaisse  des  points  C et  C'  des  perpendiculaires  sur  une  base  xy; 

par  le  milieu  D de  Ait  on  trace 
les  alignements  CD,  C'D;  on  dé- 
termine leurs  points  de  ren- 
contre avec  les  prolongements 
des  perpendiculaires  AC  et  BC', 
et  la  distance  cc'  = CC',  et  peut 
se  mesurer  sur  le  terrain.  Los 
deux  triangles  ADC,  B Dr’  étant 
égaux  (2\  567),  on  a DC=Dc'. 
De  même  DC'  = De  ; donc  CC’e'e 
est  un  parallélogramme  (571); 
et,  par  suite,  cc'  est  égal  et  pa- 
rallèle à CC'  (552). 

Si  le  terrain  était  trop  res- 
treint pour  recevoir  les  con- 
DA 

structions  précédentes,  on  prendrait  Da=D6  = -jt-,  et  en  terminant 

CC* 

sur  ces  données  la  construction  précédente  on  arriverait  à e,  c’,  = — . 

1559.  Mener  par  un  point  donné  M une  parallèle  MN  à une  droite 
inaccessible  CC  (fiy  290).  En  opérant  comme  au  3“  du  n“  précédent,  on 
mène  cc'  parallèle  à CC;  puis,  menant  par  M uno  parallèle  à cc'  (1229) 
elle  l’est  aussi  A CC'. 


Fi*,  sw. 


c 
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1240.  Tous  les  végétaux  croissant  verticalement,  la  surface  utile, 
c’est-à-dire  productive,  d’un  terrain  est  la  projection  sur  un  plan  hori- 
zontal de  sa  surface  proprement  dite.  Le  but  que  l’on  se  propose  en  ar- 
pentage (1181)  est  donc  de  déterminer  l’aire  de  cette  projection,  c’est- 
à-dire  l’aire  de  la  surface  prise  par  cutcllation  (1180). 

Si  l’on  a levé  le  plan  du  terrain , la  géométrie  et  la  trigonométrie 
fournissent  des  règles  pour  calculer  l’aire  de  la  figure  que  forme  le  plan, 
d’après  les  cotes  qui  y sont  inscrites,  ou  en  prenant  les  longueurs  et  les 
angles  nécessaires  à l’échelle  et  au  rapporteur. 

Quand  on  n’a  pas  le  plan  du  terrain,  on  peut  le  lever  d’abord,  puis  éva- 
luer l’aire;  maison  se  contente  le  plus  souvent  d'un  simple  croquis, 
sur  lequel  on  inscrit,  à mesure  qu’on  les  obtient  sur  le  terrain,  les  lon- 
gueurs nécessaires  à l’application  des  règles  de  la  géométrie. 

Les  arpenteurs  ne  se  servent  habituellement  que  de  leur  équerre,  de 
la  chaîne  et  de  jalons  (1192,  1194,  1197). 

1241.  Soit  à déterminer  la  surface  <Tun  terrain  ABCDEF  dont  le 
contour  est  polygonal  et  Vintérieur  acces- 
sible. 

lr*  méthode.  On  décompose  le  polygone 
en  triangles,  et  mesurant  les  côtés  de  ces 
triangles,  on  en  détermine  l’aire  par  la  for- 
mule 3“  du  n“  1005. 

2e  méthode.  Après  avoir  mené  et  mesuré 
les  diagonales  AC,  AD,  AE,  on  les  considère 
comme  étant  les  bases  des  triangles  qui 
composent  le  terrain  ; avec  l’équerre  d’ar- 
penteur on  mène  les  hauteurs  BP,  DQ...  de  ces  triangles;  on  mesure 
ces  hauteurs,  et  on  applique  la  règle  du  n“  636. 

3*  méthode.  On  mène  une  diagonale , la  plus  grande  ordinairement 
[fig.  274),  à laquelle  on  mène  avec  l’équerre  d’arpenteur  des  perpen- 
diculaires par  les  sommets.  Le  polygone  se  trouve  ainsi  décomposé  en 
triangles  et  en  trapèzes  rectangles  faciles  àévaluer  (636,  640, 1177). 

Au  lieu  d'une  diagonale,  on  peut  prendre  une  transversale  quelcon- 
que du  polygone.  La  disposition  du  terrain  indique  ordinairement  la  di- 
rection qu’il  convient  de  donner  à cette  transversale  pour  rendre  les 
opérations  faciles  ; le  plus  souvent  on  la  trace  dans  la  direction  de  la 
plus  grande  dimension,  et  de  manière  à diviser  le  terrain  en  parties  à 
peu  près  équivalentes. 

On  peut  encore  remplacer  la  transversale  par  une  droite  extérieure 
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au  polygone.  L'aire  est  alors  égale  à la  différence  de  deux  sommes  de 

trapèzes  {Jig.  273). 

1242.  Lorsque  le  terrain  est  accessible  à Vinlérieur  et  limité  par 
une  courbe  quelconque , on  applique  la  3*  méthode  du  n*  précédent 
Ainsi  on  trace  une  transversale  aussi  grande  que  possible,  et  on  lui 
mène  des  perpendiculaires  assez  rapprochées  pour  que  l’on  puisse  né- 
gliger la  courbure  des  parties  qu'elles  interceptent  sur  le  contour.  Il 
convient  que  les  perpendiculaires  divisent  ta  transversale  en  un  nombre 
pair  de  parties  égales,  afin  de  pouvoir  appliquer  les  formules  des  n“  1178 
et  1179. 

Si  le  contour  du  terrain  n'est  courbe  que  dans  une  partie,  enjoignant 
par  une  droite  les  extrémités  de  la  courbe,  le  terrain  se  trouve  divisé 
en  deux  portions , dont  une  se  mesure  par  l'une  des  méthodes  du 
n°  précédent , et  l'autre  comme  ci-dessus. 

Ordinairement,  pour  abréger  les  opérations,  on  emploie  la  méthode 
dite  par  compensation , qui  consiste  à substi- 
tuer au  terrain  à mesurer  un  terrain  polygonal 
qui  l’excède  en  de  certaines  parties  et  y rentre 
dans  d’autres,  mais  de  manière  que  les  parties 
ajoutées  et  retranchées  se  compensent;  c’est 
ce  qu’indique  la  figure  298,  dans  laquelle  les 
parcelles  Internes  et  externes  désignées  par 
le  même  numéro  sont  approximativement  équi- 
valentes. 

On  conçoit,  du  reste,  qu’on  pourrait,  si  l’on  voulait  agir  en  toute 
rigueur,  mesurer  d’abord  le  polygone  auxiliaire,  puis,  à l’aide  des 
formules  des  n"  1178  et  1179,  les  parties  ajoutées  et  retranchées. 
Lorsqu’on  opère  ainsi , on  prend  ordinairement  un  polygone  auxiliaire 
ayant  ses  sommets  sur  le  contour  du  terrain. 

1243.  Quand  le  terrain  ABCDE  est  inaccessible  à l'intérieur;  s’il  est 

par  exemple  couvert  de  constructions, 
d'arbres  ou  d 'eau.  On  trace  en  dehors  un 
polygone  MNPQ  dont  l’aire  est  facile  à 
mesurer,  tel  qu’un  rectangle  ou  un  tra- 
pèze rectangle.  On  évalue,  en  opérant 
comme  aux  n"  1241  et  1242,  la  surface 
comprise  entre  le  périmètre  de  ce  po- 
lygone et  celui  du  terrain , et  en  retran- 
chant cette  surface  de  celle  du  polygone 
on  a l’aire  cherchée. 

si  le  terrain  était  limité  par  une  courbe  quelconque,  on  opérerait 
d’une  manière  analogue,  en  appliquant  les  formules  des  n“1178  et  1179. 

Dans  le  cas  où  le  terrain  serait  inaccessible , mais  découvert , s’il 
était,  par  exemple,  séparé  du  terrain  où  l’on  se  trouve  par  une  ri- 


Fig.  299. 


Fig.  Î9R. 
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vière,  od  déterminerait  les  coordonnées  d'autant  de  point*  qu’il  serait 
nécessaire  de  son  contour  par  rapport  à deux  axes  rectangulaires  Ox, 
Otf  tracés  sur  le  terrain  accessible  f fig.  275),  et  à l'aide  de  ces  coordon- 
nées on  calculerait  l’aire  du  terrain  par  la  3*  méthode  du  n"  1251,  pour 
le  ca*  où  on  a recours  à une  droite  tracée  hors  du  polygone. 


PROBLÈMES. 


1 244.  Soit  à résoudre  le  problème  le  plus  habituel  de  l’arpentage, 
qui  consiste  à prendre  dans  une  pièce  do  terre  une  partie  d’une  surface 
déterminée. 

1°  Soit  à prendre  dans  la  pointe  A une  sur- 
face déterminée  S qui  soit  limitée  par  une 
droite  parallèle  à une  droite  donnée.  Sur  AB 
ou  AC  on  mesure  une  certaine  longueur  AD  ; 
par  le  point  D on  mène  une  parallèle  DE  à la 
droite  donnée  (1229)  ; on  détermine  l’aire  s du 
triangle  ADE;  on  calcule  le  quatrième  terme 
de  la  proportion 


JlSrrAb’.-X*,  d’où 

on  prend  AM  = x,  et  menant  MN  parallèle  à DE,  le  triangle  AM  N satis- 
fait à la  question.  En  effet,  les  deux  triangles  ADE  et  AM  N étant  sem- 
blables, S' étant  l’aire  du  second,  on  a (653) 

stS^AD’tÂM’ , 


Fig.  300. 


N 

a 


Fig.  301. 


et  les  deux  proportions  précédentes  ayant  trois  termes  égaux,  on  a 
bien  S = S’. 

2°  Dans  le  cas  où  la  première  pointe  A 
du  terrain  serait  insuffisante,  on  déter- 
minerait l’aire  s du  triangle  aAC,  et  le 
problème  serait  ramené,  comme  au  1",  à 
prendre  dans  la  pointe  a une  partie  aMN 
dont  l’aire  fût  égale  àS  + r. 

3“  Dans  le  cas  où  on  aurait  à prendre 
un  trapèze  MNnm  à partir  de  MN,  qui 
peut  être  un  côté  du  terrain , on  mesu- 
rerait aM  et  l’aire  du  triangle  aMN,  et  on  calculerait  am  en  opérant 
comme  on  l’a  fait  au  1°  pour  AM. 

Remarque.  Les  trois  problèmes  précédents  montrent  assex  comment 
l’on  opérera  dans  un  cas  quelconque,  et  les  deux  derniers  font  voir  qu’en 
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général  les  problèmes  de  cette  espèce  no  sont  que  la  réunion  de  plu- 
sieurs semblables  au  1",  auquel  on  les  ramène  toujours. 

12415.  Pour  partager  un  triangle  en  un  certain  nombre  de  parties 
équivalentes  par  des  droites  allant  du  sommet  à la  base,  on  divise  la 
base  en  un  même  nombre  de  parties  égales,  et  on  joint  le  sommet  aux 
points  de  division  (636). 

Par  la  même  marche,  on  peut  diviser  le  triangle  en  parties  qui  soient 
entre  elles  dans  des  rapports  donnés  (919). 

1240.  En  divisant  les  deux  bases  d’un  trapèze  en  un  même  nombre 
de  parties  égales,  ou  qui  soient  entre  elles  dans  des  rapports  donnés,  et 
joignant  les  points  de  division,  le  trapèze  se  trouve  divisé  en  parties 
équivalentes  ou  en  parties  qui  sont  entre  elles  dans  les  rapports  donnés 
(640, 919). 

1247.  Pour  diviser  de  même  un  rectangle  ou  un  parallélogramme,  on 
divise  la  base  en  parties  égales  ou  en  parties  qui  soient  entre  elles  dans 
les  rapports  donnés,  et  par  les  points  de  division  on  mène  des  paral- 
lèles aux  côtés  adjacents  à la  base  (634, 639,  919). 

1248.  Diviser  un  triangle  ABC  en  parties  équivalentes,  ou  en  parties 
qui  soient  entre  elles  dans  des  rapports  don- 
nés, par  des  droites  parallèles  à la  base  BC. 
Ce  problème  peut  être  résolu  comme  celui  1* 
du  n°  1244- 

Pour  diviser  de  même  un  trapèze,  on  opére- 
rait comme  au  2“  du  n»  1244. 

MN  étant  la  droite  qui  divise  le  triangle  en 
deux  parties  égales,  on  a (643) 


Pi*.  302. 


|:s=an’:ac\  d’Où  AN 


=\/; 


AC» 


On  peut  déterminer  AN  géométriquement.  Sur  AC  comme  diamètre  on 
décrit  une  derai-clrconférence;  au  centre  O on  élève  une  perpendicu- 
laire ; on  joint  AE,  et  prenant  AN  = AE,  le  point  N appartient  à la  paral- 
lèle MN.  En  effet,  on  a (619) 

AC 

ac:ae=ae;ao  ou  ac:an=an:-^-, 


d’où 


Si  AMN  était  le  tiers  du  triangle  ABC,  on  aurait 

|:S=ÂN*:  ÂC1,  d’où  AN  = 
*> 
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Si  AMN  était  les  1 de  ABC,  on  aurait 

O 

Is.-SrrÂN’iAC’,  d’où  AN  = 

O 

On  opérerait  de  même  pour  un  rapport  quelconque,  c’est-à-dire  pour 
résoudre  d’une  manière  générale  le  problème  énoncé. 

Ce  problème  général  se  résout  aurai  géométriquement.  Ainsi,  on  di- 
vise AC  en  parties  égales  ou  en  parties  qui  soient  entre  elles  dans  des 
rapports  donnés  (919);  par  les  points  de  division  on  élève  des  perpen- 
diculaires à AC  ; on  joint  le  point  A aux  intersections  de  ces  perpendi- 
culaires avec  la  demi-circonférence  AEC  ; on  reporte  les  cordes  qui  en 
résultent  sur  AC  à partir  du  point  A,  et  les  parallèles  à BC  menées  par  les 
points  obtenus  divisent  le  triangle  ABC  en  parties  qui  sont  entre  elles 
comme  les  parties  de  AC.  Ainsi , AC  ayant  été  divisé  en  deux  parties 
égales  (fig.  302),  le  triangle  se  trouve  divisé  par  MN  en  deux  parties 
équivalentes  ; si  AC  a été  partagé  en  trois  parties  égales,  le  triangle  l'est 
également  en  trois  parties  équivalentes,  etc. 


NIVELLEMENT. 

PRINCIPES. 

1249.  Nous  avons  vu  comment  on  obtient  la  projection  d’un  terrain 
sur  un  plan  horizontal  (1212  et  suivants)  ; mais  si  cette  projection  est 
suffisante  pour  l’arpentage  (1240) , 11  n’en  est  pas  de  même  lorsqu'il 
s’agit  d’établir  des  travaux  de  construction , tels  par  exemple  que  des 
conduites  d’eau,  des  canaux,  des  routes,  des  chemins  de  fer,  etc.;  il 
est  alors  nécessaire  d’avoir  les  distances  des  divers  points  de  la  sur- 
face du  sol  à traverser  à ce  même  plan  horizontal,  ou  mieux  à une  sur- 
face sans  aspérités  concentrique  avec  la  surface  de  la  terre.  Le  but  du 
nivellement  est  de  déterminer  ces  distances,  ou  les  différences  entre 
ces  distances, 

La  surface  concentrique  à laquelle  on  rapporte  les  différents  points 
nivelés  est  dite  surface  de  niveau  ou  de  comparaison.  La  distance  d’un 
point  à la  surface  de  niveau  est  la  cote  de  ce  point. 

12150.  Les  instruments  dont  on  fait  usage  pour  niveler  sont  le  niveau 
et  la  mire.  La  mire  est  une  règle  graduée  que  l’on  fait  successivement 
poser  verticalement,  par  un  aide  appelé  porte-mire,  sur  les  points  à ni- 
veler. Les  niveaux  permettent  de  diriger  dans  l’espace,  vers  la  mire,  des 
rayons  visuels  horizontaux. 
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12tfl.  Soit  à déterminer  les  cotes  de  deux  points  A cl  B de  la  surface 

du  sol.  On  éta- 
Wl3,  blit  le  niveau  en 

un  point  S,  situé 
ù peu  près  à la 
même  distance 
horizontale  de  A 
et  B;  puis,  faisant 
placer  la  mire  en 

A,  on  dirige  un  rayon  horizontal  qui  détermine  le  pointa,  et  par  suite 
la  distance  A a , qu’on  lit  sur  la  mire.  Ensuite  faisant  placer  la  mire  au 
point  B,  on  détermine  la  distance  B6. 

Supposant  Aa=l“,3é7  et  Bè  = 0“,754,  la  différence  de  niveau  des 
points  A et  B est  1“,347  — 0“,75é  = 0",593,  et  si  le  plan  de  comparaison  a 
été  pris  à 100“  au-dessous  du  point  A,  la  cote  de  ce  point  100“, 000,  et 
celle  du  point  B,  100“,000  + 0“,593 = 100",593. 

La  surface  de  comparaison  se  prend  toujours  de  manière  qu'elle  laisse 
tous  les  points  à niveler  d’un  même  côté,  afin  que  toutes  les  cotes  aient 
le  même  signe.  Au  lieu  de  prendre  la  surface  de  comparaison  au-dessous 
du  point  à niveler  le  plus  bas,  on  peut  la  prendre  au-dessus  de  celui  de 
ces  points  qui  est  le  plus  élevé. 

I2i*2.  Nivellement  simple.  Il  peut  arriver  que  d'une  même  station 
du  niveau  on  puisse  niveler  un  certain  nombre  de  points  ABCD...  Dans 
ce  cas,  au  fur  et  à mesure  qu’on  obtient  les  résultats,  on  les  inscrit  sur 
le  cadre  suivant,  préparé  à l’avance,  et  qui  constitue  un  carnet  de  ni- 
vellement. 


toints 

DISTANCES 

cours 

DIFFÉRENCES 

nivelés. 

consécutives. 

niveau. 

positives. 

négatives. 

1 

i 

* 

4 

S 

• 

7 

A(-) 

U 

c 

D 

nèt. 

» 

425,54 

440,67 

7ô,27 

mil. 

1,347 

0,754 

1,042 

0,621 

met. 

» 

0,593 

a 

0,421 

mèt. 

• 

» 

0,288 

• 

mél. 

100,000 

100,593 

100,305 

100,726 

(•)  Position 
du  point,  na- 
ture du  SOl,PtC. 

Dans  la  première  colonne,  on  désigne  les  points  nivelés.  Ces  points 
sont  ordinairement  désignés  par  des  numéros  d’ordre,  et,  sur  le  sol , 
on  les  fixe  par  des  piquets. 

La  deuxième  colonne  contient  la  distance  horizontale  de  chaque  point 
nivelé  au  précédent. 

Dans  la  troisième  colonne , on  inscrit  les  hauteurs  lues  sur  la  mire. 
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Une  différence  entre  un  nombre  de  la  troisième  colonne  et  celui  im- 
médiatement inférieur  s’écrit  dans  la  quatrième  pu  la  cinquième  co- 
lonne, suivant  que  le  premier  nombre  est  plus  grand  ou  plus  petit 
que  le  second. 

Une  différence  positive,  ajoutée  à la  cote  du  point  précédent , donne 
la  cote  du  point  considéré.  On  obtient  ce  môme  résultat  en  retranchant 
la  différence,  si  elle  est  négative. 

1885.  Nivellement  composé.  Lorsqu’on  ne  peut  déterminer  les  cotes 


Fig.  304. 


de  deux  points  A et  E sans  changer  le  niveau  de  place , par  un  premier 
nivellement  simple,  de  la  cote  du  point  A on  passe  à celle  d'un  point 
intermédiaire  B (1252);  puis,  par  un  second  nivellement  simple,  on 
passe  à celle  d’un  autre  point  intermédiaire  C,  et  on  continue  ainsi 
de  suite  jusqu’à  ce  qu’on  ait  déterminé  la  cote  du  point  extrême  E. 

Dans  un  nivellement  composé,  on  appelle  coupr  arrière,  les  hauteurs 
Aa',  B6’,  Ce'...  indiquées  par  la  mire  quand  on  vise  du  côté  du  poiut  de 
départ  A,  et  coups  ai’ant,  les  hauteurs  Bô,  Ce...  indiquées  par  la  mire 
lorsqu’on  vise  en  avant. 

Au  fur  et  à mesure  qu’on  obtient  les  résultats , on  les  inscrit  sur  le 
carnet  de  nivellement,  dont  la  disposition  ne  diffère  pas  sensiblement 
de  celle  du  n°  précédent. 


DIFFÉRENCES 

B 

y 

arrière. 

S 

avant. 

4 

posilites. 

& 

négatives. 

• 

7 

B 

met. 

mèt. 

mèt. 

môt. 

mèt . 

(*)  Positif 

AC) 

B 

B 

1,444 

» 

B 

100 

point,  natniyda 

130.65 

1,546 

0,638 

» 

400,606 

sol , propriétai- 
re , rte. 

C 

1 45,38 

1,047 

0,746 

B 

lOt, 446 

D 

435,46 

0,434 

4,696 

B 

0,071 

401,355 

Vérijlcntio*  : 

5,46$  — 4,651  =■ 

E 

194,63 

« 

4,406 

» 

4,174 

! 99,183 

a 

606.06 

4,651 

5,468 

4,446 

4,443 

tou  — SM*3  - 

6,417 
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Les  différences  entre  les  nombres  de  la  3*  colonne  et  ceux  de  la  /i*  qui 
suivent  immédiatement  s'écrivent  dans  la  5*  ou  dans  la  6*  colonne, 
selon  que  les  premiers  nombres  sont  plus  grands  ou  plus  petits  que  les 
seconds. 

Quant  aux  nombres  de  la  7*  colonne,  ayant  pris  la  cote  100  mètres 
pour  le  point  de  départ  A (1251),  pour  avoir  ta  cote  des  points  succes- 
sifs B,  C,  D..,  à la  cote  100  mètres  et  successivement  à la  dernière  cote 
obtenue  on  ajoute  la  différence  correspondante  de  la  5*  colonne , ou  de 
cette  cote  on  retranche  la  différence  correspondante  de  la  6*  colonne. 

Comme  vérification  des  calculs,  la  différence  de  hauteur  100  — 
99,185=  0",817,  des  deux  points  extrêmes  A et  E,  doit  être  égale  à la 
différence  entre  la  somme  des  coups  avant  et  celle  des  coups  arrière , 
ou  encore  à la  différence  entre  la  somme  des  nombres  de  la  G*  colonne 
et  celle  des  nombres  de  la  5*  colonne. 


Fig.  a». 


1254.  Hauteur  du  niveau  apparent  au-dessus  du  niveau  vrai. 

L'instrument  ayant  été  établi  au  point  S de 
la  surface  de  la  terre,  si  l’on  dirige  un  rayon 
visuel  .s-6,  ce  rayon  sera  perpendiculaire  à la 
verticale  Sr,  et  il  rencontrera  en  un  point  b 
une  mire  tenue  verticalement  en  B.  Or  comme 
le  point  do  la  verticale  OB  qui  est  au  même 
niveau  que  le  point  s est  b',  la  droite  sb  n’est 
donc  qu’une  ligne,  de  niveau  apparent,  et 
l’on  voit  que  la  hauteur  du  niveau  apparent 
au-dessus  du  niveau  vrai  est  égale  à bb'.  Dé- 
signant cette  quantité  par  h,  la  distance  sb 
par  d , et  supposant  que  Oi  est  égal  au  rayon  de  la  terre,  on  a (622) 


d‘  = Ax2R,  d’où 


(D 


Outre  la  modification  du  niveau  vrai  par  suite  de  la  sphéricité  de  la 
terre , il  en  est  une  seconde  due  à la  réfraction  de  Pair;  mais  qui  se 
retranche  de  la  première.  Lorsqu'un  rayon  de  lumière  traverse  l’air,  il 
se  dévie  de  la  ligne  droite  en  passant  d’une  couche  A une  autre  plus  ou 
moins  dense , et  en  général  il  suit  une  courbe  dont  la  concavité  est 
tournée  vers  la  terre.  De  cet  effet , il  résulte  que  le  rayon  de  lumière 
parti  de  la  mire  et  qui  passe  par  le  point  s vient  d'un  point  6,  situé  au- 
dessous  de  b,  et  la  ligne  réelle  de  niveau  apparent  est  sbt. 

Sous  nos  climats  tempérés  et  dans  les  conditions  atmosphériques  or- 
dinaires, on  a 66,  = 0,1666';  d’où  il  suit  que  la  quantité  h,'  à retran- 
cher du  niveau  apparent  pour  avoir  le  niveau  vrai  est 

A'  = 0,866  = 0,84  (2j 
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La  terre  n’est  pas  tout  à fait  sphérique  ; elle  a la  forme  d’un  ellip- 
soïde de  révolution  (1081)  dont  le  grand  axe  ou  axe  équatorial  a, 
d’après  les  mesures  de  plusieurs  savants , 12  754863  mètres,  et  le  petit 
axe  ou  axe  polaire  12  712  251  mètres. 

Faisant  R = 6366600  mètres,  les  formules  (1)  et  (2)  donnent  les 
résultats  du  tableau  suivant  : 


DISTANCES 

du  niveau 
à la  mire. 

VALEURS 
de  h. 

VALEURS 
de  0,16  a. 

VALEURS 

de  h'. 

n 

mèt. 

mèt. 

mèt. 

0,0001 

0,0000 

0,0001 

0,0003 

0,0000 

0,0002 

0,0003 

0,0004 

0,0004 

400 

0,0008 

0,0004 

0,0007 

440 

0,0015 

0,0002 

0.0013 

480 

0,0025 

0,0024 

200 

0,0031 

0,0026 

300 

0,0074 

0,0039 

400 

0,04  26 

0,0106 

500 

0,0496 

0,0034 

0,0465 

Remarque  1.  Cette  table  ayant  été  calculée  dans  l’hypothèse  d’une 
surface  de  niveau  sphérique , les  résultats  qu'elle  contient  ne  doivent 
être  considérés  que  comme  approximatifs. 

Remarque  2.  Dans  les  limites  ordinaires  d’un  nivellement  simple 
[Jig.  303),  les  corrections  indiquées  dans  la  table  devant  se  faire  sur  le 
coup  porté  vers  A et  sur  celui  porté  vers  B,  l’une  des  corrections  se 
retranche  de  l’autre  dans  le  calcul  de  la  différence  de  niveau  des  points 
A et  B,  et  il  en  résulte  qu’elles  sont  en  général  négligeables  ; leur  in- 
fluence est  d’autant  moindre  sur  cette  différence  de  niveau,  que  les  dis- 
tances horizontales  de  l’instrument  aux  points  A et  B diffèrent  moins, 
et  elle  est  tout  à fait  nulle  quand  ces  distances  sont  égales. 

Remarque  3.  'En  général,  dans  un  nivellement  composé,  les  erreurs 
dues  à ce  qu’on  a négligé , dans  chaque  nivellement  simple , les  correc- 
tions indiquées  au  tableau  se  compensent,  et  on  a un  résultat  définitif 
suffisamment  exact. 


INSTRUMENTS. 


1238.  Niveau  d’eau.  Ce  niveau  se  compose  d’un  tube  AB  de  l“à 
1",30  de  longueur  sur  0”,02  à 0",03  de  diamètre,  recourbé  à angle  droit 
4 chaque  extrémité,  et  muni  au  milieu  de  sa  longueur  d’une  douille  C & 
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l’aide  de  laquelle  on  repose  l’Instrument  sur  un  pied  à trois  branches. 


Fig.  306. 


Chaque  extrémité  A et  B porto  un  renflement  dans  lequel  on  lute  une 
fiole  en  cristal  au  moyen  de  mastic  ou  de  cire. 

•Les  fioles  ont  de  0“,03  à 0",0i  de  diamètre  et  de  0“,08  à 0“,12  de  lon- 
gueur visible  calibrée  ; elles  sont  complètement  ouvertes  à l’extrémité 
engagée  dans  le  tube,  mais  l’extrémité  libre  se  referme  en  gorge  de  ma- 
nière à ne  laisser  qu’une  ouverture  de  0",01  de  diamètre.  Les  fioles 
d’un  même  instrument  doivent  avoir  le  même  diamètre,  et  elles  doi- 
vent être  le  plus  rigoureusement  possible  cylindriques. 

Les  tubes  sont  ordinairement  en  fer-blanc;  mais  l'on  fabrique  des 
niveaux  plus  soignés,  dans  lesquels  ils  sont  en  cuivre.  La  douille  est 


Fig.  307. 


alors  garnie  d’une  genouillère  à coquille  qui  permet  de  faire  tourner 
plus  facilement  l’Instrument  sur  sou  pied.  Il  existe  même  des  niveaux 
qui  se  composent  de  plusieurs  parties  réunies  par  des  pas  de  vis  ; ce 
qui  permet  de  les  démonter  pour  les  placer  dans  une  boite. 

Le  niveau  se  remplit  d’eau  jusqu'à  la  moitié  ou  les  deux  tiers  de  la 
hauteur  des  fioles.  En  hiver,  pour  éviter  la  congélation , on  emploie  de 
l'alcool  au  lieu  d’eau.  Pour  chasser  l’air  qui  a pu  rester  emprisonné 
dans  le  tube,  on  incline  celui-ci  après  avoir  bouché  la  fiole  inférieure 
avec  la  main,  et  on  lui  imprime  quelques  vibrations  au  moyen  de  petits 
chocs. 

1286.  Emploi  du  niveau  d'eau.  Pour  se  servir  du  niveau  d’eau , on 

36 
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le  place  en  station  {fi g.  503) , où  on  l’affermit  sur  son  pied,  et  de  ma- 
nière qu’en  le  Taisant  tourner,  il  reste  le  mieux  possible  dans  le  même 
plan  horizontal  ; il  approche  d'autant  plus  de  cette  position , qu'en  le 
plaçant  successivement  dans  deux  directions  perpendiculaires  entre 
elles,  le  niveau  du  liquide  varie  moins  dans  chaque  fiole.  On  dirige  alors 
l’instrument  vers  la  mire , et,  se  plaçant  à 1 mètre  ou  1“,50  en  arrière 
de  la  fiole  voisine,  on  mène  un  rayon  visuel  NJJ'  tangent  intérieurement 
ou  extérieurement  aux  courbes  D,  D' formées  par  les  bords  des  surfaces 
du  liquide  dans  les  fioles  (fig.  306);  le  point  où  ce  rayon  visuel  ren- 
contre la  mire  donne  le  coup  du  niveau.  Plaçant  la  mire  sur  le  second 
point  à niveler,  on  détermine  le  second  coup  de  niveau  en  opérant 
comme  pour  le  premier,  et  on  continue  de  même  pour  tous  les  autres 
points  que  l’on  peut  niveler  de  la  même  station.  Alors  on  établit  le  ni- 
veau à la  seconde  station,  où  on  opère  comme  à la  première , et  on 
continue  ainsi  de  suite  (1252,  1253). 

En  vertu  du  principe  de  physique  que  les  surfaces  d’un  même  liquide 
dans  deux  vases  qui  communiquent  se  trouvent  dans  un  même  plan 
horizontal,  les  rayons  visuels  que  l’on  détermine  avec  le  niveau  d’epu 
sont  horizontaux  ; mais  il  faut  que  les  fioles  aient  le  même  diamètre, 
sans  quoi  l’attraction  du  verre  sur  le  liquide  produirait  des  méningites 
d’une  concavité  différente  dans  les  deux  fioles,  et  les  lignes  noires  for- 
mées par  les  ménisques , lesquelles  guident  dans  le  pointage , no  se- 
raient plus  dans  le  même  plan  horizontal. 

Il  est  nécessaire  que  le  plan  du  niveau  du  liquide  reste  constant  pen- 
dant tout  le  temps  qu’on  opère  à une  même  station  ; il  faut  donc  : 

1“  Éviter  les  pertes  d’eau  , soit  par  les  suintements  à travers  des  fis- 
sures , soit  par  la  vaporisation  ; il  faut  aussi  éviter  que  l’eau  de  pluie 
s’introduise  dans  les  fioles.  Une  enveloppe  qui  recouvre  chaque  fiole 
diminue  la  vaporisation  et  préserve  de  la  pluie;  elle  est  surtout  né- 
cessaire quand  l’appareil  reste  longtemps  en  station  exposé  au  soleil  ou 
à l’orage. 

2“  Éviter  qu’il  reste  de  l’air  dans  le  tube  ; car  il  pourrait  se  dégager 
pendant  que  l’on  opère  et  le  niveau  du  liquide  baisserait. 

3“  Que  les  fioles  aient  la  même  section  horizontale  ; sans  quoi  la  fiole 
qui  a la  plus  grande  section  venant  à passer,  dans  son  mouvement  ho- 
rizontal . à un  niveau  inférieur,  le  niveau  du  liquide  dans  les  deux  fioles 
baisserait  nécessairement. 

fi”  Que  toutes  les  visées  d’une  même  station  soient  faites  par  la  même 
personne , deux  opérateurs  prenant  rarement  les  mêmes  points  des 
ménisques  ou  onglets  pour  diriger  leurs  rayons  visuels. 

Afin  de  rendre  plus  apparentes  les  lignes  formées  par  les  bords  des 
onglets , on  colore  quelquefois  l’eau  avec  du  carmin.  C’est  aussi  pour 
atteindre  ce  but  que  dans  quelques  instruments  soignés  les  fioles  sont 
garnies  d'obscuirtieurs,  c’est-à-dire  d’enveloppes  cylindriques  portant 
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latéralement  une  échancrure  qui  ne  laisse  voir  que  la  portion  de  la  sur- 
face du  liquide  nécessaire  pour  diriger  le  rayon  visuel.  La  paroi  inté- 
rieure de  ces  enveloppes  étant  noircie  ou  rougie,  l’eau  en  reçoit  un 
reflet  qui  rend  sa  surface  plus  visible, 

1237.  Ce  qui  précède  indique  assez  que  le  niveau  d’eau,  qui  est  du 
reste  d’un  usage  habituel  pour  les  petits  nivellements , est  sujet  à trop 
de  causes  d’erreurs  pour  qu’on  puisse  l’employer  lorsqu’il  s’agit  de 
nivellements  d’une  certaine  importance. 

Supposant  que  le  rayon 
*■**•  308  • visuel  s’écarte  de  l’horizon- 

tale d'une  quantité  e dans 
l’étendue  de  la  longueur  d 
du  niveau , pour  la  distance 
D,  l’erreur  E sera 


Supposant  que  e n’excède  pas  0°*,00<>5,  et  faisant  <i=l“, 30  , pour 
D = 25  mètres , on  a 


0,0005  x 25 


= O"1, 0096. 


Sans  pouvoir  rien  prescrire  sur  la  valeur  de  D,  vu  qu’elle  dépend  de 
la  vue  et  du  degré  d'habileté  de  l’opérateur,  il  convient  cependant  de  ne 
pas  la  porter  au  delà  de  25  à 30  mètres,  si  l’on  veut  opérer  avec  un  cer- 
tain degré  d'exactitude. 

1236.  Niveau  de  maçon.  C'est  un  système  composé  de  deux  petites 

règlesen  bois  assemblées  dans  deux 
montants  de  môme  largeur  et  de 
même  épaisseur,  et  dont  l'une  se 
trouve  à 6 ou  7 centimètres  des  ex- 
trémités inférieures  des  montants. 
Aumilieu  de  la  traverse  supérieure 
est  suspendu  un  petit  plomb,  dont 
le  fil  correspond  à un  trait  marqué 
sur  la  traverse  inférieure  quand  les 
pieds  des  deux  montants  reposent  sur  un  plan  horizontal. 

1239.  Pour  vérifier  ce  niveau,  on  le  place  sur  une  surface,  et  on 
constate  la  distance  du  cordeau  au  petit  trait  de  la  traverse  inférieure; 
puis  on  retourne  l’instrument  bout  pour  bout , de  manière  que  chaque 
pied  ait  exactement  pris  la  place  de  l’autre.  Dans  cette  nouvelle  posi- 
tion , le  cordeau  a passé  de  l’autre  côté  du  trait . et  s’il  en  est  à la  même 
distance . c’est  que  l’instrument  est  exact. 

Si  le  cordeau  passait  par  le  trait  dans  les  deux  positions,  non- 
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seulement  l'instrument  serait  exact,  mais  aussi  les  points  sur  lesquels  il 
repose  seraient  dans  un  même  plan  horizontal. 

Ce  mode  de  vérification,  qui  consiste  à placer  l'instrument  bout  pour 
bout,  et  qui  est  usité  pour  toutes  les  espèces  de  niveau,  est  dit  mé- 
thode par  retournement. 

1200.  Une  fois  qu'on  s’est  assuré  que  le  niveau  est  bien  exact,  on 
conçoit  qu’en  faisant  reposer  ses  pieds  en  tous  sens  sur  une  surface . si 
le  cordeau,  rendu  libre  en  tenant  convenablement  le  niveau , coïncide 
toujours  avec  le  petit  trait  marqué  sur  la  traverse  inférieure,  c'est  que 
cette  surface  est  horizontale.  Faisant  reposer  une  règle  de  largeur  uni- 
forme sur  deux  points  suffisamment  éloignés,  et  posant  le  niveau  sur 
la  règle,  il  indiquera  encore  si  les  deux  points  sont  à la  même  hauteur, 
ou  lequel  est  le  plus  élevé. 

Pour  poser  une  règle  de  niveau  ou  obtenir  un  point  de  niveau  avec 
un  autre , il  suffit  de  reposer  une  des  extrémités  de  la  règle  de  largeur 
uniforme  sur  le  point  donné,  et  de  placer  le  niveau  sur  le  milieu  de 
cette  règle,  dont  on  élève  ou  abaisse  l’autre  extrémité,  jusqu’à  ce  que 
le  fil  à plomb  vienne  battre  dans  le  petit  trait;  la  règle  est  alors  de 
niveau , et  tous  les  points  de  son  côté  inférieur  le  sont  également 
avec  le  point  donné.  C’est  en  opérant  ainsi  que  les  maçons  tracent 
journellement  des  lignes  de  niveau  dans  les  bâtiments. 

Une  règle  étant  posée  de  niveau  , en  dirigeant  un  rayon  visuel  sui- 
vant l'arête  de  la  règle , on  pourra  obtenir  à une  certaine  distance  un 
point  qui  sera  de  niveau  avec  l’arête  de  la  règle;  mais  , à cause  de  la 
grande  erreur  qui  résulterait  d’un  léger  écart  du  fil  à plomb  par  rap- 
port au  trait,  et  de  la  difficulté  de  bien  diriger  le  rayon  visuel , il  faut 
limiter  l’usage  du  niveau  de  maçon  à de  petites  distances  et  à des  opé- 
rations qui  ne  demandent  pas  une  grande  précision. 

120t.  Le  niveau  de  poseur,  ainsi  appelé  parce  qu’il  est  particuliè- 
rement employé  par  les  maçons  poseurs  de  pierres,  au  lieu  d’être  rec- 
tangulaire comme  le  précédent,  a la  forme  d’un  triangle  rectangle 
isocèle  ; le  fil  à plomb  est  suspendu  au  sommet  de  l’angle  droit , et 
le  petit  trait  est  marqué  au  milieu  du  côté  opposé.  La  vérification 
et  l'emploi  de  ce  niveau  se  font  en  opérant  comme  pour  le  pré- 
cédent. 

1262.  Niveau  à bulle  d’air.  Ce  niveau  consiste  simplement  en  un 

tube  de  verre  très-légère- 
ment courbé  et  emprisonné 
dans  une  gaine  en  cuivre 
AB,  qui  laisse  voir  la  partie 
convexe  du  tube  sur  Une 
certaine  longueur.  Avant 
d’envelopper  le  tube  dans  sa  gaine,  on  l’a  rempli  d’eau  en  y laissant 
une  bulle  d'air,  et  on  l’a  fermé  à la  lampe  aux  deux  extrémités.  Le  tout 
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est  fixé  sur  une  règle  CD,  dressée  de  manière  que  quand  elle  repose 
sur  une  surface  horizontale,  la  bulle  d’air  occupe  le  milieu  du  tube  ; 
une  échelle  gravée  sur  le  tube  indique  son  milieu  et  par  suite  la 
position  que  doit  occuper  la  bulle.  Afin  de  pouvoir  amener  plus  facile- 
ment le  tube  dans  une  position  parallèle  à la  règle  CD,  sa  gaine  est 
quelquefois  fixée  à la  règle  par  une  charnière  à l'extrémité  E , et  par 
une  vis  de  rappel  à l’autre  extrémité  V. 

Pour  remplir  le  tube,  au  lieu  d’eau,  on  emploie  souvent  de  l'alcool 
ou  de  l’éther  ; on  obtient  ainsi  plus  de  mobilité,  et  on  évite  l’action  de  la 
gelée.  Dans  tous  les  cas,  il  convient  de  carminer  un  peu  le  liquide  afin 
de  rendre  la  bulle  d’air  plus  apparente. 

1263.  Pour  vérifier  le  niveau  à bulle  d’air,  on  opère  comme  pour  le 
niveau  de  maçon  (1259),  et  on  peut  l’employer  aux  mêmes  usages 
(1260)  ; mais  sa  grande  fragilité  fait  qu'on  ne  l'emploie  guère  que  pour 
des  travaux  plus  minutieux , tels  que  ceux  de  mécanique , par  exemple. 

1264.  Niveau  à lunette.  Pour  faire  des  nivellements  importants  et 
qui  demandent  une  grande  précision,  on  fait  usage  du  niveau  à bulle 
d’air  (1262)  ; mais  alors  il  est  accompagné  d’une  lunette  dont  l’axe  op- 
tique est  parallèle  à la  règle  du  niveau , ce  qui  permet  de  donner  des 
coups  de  niveau  d’une  grande  portée.  Il  existe  bien  des  dispositions  de 
niveaux  à lunette;  nous  nous  contenterons  de  décrire  celle  due  à 
M.  l’ingénieur  en  chef  Égault  et  celle  de  Lenoir,  dont  l’usage  est  le 
plus  habituel. 

A lunette.  Les 
rayons  lumineux , 
partis  de  la  mire, 
pénètrent  par  l’ex- 
trémité a ; traver- 
sent un  assemblage 
de  verres,  appelé 
objectif;  se  réfrac- 
tent à l’intérieur, 
et  forment  une 
image  renversée  de  la  mire.  Cette  image , qui  est  très-petite , se  regarde 
à travers  un  appareil  grossissant , appelé  oculaire,  placé  en  a'.  Afin  de 
conserver  à l’image  toute  sa  netteté , on  ne  la  fait  pas  redresser  par 
l’oculaire  ; de  sorte  que  les  objets  sont  vus  le  haut  en  bas  à travers  la 
lunette , léger  inconvénient  auquel  le  praticien  s'habitue  promptement. 
Entre  l’objectif  et  l’oculaire  se  trouvent  deux  fils  d’araignée  ou  de  ver 
à soie,  qui  se  croisent  à angle  droit  au  point  où  se  forme  l’image  de 
l’objet  que  l’on  observe.  Ces  fils  , dont  l’un  est  horizontal,  sont  fixés  à 
un  anneau  , et  on  donne  à l’ensemble  le  nom  de  réticule.  Le  réticule  est 
fixé  à un  tube  qui  entre  à frottement  doux  dans  le  corps  de  la  lunette. 


(263.  Niveau  d'Éç/ault.  Description. 

Fig.  311. 
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cé  qili  permet  d’amener  le  plati  des  fils  au  point  où  se  forme  l’image , 
seloD  que  l’objet  qu’on  vise  est  plus  ou  moins  éloigné , circonstance 
qui  fait  varier  la  distance  de  l’image  à l'objectif.  L’oculaire  est  fixé  dans 
un  autre  tube  qui  entre  à frottement  doux  dans  Celui  du  réticule.  Quand 
on  veut  observer,  on  fait  pénétrer  le  tube  qui  contient  l’oculaire  dans 
celui  qui  porte  le  réticule  jusqu’à  ce  qu’on  distingue  bien  les  fils;  puis 
on  fait  mouvoir  l'ensemble  dans  deux  tubes  jusqu’à  ce  que  l’image  de 
la  mire  soit  bien  nette.  Dans  cette  position,  l'image  doit  se  trouver  au 
point  de  croisement  des  fils , ce  dont  on  s’assure  en  Visant  le  plus  pos- 
sible par  le  haut,  par  le  bas  et  par  les  côtés  de  l’oculaire;  si  l’image 
coincide  toujours  avec  les  fils , c’est  qu’elle  est  dans  leur  plan  ; s’il  n’en 
était  pas  ainsi,  on  modifierait  le  tirage  en  conséquence. 

o,  o',  vis  à l’aide  desquelles  on  Centre  la  lunette.  Il  arrive  presque  tou- 
jours que  les  centres  de  courbure  des  verres  ne  sont  pas  sur  l’axe 
de  figure  de  la  lunette,  et  que,  par  suite,  l'image  ne  s’y  trouve 
pas  non  plus.  A l’aide  des  vis  o,  a',  on  amène  la  croisée  des  fils 
sur  l'Image,  et  l’on  conçoit  que  quand  on  tournera  la  lunette,  la 
croisée  et  l’image  décriront  la  môme  circonférence  autour  de 
l’axe  de  figure , en  s’accompagnant  toujours , et  si  l’axe  de  figure 
est  horizontal , tout  point  visé  dont  l’image  tombera  au  croise- 
ment des  fils  sera  sur  cet  axe. 

B,  B,  étriers  portant  des  collets  sur  lesquels  reposent  les  tourillons  de 

la  lunette.  Ces  collets  doivent  être  exécutés  avec  le  plus  grand 
soin,  et  avoir  des  diamètres  égaux  entre  eux  et  égaux  à ceux  des 
tourillons  de  la  lunette,  afin  que  quand  on  fait  tourner  la  lunette 
Sur  ses  tourillons,  ou  quand  on  la  retourne  bout  pour  bout  de 
manière  à reposer  chacun  de  ses  tourillons  sur  le  collet  de  l’autre, 
son  axe  ne  change  pas  de  position.  11  y a des  collets  qui  sont  circu- 
laires comme  les  coussinets  ordinaires  de  machines,  et  d’autres 
qui  sont  prismatiques,  de  manière  à ne  maintenir  les  tourillons 
de  la  lunette  que  suivant  quatre  génératrices. 
b,  b,  taquets  fixés  aux  étriers  et  traversés  par  des  vis  contre  lesquelles 
viennent  buter  deux  goujons,  quand  on  fait  tourner  la  lunette  pour 
amener  le  fil  du  réticule  dans  une  position  horizontale. 

C,  niveau  à bulle  d’air  (1262). 

D,  traverse  servant  de  règle  au  niveau,  et  supportant  en  outre  la 

lunette  A. 

b',c\  vis  servant  à amener,  l’une  l’axe  de  figure  de  la  lunette,  et 
l’autre  le  niveau , dans  des  plans  perpendiculaires  à l’axe  de  rota- 
tion de  leur  ensemble  ; de  sorte  que  cet  axe  de  rotation  étant  ver- 
tical , l’axe  de  la  lunette  et  le  niveau  soient  horizontaux. 

E,  plateau  circulaire  au  centre  de  la  face  supérieure  duquel  est  fixé 

un  gros  tourillon , qui  est  perpendiculaire  à son  plan  et  sert  d’axe 
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de  rotation  à 1 ensemble  de  la  traverse  D , du  niveau  et  de  la 

lunette. 

Une  vis  de  serrage , placée  latéralement,  permet  de  rendre  so- 
lidaires la  traverse  D et  le  plateau  E. 

F,  second  plateau  , prolongé  en  dessus  par  un  petit  axe  qui  se  termine 

daus  l’intérieur  du  plateau  E par  un  segment  sphérique.  Par  cette 
disposition , le  plateau  E peut  s’incliner  par  rapport  à cet  axe , 
sans  pouvoir  prendre  aucun  mouvement  latéral. 

G , douille  fixée  au  plateau  F,  et  dans  laquelle  pénètre  un  fort  goujon 

quand  on  place  l'appareil  sur  le  pied  à trois  branches. 

<f,  vis  de  pression  servant  à rendre  bien  solidaires  la  douille  G et  le 
goujon  fixé  au  centre  de  la  tablette  du  pied  à trois  branches. 

v , r,  vis  placées  aux  extrémités  de 
deux  diamètres  perpendicu- 
laires du  plateau  F.  r,  r,  res- 
sorts dont  les  extrémités  cor- 
respondent aux  autres  extré- 
mités de  ces  mêmes  diamètres. 
Ces  vis  et  ces  ressorts  s’appli- 
quent sous  le  plateau  E et 
servent  à l’amener  dans  une 
position  horizontale  quand  on 
veut  opérer. 

I41M1.  Ayant  bien  compris  la  composition  du  niveau  d’Égault  et  l’of- 
fice de  chacune  de  ses  pièces , ou  comprendra  facilement  les  moyens 
de  le  régler,  c’est-à-dire  de  rendre  l’horizontale  de  la  bulle  bien  pa- 
rallèle au  plateau  E ou  perpendiculaire  à l’axe  de  rotation,  d’amener 
l’un  des  fils  à être  bien  horizontal , de  centrer  la  lunette  et  d’amener 
son  axe  de  figure  dans  une  position  parallèle  au  plateau  E. 

Pour  rendre  l'horizontale  de  la  bulle  parallèle  au  plateau  supé- 
rieur E,  on  établit  solidement  l’instrument  sur  son  pied  ; on  le  fait 
tourner  jusqu’à  ce  que  le  tube  du  niveau  soit  dans  l’un  des  plans  régu- 
lateurs xr  ( Jig . 312);  à l’aide  de  la  vis  correspondante  v,  on  amène  le 
niveau  dans  une  position  horizontale,  et  faisant  décrire  à tout  l’instru- 
ment un  angle  de  180"  autour  de  son  axe,  si  dans  cette  nouvelle  po- 
sition la  bulle  revient  bien  entre  ses  repères , c’est  que  le  niveau  est 
parallèle  au  plateau  E.  S'il  n’en  était  pas  ainsi,  on  corrigerait  la  dé- 
viation moitié  avec  la  vis  c’  du  niveau  et  moitié  avec  celle  v. 

Le  niveau  étant  parallèle  au  plateau  E,  si  l'on  voulait  amener  ce 
plateau  dans  une  position  horizontale , on  ferait  décrire  à l’instru- 
ment un  angle  de  90°,  et  dans  cette  nouvelle  position , on  amènerait 
le  niveau  dans  l’horizontale  au  moyen  de  la  seconde  vis  v.  Plaçant  alors 
successivement  le  tube  du  niveau  dans  la  direction  des  deux  diamètres 


Fig.  312. 
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régulateurs  er,  si  la  bulle  reste  bien  entre  ses  repères , c’est  que  le 
plateau  E est  horizontal. 

Quand  le  niveau  est  supporté  par  trois  vis  à ealer,  qui  dispensent 
alors  des  vis  v,  v et  des  ressorts  r,  r,  on  amène  d’abord  la  bulle  à être 
horizontale  dans  une  position  parallèle  à deux  des  vis,  puis  dans  une 
position  perpendiculaire  à la  première. 

Pour  vérifier  si  P axe  de  figure  de  la  lunelle  est  parallèle  au  pla- 
teau E,  on  vise  la  mire  posée  à une  portée  ordinaire;  on  place  la  lunette 
bout  pour  bout  sur  ses  collets,  et,  en  faisant  tourner  tout  l'instrument, 
on  ramène  la  lunette  vers  la  mire  ; si  la  ligne  de  foi  du  voyant  est  encore 
sur  la  ligne  de  visée,  c’est  que  la  lunette  est  parallèle  au  plateau  E ; s’il 
n'en  était  pas  ainsi , à l’aide  de  la  vis  b',  on  corrigerait  la  déviation 
par  tâtonnement. 

Pour  vérifier  si  Paxc  optique  est  parallèle  à Paxe  de  figure  de  la  lu- 
nette et  par  suite  au  plateau  E,  on  vise  un  point  convenablement  éloigné  ; 
on  fait  tourner  la  lunette  autour  de  son  axe , de  manière  à amener 
le  dessus  en  dessous,  et  si  l'image  du  point  visé  se  trouve  encore  sur  le 
fil  horizontal , c’est  que  la  lunette  est  centrée  par  rapport  à ce  fil  ; si 
au  contraire  l’image  se  trouvait  en  dessus  ou  en  dessous  du  fil , à l’aide 
de  la  vis  placée  à l’extrémité  du  fil  vertical  on  ferait  avancer  le  fil  ho- 
rizontal de  la  moitié  de  l'intervalle  qui  la  séparait  de  l'image.  Par  une 
opération  analogue,  et  en  prenant  pour  point  de  mire  une  ligne  verti- 
cale , on  amènerait  l'autre  fil  dans  une  position  convenable , et  alors  la 
lunette  serait  complètement  centrée. 

1207.  Emploi  du  niveau.  Le  niveau  étant  bien  réglé,  il  est  suscep- 
tible d’être  transporté,  et  on  l’établit  sur  son  pied  à la  1”  station  (1253); 
on  amène  son  plateau  E dans  une  position  horizontale,  et  on  donne  les 
coups  de  niveau  arrière  et  avant  ; puis  on  va  à la  seconde  station , où 
on  opère  de  même,  et  ainsi  de  suite. 

Nous  avons  dit  (1265)  que  la  position  de  l’image,  et,  par  suite,  celle 
du  réticule , variaient  avec  la  distance  du  point  visé  ; or  comme  de  ce 
déplacement  la  lunette  peut  se  trouver  décentrée,  l’on  voit  un  second 
motif  à ajouter  à celui  donné  au  n°  1255  pour  placer  autant  que  pos- 
sible la  mire  à égale  distance  du  niveau  ; de  plus  même  cette  distance  ne 
devrait  pas  varier  d'une  station  à l’autre. 

12(58.  Méthode  d'Égaulf.  L’impossibilité  dans  laquelle  on  se  trouve 
très-souvent  de  placer  la  mire  à la  même  distance  du  niveau,  et  le  temps 
qu’exigerait  cette  précaution,  ont  fait  chercher  un  moyen  d’opérer  à 
l'aide  d'une  lunette  décentrée.  M.  Égault  a indiqué  la  méthode  suivante, 
qui  permet  d'opérer  en  toute  sécurité  avec  un  instrument  dont  non- 
seulement  la  lunette  est  décentrée,  mais  aussi  dont  l'axe  de  figure  de 
la  lunette  et  l’horizontale  de  la  bulle  ne  sont  pas  parallèles  au  plateau 
supérieur. 

Cette  méthode  consiste,  après  avoir  amené  le  plateau  supérieur  dans 
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une  position  autant  que  possible  horizontale,  et  réglé  le3  distances  de 
l’oculaire  et  du  réticule  à la  demande  de  la  vue  de  l’observateur  et  à la 
distance  de  la  mire,  à donner  sur  le  point  nivelé  quatre  coups  corres- 
pondant aux  quatre  positions  que  peut  prendre  la  lunette  sans  que  le 
même  fil  cesse  d’être  horizontal. 

La  lunette  n’étant  pas  horizontale,  son  axe  de  figure  prendra  une 


Fig.  313. 


direction  inclinée  OA';  O'a,  étant  le  premier  rayon  visuel  parti  de  la 
lunette  décentrée,  faisant  faire  11  la  lunette  une  demi-révolution  au- 
tour de  son  axe,  qui  reste  fixe,  le  rayon  visuel  prendra  la  nouvelle  po- 
sition O'a,,  symétrique  de  O’a,  par  rapport  à OA'.  Retournant  la 
lunette  bout  pour  bout  sur  ses  collets,  son  axe  de  figure  prend  la 
direction  OA"  symétrique  de  OA'  par  rapport  à l’horizontale  OA,  et, 
dans  cette  position , la  lunette , par  sa  demi-révolution  autour  de  son 
axe,  fournit  deux  nouveaux  rayons  visuels  0"a,  et  0"ai  symétriques 
par  rapport  à OA",  et  symétriques  des  premiers  rayons  O a, , O'a,  par 
rapport  à l’horizontale  OA.  On  a donc  pour  le  coup  réel  de  niveau 

. _ aa,  + aa3  _ aa,  + aa,  _ aa,  + aa,  + an,  + aa, 
aA~  2 “ 2 A 

Quand  on  opère  d’après  cette  dernière  valeur  de  aA,  les  quatre  cotes 
lues  sur  la  mire  par  les  quatre  visées  s’inscrivent  au  carnet  de  nivelle- 
ment (1253),  dans  une  colonne  qui  précède  celles  des  coups  arrière  et 
avant,  et  ces  coups  sont  les  moyennes  de  ces  quatre  cotes. 

Ordinairement,  pour  abréger  les  opérations  sur  le  terrain  et  dimi- 
nuer les  calculs,  on  opère  d’après  la  première  valeur  de  aA.  Ainsi,  une 
première  visée  fournit  aa,;  puis,  tournant  la  lunette  bout  pour  bout, 
lui  faisant  faire  une  demi-révolution  autour  de  son  axe,  et  visant  de 
nouveau  la  mire,  on  obtient  aa.,.  On  inscrit,  comme  dans  le  cas  précé- 
dent, les  valeurs  de  aa,  et  aa,  dans  la  troisième  colonne  du  carnet  de 
nivellement,  et  en  prenant  la  moyenne  on  a le  coup  de  niveau  réel. 
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soit  arrière  soit  avant.  La  seconde  expression  de  la  valeur  de  «A  Conduit 
à opérer  d’une  manière  identique. 

Dans  le  cas  où  l’axe  de  figure  de  la  lunette  et  l’horizontale  de  la  bulle 
seraient  parfaitement  parallèles  au  plateau  E,  A'  tomberait  en  A,  et  on 

aurait  «A  = — -•  Ainsi  dans  ce  cas  les  deux  visées  se  feraient  sans 

retourner  la  lunette  bout  pour  bout;  aussi  opère-t-on  encore  assez 
souvent  de  cette  manière,  mais  l'instrument  doit  être  bien  réglé,  et  mis 
parfaitement  de  niveau  à chaque  station. 

lin  grain  de  poussière  ou  une  parcelle  d’oxyde  interposé  entre  les 
coussinets  et  la  lunette,  ou  encore  un  usé  inégal  des  parties  frottantes 
empêchant  l'axe  de  figure  de  la  lunette  de  coïncider  avec  sa  première 
positiou  quand  on  retourne  la  lunette  bout  pour  bout;  la  méthode 
Kgault  est  sujette  à des  causes  d'erreur,  môme  avec  un  instrument  bien 
réglé,  et  on  ne  peut  annuler  l’effet  de  ces  erreurs  qu’en  plaçant  le  ni- 
veau à égale  distance  des  points  nivelés.  Quoi  qu’il  en  soit,  il  faut  tou- 
jours régler  l'instrument  le  mieux  possible  avant  d’en  faire  usage,  afin 
de  rendre  très-petites  les  corrections,  qui  avertissent  alors  que  l’in- 
strument est  dérangé  si  elles  deviennent  trop  fortes. 

iîttü).  Quoique  l’on  puisse  distinguer  nettement  les  objets  très-éloi- 
gnés  avec  de  bonnes  lunettes,  le  degré  de  sensibilité  de  la  bulle,  qui  dé- 
pend du  rayon  de  courbure  du  tube,  limite  cependant  la  portée  des  ni- 
veaux à lunette. 

Soit  h la  quantité  dont  le  rayon  de  visée  OA'  s’écarte  de  l’horizontale 

OA  à la  distance  D,  pour 
une  erreur  e que  l’on  com- 
met dans  l’appréciation  de 
la  position  de  la  bulle.  Les 
deux  triangles  semblables 
OA.V,  CBB’  (k\  613)  don- 
nent 

D ; R = h : e, 

d’où  D=R  -. 

e 

Aujourd’hui  on  fait  le  rayon  de  courbure  11=15  mètres;  l’œil  n’appré- 
cie guère  la  position  de  la  bulle  qu’avec  une  approximation  e = 0", 00025, 
et  si  l’on  admet  que  h puisse  être  de  O", 002  sans  qu’il  en  résulte  d’in- 
convénient sensible  sur  le  résultat  définitif  du  nivellement , on  a donc 

° = 16  X 0^0025^ 120  mètres 

Pour  les  grandes  opérations,  la  valeur  100  mètres  de  D est  une  bonne 


Fig.  3U. 
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moyenne,  que  l’habilité  de  l’opérateur,  la  précision  de  l'instrument  et 
les  circonstances  locales  peuvent  parfois  faire  augmenter. 

Dans  plusieurs  Instruments  de  géodésie  on  a R = 60  mètres  ; alors  on 
a D=12ft  mètres  pour  c = 0",0005  et  h=  0“,001.  Une  plus  grande  sen- 
sibilité permettrait  difficilement  de  rappeler  et  de  maintenir  la  bulle 
entre  ses  repères.  Les  bulles  très-sensibles  ne  sont  guère  employées 
que  dans  les  observatoires. 

1270.  Niveau  de  Lrnoir.  Ce  niveau  présente  les  mômes  moyens  de 
vérification  et  de  correction  que  celui  d’Égault,  dont  il  ne  diffère  qu’en 
ce  que  l'axe  de  rotation,  au  lieu  d’être  amené  dans  la  position  verti- 
cale au  moyen  de  vis  r agissant  sur  un  plateau  E (Ji<j.  311),  l’est  par 
quatre  vis  disposées  aux  extrémités  de  deux  diamètres  rectangulaires 
d'un  manchon  conique  que  l’axe  traverse. 

Dans  l’instrument  appelé  plus  spécialement  Niveau  de  f^rnnir,  ou 
mieux  Niveau-cercle  de  Lcnoir  pour  le  distinguer  du  précédent , à la 

lunette  A sont  fixés  in- 
p"'  variablement  deux  pris- 

mes ii  base  carrée  a,  a. 
Par  ces  prismes,  la  lu- 
nette repose  sur  un  pla- 
teau E , et  un  tourillon , 
qu’elle  porte  en  son  mi- 
lieu, la  maintient  au 
centre  de  ce  plateau 
quand  on  la  fait  mou- 
voir. Le  plateau  E est 
fixé  sur  une  colonne  G 
supportée  par  trois  branches  munies  chacune  d’une  vis  calante  V. 

Le  niveau  à bulle  C repose  sur  les  prismes  a , a , ou  directement  sur 
le  plateau  E.  Dans  le  premier  cas  un  petit  tourillon  fixé  au  milieu  de  la 
lunette,  et  qui  pénètre  dans  la  règle  du  niveau,  guide  pour  placer  con- 
venablement celui-ci  sur  les  prismes  a,  a. 

Pour  se  servir  de  cet  instrument,  on  le  place  sur  son  pied  à trois 
branches;  puis  on  amène  le  plateau  E dans  une  position  horizontale  au 
moyen  des  vis  calantes  V et  en  se  guidant  avec  le  niveau  C,  comme  il  a 
déjà  été  indiqué  page  Û08  pour  le  niveau  d’Égault.  Cela  fait,  on  vérifie 
si  l’un  des  fils  est  bien  horizontal;  s’il  ne  l’est  pas,  on  desserre  la  vis  qui 
serre  le  manchon  du  réticule  contre  le  corps  de  la  lunette,  et  on  fait 
tourner  ce  manchon  en  conséquence. 

Pour  centrer  la  lunette,  on  fait  usage  de  vis  qui  se  meuvent  dans  le 
plan  du  réticule.  Reposant  la  lunette  sur  le  plateau  E successivement 
par  les  faces  inférieures  et  supérieures  des  prismes  a,  a,  on  centre  la  lu- 
nette par  rapport  à l’un  des  fils  (1266),  ce  qui  est  suffisant.  Du  reste,  en 
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faisant  successivement  reposer  la  lunette  par  les  faces  latérales  des 
prismes  a,  a,  on  la  centrerait  par  rapport  à l’autre  fiL 

Quand  le  plateau  E est  horizontal  et  la  lunette  centrée,  on  s'assure 
que  l'axe  de  cette  dernière  est  horizontal.  Pour  cela,  on  place  le  niveau 
sur  les  prismes  a, a,  et  si  la  bulle  reste  en  son  milieu  comme  quand  on 
repose  directement  le  niveau  sur  le  plateau  E,  c'est  que  les  prismes  a, a 
ont  la  même  hauteur  et  que  l’axe  de  la  lunette  est  horizontal.  Si  cette 
condition  n’était  pas  remplie,  il  faudrait  diminuer  le  prisme  le  plus 
élevé,  ou  s’en  rendre  indépendant  en  se  plaçant  à égale  distance  des 
points  à niveler. 

Quand  la  bulle  s’écarte  un  peu  de  ses  repères,  en  passant  d’une  di- 
rection à une  autre,  on  l’y  ramène  au  moyen  de  la  vis  à caler  la  plus 
voisine  ; ce  qui  ne  change  pas  d’une  quantité  appréciable  la  hauteur  du 
plateau  et  du  plan  des  visées. 

tüît.  Mire  à coulisse.  Cette  mire  est  celle  dont  l’emploi  est  le  plus 

général.  Elle  est  formée  d’une  pre- 
mière règle  en  bois  dur  bien  sec  A, 
armée  à son  pied  d’un  talon  en  fer 
T,  muni  d'unesemelle  ou  pédale  P, 
par  laquelle  la  mire  repose  sur  le 
sol  quand  on  la  place  verticale- 
ment. 

Une  plaque,  de  tôle  V,  appelée 
voyant , a sa  face  que  l’on  vise  di- 
visée en  quatre  carrés  égaux  pardes 
droitesjoignant  les  milieux  de  ses 
côtés  opposés.  Deux  de  ces  carrés 
opposés  par  un  sommet  sont  rouges 
et  les  deux  autres  blancs,  afin  de 
rendre  plus  apparente  la  ligne  de 
foi. 

C est  un  collier  en  cuivre  auquel 
est  fixé  le  voyant.  Ce  collier  peut 
glisser  sur  toute  la  longueur  de  la 
règle  A en  entraînant  le  voyant, 
qui  peut  alors  être  monté  ou  abaissé 
à volonté.  Une  vis  de  pression  r 
sert  à fixer  le  voyant  en  un  point 
quelconque  de  la  règle  A. 

Le  dos  de  la  mire  est  divisé  en  centimètres,  dont  le  zéro  est  au  pied  de 
l'instrument;  les  décimètres  sont  seuls  écrits.  Cette  échelle  se  continue 
jusqu’à  deux  mètres,  et  quand  le  voyant  atteint  cette  limite,  un  res- 
sort l'arrête.  La  hauteur  à laquelle  se  trouve  la  ligne  de  foi  du  voyant 
est  indiquée  par  une  arête  horizontale  du  manchon  C;  on  lit  les  mètres 
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et  centimètres  sur  l’échelle,  et  une  petite  échancrure , faite  dans  la 
partie  inférieure  du  manchon,  a une  de  ses  arêtes  verticales  divisée  en 
millimètres,  ce  qui  permet  d’apprécier  la  hauteur  du  voyant  à moins  de 
un  millimètre. 

A'  est  une  seconde  règle  portant  dans  toute  sa  longueur  une  languette 
qui  peut  glisser  dans  une  coulisse  faite  dans  la  règle  A. 

L’n  collier  C',  semblable  à celui  du  voyant , et  muni  également  d’une 
vis  de  pression,  permet  de  rendre  les  deux  règles  solidaires,  quand  on 
opère  sur  des  portions  de  verticales  qui  ne  dépassent  par  deux  mètres. 
Pour  des  cotes  supérieures,  on  fixe  le  voyant  sur  la  division  deux  mè- 
tres de  la  première  échelle;  là  il  est  solidaire  avec  la  règle  A',  et  il  est 
indépendant  de  celle  A,  qui  ne  s'élève  pas  jusqu’à  ce  point.  On  desserre 
la  vis  du  collier  inférieur  C’,  les  deux  règles  deviennent  indépendantes, 
et  on  peut  faire  monter  à volonté  la  règle  A'  et  par  suite  le  voyant. 

L’extrémité  de  la  règle  A'  ne  descendant  que  jusqu’au  sommet  du 
talon  T,  une  seconde  échelle,  faite  sur  la  face  latérale  de  la  règle  A,  et 
qui  commence  à l’extrémité  inférieure  de  la  règle  A',  sert  à évaluer  de 
combien  le  voyant  s’est  élevé  au-dessus  de  la  cote  deux  mètres.  Le  collier 
C',  qui  se  meut  avec  la  règle  A',  avec  laquelle  il  est  solidaire,  porte, 
comme  celui  C,  une  échancrure  dont  une  arête  verticale  sert  encore  à 
évaluer  les  millimètres. 

Comme  la  règle  A’  peut  coulisser  de  1”,80  le  long  de  la  règle  A,  il  eu 
résulte  que  l’on  peut  mesurer  des  cotes  s'élevant  jusqu’à  3", 80. 

Quand  on  fait  usage  du  niveau  d’eau,  le  voyant  n’est  ordinairement 
divisé  qu’en  deux  rectangles,  l’un  rouge  et  l’autre  blanc,  séparés  par 
une  ligne  de  foi  horizontale;  mais  avec  les  niveaux  à lunette,  il  con- 
vient d’employer  la  première  forme,  dont  le  trait  vertical  doit  coïncider 
avec  le  fil  vertical  de  la  lunette. 

1272.  Manœuvre  de.  la  mire.  Le  porte-mire  la  repose  sur  le  sol  par 
sa  pédale,  et  il  la  tient  dans  une  position  aussi  verticale  que  possible  ; 
avec  un  peu  de  pratique  et  d’attention  il  ne  tarde  pas  à la  placer  tou- 
jours dans  une  position  convenable.  Quand  elle  penche  à droite  ou  à 
gauche,  l’observateur  peut  s’en  apercevoir  soit  à simple  vue,  ou  en  se 
guidant  avec  le  fil  vertical  de  la  lunette,  et  même  avec  le  côté  de  l’une 
des  fioles  du  niveau  d’eau,  et  il  en  avertit  le  porte-mire  en  portant  la 
main  du  côté  opposé,  la  distance  qui  les  sépare  excédant  généralement 
la  portée  de  la  voix. 

L’opérateur  indique  au  porte-mire  de  monter  ou  de  baisser  le  voyant 
en  élevant  ou  en  abaissant  la  main  à plusieurs  reprises;  il  a soin  de  di- 
minuer l’amplitude  et  la  vitesse  de  ses  mouvements  à mesure  que  le 
voyant  approche  davantage  du  point  de  visée,  afin  que  le  porte-mire 
prenne  plus  de  précautions  pour  ne  pas  dépasser  ce  point. 

Pour  indiquer  qu’il  faut  faire  usage  de  la  coulisse,  l’opérateur  porte 
la  main  au-dessus  de  la  tète  et  il  l’élève  & plusieurs  reprises.  Alors  l’aide 
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fixe  le  voyant  à la  cote  deux  mètres,  il  desserre  la  vis  du  collier  inférieur 
C',  et  il  fait  monter  la  règle  A'  et  par  suite  le  voyant  d'après  les  in- 
dications qui  lui  sont  faites. 

L’opérateur  indique  que  le  voyant  est  au  point  convenable,  par  un 
mouvement  horizontal  de  la  main  ; alors  le  porte-mire  le  fixe  avec  la 
vis  C ou  C'  ; il  remet  la  mire  en  place,  et  l’y  maintient  jusqu’à  ce  que 
l’opérateur  lui  indique  par  un  dernier  signe  que  le  coup  a été  bien 
donné. 

L’opérateur  se  fait  lire  à haute  voix  la  cote  par  le  porte-mire;  puis  il 
se  fait  présenter  ia  mire,  et  il  contrôle  la  première  lecture,  dont  il  avait 
préalablement  écrit  le  résultat  au  crayon. 

1275.  Mire  parlante.  Pour  éviter  toutes  les  causes  d’erreur  aux- 
quelles est  sujette  latnire  à coulisse,  soit  dans  la 
lecture  de  la  cote,  soit  dans  la  fixation  du  voyant, 
et  supprimer  la  manœuvre,  toujours  assez  longue, 
de  celui-ci,  M.  Bourdaloue,  conducteur  des  ponts 
et  chaussées,  a imaginé  de  diviser  la  mire  d'une 
manière  assez  apparente  pour  que  l’ojiérateur 
puisse  viser  directement  sur  les  divisions  sans  le 
secours  d’un  voyant,  et  lire  lui-même  la  cote. 

Après  bien  des  essais,  la  disposition  que  M.  Bour- 
daloue parait  préférer,  cousiste  en  une  règle  en 
bois  de  0m,t2  environ  de  largeur,  divisée  en  parties 
égales  de  0'*', 04,  alternativement  rouges  et  blan- 
ches. Ces  parties  sont  réunies  par  groupes  de  5 , 
équivalant  par  conséquent  à deux  décimètres. 
Chaque  groupe  n’occupe  que  la  moitié  de  la  lar- 
geur de  la  règle,  dont  l'autre  moitié  porto  un  gros 
chiffre  indiquant  le  nombre  entier  des  groupes  qui 
se  trouvent  en  dessous.  Les.  groupes  de  raug  pair 
occupent  la  gauche  de  la  mire,  et  ceux  de  rang 
impair  la  droite. 

Comme  on  voit  la  mire  renversée,  les  chiffres  qui 
s’y  trouvent  ont  la  tête  en  bas,  afin  qu’on  les  voye 
droits,  ce  qui  facilite  la  lecture.  Les  chiffres  de 
la  seconde  dizaine  portent  un  point  en  dessous  ; 
ceux  de  la  troisième  en  ont  deux,  et  dans  l'éva- 
luation des  cotes  par  la  méthode  Égault , le  nombre 
des  points  est  celui  des  mètres  qui  entrent  dans  la  cote. 

Avec  cette  disposition,  si  l’on  ne  donnait  qu'au  coup  de  niveau,  pour 
avoir  la  cote,  il  faudrait  doubler  le  chiffre  correspondant  écrit  sur  la 
mire,  ce  qui  donnerait  des  décimètres,  quadrupler  les  petites  divisions 
entières  comprises  entre  ce  chiffre  et  le  point  visé,  ce  qui  donnerait 
des  centimètres  ; puis  enfin  évaluer  la  portion  de  petite  division,  infé  - 


Fig.  317. 


o n 


Digitized  by  Google 


Ntmuuntfrr. 


4lb 


rieure  au  point  visé,  et  faire  la  somme  des  trois  résultats.  Ainsi  la  ligne 

2 

de  visée  aboutissant  en  AB*  qui  correspond  aux  - de  la  division  DD',  la 

O 

9 

cote  est  0“, 70  x 2 + 0,04x2+0, 04  x = =1", 507.  Cette  évaluation  11’est 

U 

pas  sans  quelques  difficultés,  que  l’on  évite  par  l’application  de  la  mé- 
thode de  M.  Égault  (1268),  qui  consiste,  dans  ce  cas,  non  à prendre  la 
moitié  de  la  somme  des  cotes  données  par  les  deux  coups  de  niveau, 
mais  à évaluer  ces  cotes  en  considérant  les  chiffres  de  la  mire  comme 
exprimant  des  décimètres,  et  les  subdivisions  comme  valant  deux  cen- 
timètres, et  à faire  la  somme  des  deux  cotes  trouvées  pour  avoir  la  cou* 
réelle.  Ainsi  la  ligne  de  visée  du  premier  coup  aboutissant  en  AB,  on  in- 

o 

scrit  sur  le  carnet  la  cote  0,70  + 0,02  x 2 + 0,02  x5  = 0,753;  retour- 

u 

nant  le  niveau  et  la  lunette,  et  donnant  le  second  coup,  dont  la  ligne 

3 

de  visée  aboutit  en  A'B',  qui  correspond  aux  - de  la  division  D"D  ",  ia 

seconde  cote  4 inscrire  sur  le  carnet  est  0,775,  et  le  coup  réel  est 
0,753  + 0,775=  1”, 528. 

Les  mii-es  parlantes  ont  ordinairement  3 mètres  de  longueur;  elles  se 
replient  eu  leur  milieu  à l’aide  d’une  charnière  pour  la  facilité  du  trans- 
port. On  a même  porté  la  longueur  jusqu'à  6 mètres.  Quelquefois  on 
fait  usage  de  deux  mires,  l'une  avant  l’autre  arrière,  qui  peuvent  au 
besoin  être  réunies  bout  à bout  au  moyen  de  boulons  réunissant  des 
têtes  à oreilles. 

Afin  de  pouvoir  placer  verticalement  des  mires  aussi  longues,  elles 
sont  garnies  d’un  fil  à plomb,  dont  s’occupe  le  porte-mire,  qui  n’a  pas 
de  voyant  à mouvoir.  Du  reste,  comme  la  lecture  du  coup  de  niveau  est 
très-rapide,  on  peut  prendre,  comme  se  rapprochant  le  plus  de  la  ver- 
ticale, le  plus  petit  de  ceux  qu’on  lit  pendant  que  la  mire  oscille. 

La  division  de  la  mire  en  centimètres  parait  devoir  être  au  premier 
abord  la  plus  convenable;  mais  des  intervalles  aussi  petits  sont  à peu 
près  cachés  par  le  fil  de  la  lunette,  et  il  est  difficile  d’évaluer  les  milli- 
mètres. Quelle  que  soit  l’incertitude  qui  existe  dans  l’appréciation  des 
parties  d’intervalles  de  0",04,  d'après  plusieurs  opérateurs,  la  mire  par- 
lante a une  supériorité  incontestable  sur  celle  à coulisse,  tant  sous  ie 
rapport  de  l’exactitude  des  résultats  que  sous  celui  de  la  célérité  des 
opérations. 

PROFILS.  PLANS  COTÉS. 

1274.  Il  peut  arriver  qu’uu  seul  profil  en  long  suffise  pour  l’objet 
qu’on  se  propose  ; c’est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  pour  l’établissement 
d’une  conduite  d’eau  dans  une  ville.  La  position  des  tuyaux  est  fixée 
par  celle  du  la  rue,  et  il  suffit  d’un  profil  eu  long  pour  déterminer  les 
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hauteurs  relatives  de  tous  les  points  de  la  conduite,  et  s’assurer  que 
l’eau  arrivera  en  tous  ces  points. 

127ii.  Pour  établir  un  canal,  une  route,  un  chemin  de  fer,  un 
simple  profil  devient  insuffisant.  On  est  obligé  de  rattacher  au  profil  en 
long  fait  suivant  l’axe  choisi  préalablement  pour  la  voie,  et  que  l’on 
appelle  ligne  magistrale  ou  d 'opération,  des  profils  en  travers  s’éten- 
dant à une  certaine  distance  à droite  et  à gauche,  afin  de  pouvoir,  dans 
la  zone  nivelée,  choisir  la  position  définitive  de  l'axe,  qui  doit  conduire 
à la  plus  faible  dépense  d’établissement  et  d’entretien. 

Ces  profils  en  travers  se  dirigent  normalement  à la  direction  du  pro- 
fil en  long,  et  on  les  relève  ordinairement  par  rayonnement  (1252),  de  la 
station  d’où  on  donne  le  coup  arriére  sur  le  piquet  correspondant  d’un 
profil  en  long.  On  pourrait  de  la  môme  station  relever  le  profil  corres- 
pondant au  coup  avant;  mais  il  est  préférable  de  ne  relever  qu’un  pro- 
fil à chaque  station. 

Le  carnet  le  plus  simple,  et  peut-être  le  plus  commode,  consiste, 
pour  les  profils  en  travers  comme  pour  les  profils  en  long,  eu  un  cro- 
quis sur  lequel  on  inscrit  sur  place  les  résultats  trouvés.  Cependant,  on 
a encore  le  plus  souvent  recours  à un  carnet  à colonnes,  mais  que  l’on 
rend  plus  simple  que  pour  le  profil  en  long,  en  raison  de  la  moindre 
importance  d’une  erreur;  il  peut  être  disposé  de  la  manière  suivanie 
(carnet  du  n“  1253)  : 
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La  cote  100",3/t  de  la  5*  colonne  est  la  cote  du  plan  de  visée  du  profil 
par  rapport  au  plan  général  de  comparaison  ; elle  est  égale  à la  cote 
100“  du  piquet  d'axe  par  rapport  au  même  plan,  augmentée  du  coup 
0",34  donné  sur  le  piquet  d’axe. 

En  retranchant  de  la  cote  100”, 3 U les  nombres  de  la  U’  colonne,  qui 
sont  les  coups  donnés  sur  les  divers  points  nivelés,  on  obtient  les  nom- 
bres de  la  6*  colonne,  qui  sont  les  cotes  de  ces  points  par  rapport  au 
plan  général  de  comparaison  du  profil  en  long. 

Ordinairement  les  profils  en  travers  se  relèvent  après  le  profil  en 
long,  à l’aide  du  niveau  d’eau  (1255). 

U peut  arriver  que  tous  les  points  des  profils  en  travers  ne  [missent  se 
niveler  de  la  station  du  profil  en  long.  Alors,  partant  du  piquet  du  profil 
en  long,  on  fait  successivement,  à droite  et  à gauche  de  ce  profil,  un 
nivellementcomposé  d’un  nombre  suffisant  de  stations,  que  l’on  rattache 
au  premier. 

1276.  Supposant  qu’une  droite  verticale  se  meuve  en  s’appuyant  sur 
l’axe  du  profil,  elle  engendrera  une  surface  cylindrique,  et  en  dévelop- 
pant cette  surface,  son  intersection  avec  le  plan  de  comparaison  de- 
viendra une  ligne  droite,  et  son  Intersection  avec  la  surface  du  sol  sera 
une  ligne  sinueuse  qui  n’aura  rien  de  géométrique.  Pour  simplifier  sou 
tracé,  on  suppose  qu’entre  deux  points  successifs  nivelés  la  surface  du 
sol  est  plane  ; alors  cette  ligne  devient  une  ligne  brisée  dont  les  som- 
mets se  trouvent  aux  points  nivelé#.  Pour  la  tracer,  on  porte,  à une 
échelle  convenable,  sur  la  droite  figurant  le  plan  de  comparaison,  à 
partir  d’un  point  désignant  le  premier  piquet,  des  longueurs  égales  aux 
distances  de  ce  piquet  aux  suivants;  puis  on  élève  aux  points  obtenus 
des  ordonnées  égales  aux  cotes  du  profil,  et  joignant  les  sommets  de 
ces  ordonnées,  on  obtient  une  ligne  qui  figure  d une  manière  assez 
exacte  pour  la  pratique  les  sinuosités  de  la  surface  du  sol.  Le  plus  sou- 
vent même,  pour  rendre  ces  sinuosités  plus  sensibles,  on  prend  pour  les 
ordonnées  une  échelle  double,. quintuple  et  même  décuple  de  celle 
adoptée  pour  les  abscisses  (959). 

Les  profils  en  travers  se  dessinent  sur  la  même  feuille  que  le  profil 
en  long,  en  regard  des  points  correspondants  de  ce  dernier. 

L’on  conçoit  que  le  profil  ainsi  déterminé  représente  d’autant  mieux 
les  sinuosités  du  profil  de  la  surface  du  sol , que  l’on  a mis  plus  de  soin 
à niveler  tous  les  points  bas  et  tous  les  points  hauts  de  cette  surface. 

Pour  les  profils  en  travers,  les  cotes  sont  ordinairement  à la  même 
échelle  que  les  longueurs,  et  pour  ménager  la  place,  au  lieu  de  prendre 
les  ordonnées  égales  aux  cotes  de  la  6e  colonne  du  carnet,  on  les  fait 
égales  aux  coups  de  niveau  de  la  k • colonne,  pris  négativement.  Le  plan 
de  visée  du  profil  devient  ainsi  plau  de  comparaison,  et  pour  tracer  le 
profil  les  ordonnées  se  portent  en  dessous  et  égales  aux  coups  de 
niveau. 
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4877,  pians  cotés.  Quelquefois,  au  lieu  de  dessiner  les  profils,  on  se 
contente  de  tracer  sur  le  papier,  ou  sur  le  plan  des  lieux  qui  peut 
exister,  la  projection  horizontale  de  la  trace  du  nivellement,  et  d’indi- 
quer les  points  nivelés  sur  cette  ligne,  en  les  accompagnant  de  leurs 
cotes,  que  l’on  écrit  ordinairement  entre  parenthèses  pour  les  distin- 
guer des  nombres  indiquant  les  distances  des  points  nivelés.  C’est  ainsi 
que  l’on  opère  pour  des  détails  qui  sont  plus  utilement  représentés  par 
la  projection  de  leurs  contours  que  par  leur  élévation  ; tels  sout  les 
ruisseaux  des  rues,  les  trottoirs,  les  seuils  des  maisons,  et  en  général 
les  objets  qui  occupent  sur  le  plan  un  espace  considérable  en  s'écartant 
peu  du  niveau  du  sol. 

4270.  Lçs  surfaces  des  terrains  se  représentent  souvent  par  leurs 
plans  cotés;  qui  doivent  toujours  être  assez  complets,  pour  qu’à  l’aide 
des  cotes  qui  s’y  trouvent , on  puisse  dessiner  un  profil  suivant  une  di- 
rection quelconque.  Pour  atteindre  ce  but,  on  relève  et  nivelle  tous  les 
points  remarquables  dont  les  cotes  sont  les  plus  propres  à faire  con- 
naître la  forme  de  la  surface  du  sol  ; naturellement  tous  les  points  sail- 
lants et  déprimés  sont  de  ce  nombre.  S’il  s’agit  d’une  montagne  ou  do 
toute  autre  grande  perturbation  du  sol,  on  ne  peut  plus  se  contenter 
de  niveler  des  poiqts  isolés  ; alors  on  a recours  à des  courbes,  dites  de 
niveau,  qui  passent  par  tous  les  points  de  la  surface  du  sol  ayant  la 
môme  cote  ( Jiy . 518). 

1879.  Quand  on  opère  par  points  isolés,  ayant  mis  le  niveau  en  sta- 
tion, par  rayonnement,  on  nivelle  tous  les  poipts  remarquables  qui  sont 
à la  portée  du  niveau.  On  place  l’instrument  dans  une  autre  station,  que 
l’on  choisit,  autant  que  possible , telle  que  le  premier  coup  se  porte  sur 
la  mire  restée  au  dernier  point  nivelé  de  la  première  station , afin  que  le 
second  nivellement  simple  se  rattache  plus  fondement  an  premier.  En 
prenant  les  mêmes  précautions,  ou  place  le  niveau  dans  une  troisième 
station,  et  on  continue  ainsi  de  suite. 

A mesure  qu’un  premier  opérateur  fait  les  nivellements,  un  second 
peut,  au  moyen  de  la  planchette  (1223),  relever  les  points  nivelés.  Ce- 
pendant on  ne  fait  ordinairement  sur  le  terrain  qu’un  croquis  du  plan, 
sur  lequel  on  marque  les  points  nivelés.  Quand  ces  points  ne  sont  pas 
très-multipliés,  on  peut  les  coter  directement  sur  le  croquis  ; mais  dans 
le  cas  contraire,  pour  éviter  la  confusion,  op  inscrit  les  cotes  sur  un 
carnet,  comme  l’indique  le  tableau  suivant,  qui  a la  plus  grande  ana- 
logie avec  celui  du  a”  1275  : 
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COUPS  DE  NIVEAU 

COTES  CALCULÉES 

_ 



des 

pOtNTS 

nivelés. 

élémen- 

moyens. 

des  pl ins 
de  vi»*‘ 

des  points 

OBSERVATIONS. 

stations. 

tairrs. 

des 

stations. 

nivelés. 

1 

2 

3 

b 

5 

6 

7 

inèt. 

raèt. 

met. 

nièt. 

«(*) 

o.sn 

0,821 

o,sn 

(*)  Repère  pris  sur  la 
plinthe  du  pont. 

» 

1,253 

1,201 

1,257 

99,567 

1 

100,824 

C 

1,722 
1,71  V 

1,718 

99,100 

d 

1,910 
1 ,928 

| 1,922 

98,902 

d 

0,4*5 
0,  V49 

| 0,4» 

98,902 

Angle  nord  du  socle 
de  la  maison  d'école. 

e 

0,930 

0,944 

98,384 

II 

etc. 

... 

99,324 

Ayant  pris  100  mètres  pour  la  cote  du  premier  poiut  a,  la  cote  du 
plan  de  visée  de  la  première  station  est  100  + 0,824  = 100“, 82à;  re- 
tranchant de  cette  dernière  cote  le  coup  de  uiveau  d'un  point  quelcon- 
que de  la  première  station  on  a la  cote  de  ce  poiut. 

Ajoutant  à la  cote  98m,9l)2  du  point  d,  lo  coup  donné  de  la  se- 

conde station  sur  ce  point,  on  a la  cote  99”,32A  du  plan  de  visée  de  la 
seconde  station,  à l’aide  de  laquelle  on  calcule,  comme  ci-dessus,  les 
cotes  des  points  de  cette  station.  Un  continue  ainsi  de  suite  pour  tout 
le  nivellement. 
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laUü.  Quand  on  a recours  aux  courbes  de  niveau,  on  les  espace  or- 
dinairement de  manière  que  la  différence  des  cotes  de  deux  courbes 
successives  soit  un  nombre  entier  de  mètres.  Pour  tracer  l'uue  de  ces 
courbes,  celle  inférieure  ab,  par  exemple,  on  pose  la  mire  sur  un  poiut 

Fig.  318. 


par  lequel  on  veut  faire  passer  la  courbe;  on  amène  le  voyant  à la  hau- 
teur du  plan  de  visée  du  niveau  mis  en  station  dans  le  voisinage,  et  sans 
changer  le  niveau  de  place,  on  cherche,  en  promenant  la  mire,  des 
points  ayant  la  môme  cote  que  le  premier,  c’est-à-dire  pour  lesquels  le 
voyant  reste  à la  même  hauteur.  Ayant  déterminé  ces  points  suffisam- 
ment rapprochés  et  dans  toute  l’étendue  de  la  portée  du  niveau,  on 
place  l’instrument  à une  nouvelle  station,  on  amène  le  voyant,  que  l’on 
a eu  la  précaution  de  laisser  sur  le  dernier  point  nivelé,  à la  hauteur 
du  nouveau  plan  de  visée,  et  on  continue  la  détermination  des  points 
comme  à la  première  station.  Le  dernier  point  de  la  courbe  ab  étant  dé- 
terminé, on  fait  baisser  le  voyant  de  la  distance  do  deux  courbes  suc- 
cessives, et  on  promène  la  mire  sur  le  sol  jusqu’à  ce  que  le  plan  de 
visée  passe  par  la  ligne  de  foi.  Le  point  où  se  trouve  la  mire  appartient 
à la  courbe  suivante  cd,  dont  on  détermine  les  autres  points  en  opé- 
rant comme  pour  ab. 

Quand  il  est  impossible  de  baisser  le  voyant  d’une  quantité  égale  à la 
distance  verticale  de  deux  courbes  successives,  à l’aide  de  quelques 
coups  de  niveau  donnés  de  stations  différentes,  on  détermine  un  point 
de  la  courbe  suivante. 
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Ayant,  par  exemple,  choisi  la  cote  10“,00  pour  la  première  courbe, 
les  cotes  des  courbes  suivantes  sont  successivement  15”,  20”,  25”...  si 
la  distance  verticale  do  deux  courbes  successives  est  de  5 mètres. 

Ayant  rapporté  les  courbes  sur  le  plan,  leur  position  relative  indique 
la  forme  du  terrain;  ainsi,  où  elles  sont  très-rapprochées,  comme  eu 
a,  la  surface  est  très-inclinée.  Il  est  du  reste  facile  de  faire  le  profil 
suivant  une  direction  quelconque,  en  opérant  comme  au  n°  1276.  La 
partie  supérieure  de  la  figure  318  représente  le  profil  fait  suivant  la  di- 
rection droite  ab;  seulement , au  lieu  de  se  contenter  d’unir  par  des 
droites  les  points  dont  les  cotes  sont  connues,  on  les  a raccordés  par 
une  courbe  continue. 

Entre  deux  courbes  successives,  la  surface  du  terrain  n’a  rien  de  ré- 
gulier ; mais  on  s'écarte  peu  de  la  vérité  en  supposant,  comme  on  le  fait 
dans  la  pratique,  qu’elle  est  engendrée  par  une  droite  NI’  qui  se  meut 
en  s’appuyant  sur  les  deux  courbes  et  en  restant  constamment  normale 
à la  courbe  inférieure. 

Pour  avoir  la  cote  Mm  d’un  point  situé  entre  deux  courbes  de  ni- 
veau, si  l’on  opère  sur  le  plan  on  mène  par  m,  • 
la  droite  pn  normale,  à la  courbe  inférieure  cd 
(fig.  318);  on  porte  iesdistances  pm  et  mn  sur  une 
droite,  et  terminant  la  fig.  319,  les  deux  triangles 
semblables  PMm',  PNn'  donnent 

Mm';Pm'=Nn';Pn' 

ou 

Mm':pm=(Nn — P p):pn,  d’où 

On  a ensuite  Mm = Mm'  + Pp = ■ — - — — - + P p. 

' pu 

Si  l’on  avait  opéré  sur  le  terrain,  on  aurait  déterminé  les  longueurs 
PM  et  PN,  et  les  deux  triangles  semblables  PMm'  et  PN»’ auraient  en- 
core permis  do  calculer  Mm'  et  par  suite  Mm. 

Pour  avoir  sur  une  normale  np  à la  courbe  cd  un  point  m d’une  cote 
déterminée  Mm,  des  deux  triangles  semblables  PMm'  et  PNn'  on  conclut 

Pm'  ; Mm' = P»'  : Nn' 

ou  pm;(Mm — Pp)=jm:(Nn — Pp),  d’où  Plll  = "~^ZZpp~" 

On  conçoit  que  par  ce  moyen  l’on  peut  déterminer  autant  de  points 
que  l’on  veut  ayant  la  môme  cote,  et,  par  suite,  tracer  des  courbes  de 
niveau  intermédiaires. 


Fig.  319. 
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1281.  Pour  tracer  sur  un  plan  coté,  et  & fleur  du  sol,  c’est-à-dire 
avec  le  moins  possible  de  déblais  et  de  rem- 
blais, un  chomin  ou  une  rigole  dont  la  pente 
par  métro  est  donnée  (971),  m étant  la  projec- 
tion du  point  de  départ,  on  commence  par  dé- 
terminer ia  longueur  mn  de  la  projection  de 
la  partie  de  chemin  ou  de  rigole  comprise  entre 
le  point  M et  la  courbe  voisine  inférieure;  or  a 
correspondant  à une  distance  horizontale  do 
1 mètre,  et  h étant  la  différence  de  hauteur  des 
courbes  successives,  la  longueur  de  mn  est 

égale  à -.  Du  point  m comme  contre,  avec  mn  pour  rayon,  décrivant 

S 

un  arc  de  cercle,  il  coupe  la  courbe  inférieure  au  point  n,  et  mn  est  le 
tracé  cherché.  Opérant  de  môme  entre  le  point  n et  la  courbe  voisine 
inférieure,  et  continuant  ainsi  de  suite,  on  obtient  le  tracé  complet 
mnp.,.,  dont  on  a soin  d’arrondir  les  angles  à l'exécution.  Comme  les 
arcs  décrits  des  points  m,  n,p...  peuvent  déterminer  plusieurs  points 
sur  les  courbes  inférieures,  le  problème  comporte  en  général  un  grand 
nombre  de  solutions. 

Quand  le  tracé  doit  passer  par  des  points  déterminés,  on  le  cherche 
par  tâtonnement,  en  opérant  comme  ci-dessus.  L’on  conçoit  que  dans 
ce  cas  il  peut  arriver  que  l'on  soit  obligé  de  modifier  la  pente,  au  moins 
dans  quelques  parties  du  tracé. 

1282.  Si  le  tracé  devait  avoir  entre  chaque  courbe  la  plus  grande 
pente,  et , par  suite,  la  plus  petite  longueur  possible,  par  le  point  m on 
mènerait  une  normale  mn  à la  courbe  voisine;  par  le  point  n,  on  en 
mènerait  une  autre  à la  courbe  suivante,  et  ainsi  de  suite.  La  ligne 
mnp...  ainsi  déterminée  prend  le  nom  de  ligne  de  pente  du  plan. 

Quand  la  surface  du  terrain  est  plane,  les  courbes  de  niveau  sont  des 
droites  horizontales  équidistantes,  et  ia  ligne  de  pente  devient  une  ligne 
droite  perpendiculaire  aux  premières;  c'est  la  ligne  de  plus  grande 
pente  du  plan,  c’est-à-dire  la  ligne  qui  a la  plus  grande  pente  parmi 
toutes  celles  que  l’on  peut  tracer  dans  le  plan. 

Cette  ligne  de  plus  grande  pente  se  représente  sur  un  côté  du  dessin 
par  deux  lignes  parallèles  très-rapprochées  (Jig.  321),  et  on  la  divise 
en  parties  égales  représentant  les  projections  des  distances  des  points  du 
plan  dont  les  cotes  diffèrent  de  1 mètre.  Les  points  de  division  sont  ceux 
où  les  projections  horizontales  des  lignes  de  niveau  rencontrent  la 
ligne  de  pente,  quand  la  différence  des  cotes  des  lignes  de  niveau  est  de 
1 mètre.  La  ligne  de  pente  ainsi  divisée  est  appelée  échelle  de  pente  du 
plan , et  comme  on  a soin  de  la  coter  comme  le  plan,  qui  n’est  du  reste 
en  général  coté  que  par  cotte  échelle,  elle  permet  d’obtenir  immédia- 
tement, soit  la  cote  d’un  point  quelconque  du  plan,  en  lui  menant  par 


Fig.  3Su. 
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ce  point  une  perpendiculaire  ; soit  les  points  du  plan  qui  ont  une  cote 
donnée. 

1385.  A l’aide  de  l’échelle  de  pente  on  peut  aussi  tracer  par  un  point 
a du  plan  une  droite  ayant  une  pente  donnée. 
Par  le  point  k do  l’échelle,  qui  a une  cote 
égale  à celle  du  point  a augmentée  ou  dimi- 
nuée d’une  certaine  quantité,  de  2“,A0.  par 
exemple,  on  mène  une  horizontale  kh  du  plan. 
La  pente  de  la  droite  devant  être  de  0",30 
par  exemple , sa  projection  horizontale  com- 
prise entre  a et  kh  sera  de  ^~|  = 8 mètres;  1 

0,o0 

alors,  du  point  a comme  centre,  avec  un 
rayon  de  8 mètres,  pris  à l’échelle  du  plan, 
décrivant  un  arc  de  cercle,  il  rencontrera  kh 
en  deux  points  x,  y,  et  les  deux  droites  as  et  ny 
répondront  à la  question.  Si  l’arc  xy  était  tangent  à kh,  il  n’y  aurait 
qu’une  solution,  et  s’il  ne  rencontrait  pas  AA  il  n’y  en  aurait  pas.  Taut 
que  la  droite  est  moins  inclinée  que  le  plan  il  y a deux  solutions,  il  n'y 
en  a qu'une  quand  elle  a la  même  pente,  et  il  n’y  en  aucune  quand  sa 
pente  est  plus  faible. 

1304.  L 'échelle  de  pente  d'une  droite  est  la  projection  horizontale 
de  cette  droite,  sur  laquelle  on  a marqué  les  projections  des  points  de 
la  droite  dont  les  cotes  diffèrent  de  1 mètre  (1282). 


Fig.  321. 
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NOTIONS  PRÉLIMINAIRES. 

128».  Le  temps  est  cette  quantité  non  matérielle  infinie  qui  n’a  pas 
eu  de  commencement,  qui  n’aura  pas  de  fin,  dont  la  notion  nous  est  ac- 
quise parce  que  tous  les  événements  qui  nous  arrivent  n’existent  que 
par  son  concours,  mais  que  nous  ne  pouvons  définir. 

1280.  De  même  que  d’une  quantité  infinie,  et  par  conséquent  non 
évaluable , quelconque , on  peut  représenter  les  parties,  on  a trouvé  le 
moyen  de  comparer  les  différentes  portions  du  temps.  Ayant  remarqué 
que  la  terre  met  toujours  la  même  durée  à faire  sa  révolution  autour  du 
soleil , on  conçoit  que  l’on  puisse  prendre  cette  durée , qui  est  Vannée, 
pour  unité  de  temps.  L ejour  est  aussi  pris  pour  unité  de  temps  (215). 

Outre  ces  unités  naturelles  fondamentales , créées , comme  le  temps, 
par  l’être  qui  préside  à tout , l’homme  a établi  des  machines  qui  lui  per- 
mettent de  diviser,  aussi  exactement  que  le  comporte  l’intelligence  dont 
il  est  doué,  le  jour  en  24  parties  égales,  appelées  heures,  l'heure  en 
60  minutes  et  la  minute  en  60  secondes,  et  on  conçoit  que  chacune  de 
ces  portions  bien  déterminées  peut  aussi  être  prise  pour  unité  de 
temps. 

1287.  Une  partie  infiniment  petite  du  temps  se  nomme  un  instant. 
Une  portion  quelconque  du  temps  commence  par  un  instant  appelé 
instant  initial,  et  se  termine  par  un  instant  dit  instant  final. 

1288.  Un  corps  est  en  repos  ou  en  mouvement  selon  qu’à  deux  instants 
successifs  quelconques  tous  ses  points  occupent  ou  non  la  même  posi- 
tion dans  l’espace. 

Dans  la  pratique,  on  considère  un  corps  comme  étant  en  repos 
quand  il  ne  change  pas  de  position  par  rapport  à des  corps  qui  l’entou- 
rent, c’est-à-dire  quand  sa  distance  à ces  points  reste  constante  ; mais 
tous  les  corps  du  globe  terrestre  participant  aux  mouvements  autour 
de  l’axe  de  la  terre  et,  autour  du  soleil , on  conçoit  qu’il  n’y  a peut-être 
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aucun  corps  en  repos  absolu , et  que  le  repos  que  uous  pouvons  remar- 
quer n’est  qu’apparent  ou  mieux  relatif. 

De  même,  le  mouvement  ne  dépendant  que  de  la  variation  des  dis- 
tances du  mobile  à d’autres  corps,  les  mouvements  que  nous  considé- 
rons en  mécanique  ne  sont  que  relatifs. 

lin  homme  assis  sur  le  pont  d’un  navire  est  en  repos  par  rapport  au 
navire;  il  a un  mouvement  déterminé  par  rapport  ù la  ville  de  laquelle 
il  s'éloigne  ; mais  ce  repos  et  ce  mouvement  ne  sont  que  relatifs. 

1280.  On  nomme  trajectoire  la  ligne  que  suit  un  point  mobile.  Le 
mouvement  est  dit  rectiligne,  lorsque  le  point  se  meut  suivant  une 
droite,  et  curviligne,  s’il  suit  une  courbe. 

1200.  L’expérience  a fait  admettre  une  loi  à laquelle  tous  les  corps 
sont  soumis,  et  qui  est  le  fondement  de  la  mécanique.  Cette  loi  consiste 
dans  la  propriété  qu’a  la  matière  de  persévérer  dans  l’état  où  elle  se 
trouve  : ainsi  un  corps  no  peut  par  lui-même  passer  de  l’état  de  repos  à 
celui  de  mouvement,  ni  modifier,  soit  en  intensité,  soit  en  direction,  le 
mouvement  dont  11  est  doué. 

Cette  propriété  de  la  matière  est  ce  que  l’on  appelle  son  inertie. 

C’est  elle  qui  fait  qu’un  corps  frappé  par  un  autre  résiste  plus  ou 
moins  à son  impulsion,  et  absorbe  une  partie  ou  la  totalité  de  Son  mou- 
vement. C’est  encore  en  vertu  de  l’inertie  qü’un  corps  qui  a reçu  une 
impulsion  primitive  se  mouvrait  indéfiniment  en  ligne  droite  et  d’une 
manière  uniforme,  s’il  n’était  sollicité  par  aucune  cause  étrangère.  SI, 
dans  la  nature,  nous  n’avons  pas  d’exemple  d’ün  tel  mouvement  con- 
tinu , c’est  que,  en  outre  de  la  première  impulsion,  un  Corps  est  con- 
stamment sollicité,  soit  par  la  gravité  (1312),  soit  par  la  résistance  de 
l’air,  soit  encore  par  d’autres  Causes  qui  modifient  son  mouvement. 

1201.  Quand  un  corps  passe  du  repos  au  mouvement,  OU  qüè  soO 
mouvement  se  modifie  d’une  manière  quelconque,  o’est  qu’il  est  sou- 
mis ù l’action  d’une  cause  étrangère,  que  l’on  appelle  force.  Ainsi  une 
force  est  la  cause  quelconque  qui  modifie  l'état  de  repos  ou  de  mouve- 
ment d'un  corps,  ou  encore  qui  tend  à le  modifier,  car  il  peut  arriver 
qu’une  autre  cause  également  puissante  détruise  son  effet  et  que  le 
corps  reste  dans  son  état  primitif. 

1202.  Les  forces  se  désignent  souvent  par  la  source  où  elles  prennent 
naissance  ; on  distingue  ainsi  la  pesanteur,  les  forces  musculaires , la 
force  expansive  des  gai  et  des  vapeurs,  les  forces  moléculaires,  les 
forces  électriques  et  magnétiques,  etc. 

Sans  connaître  la  nature  des  forces , les  sensations  qu’elles  nous 
font  éprouver  d’une  manière  permanente  font  que  nous  acquérons 
presque  en  naissant  l’idée  de  leur  intensité  et  de  leur  direction. 

Il  est  naturel  de  représenter  les  directions  des  forces  par  les  lignes 
droites  suivant  lesquelles  elles  tefidem  8 faire;  mouvoir  les  corps  qu’elles 
sollicitent.  En  convenant  de  représenter  leurs  intensités  par  des  lon- 
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gueurs  qui  leur  soient  proportionnelles,  11  en  résulte  que  l'oü  peut  sou- 
mettre les  forces  au  calcul  comme  toutes  les  autres  quantités. 

Le  point  (f application  d’une  force  est  le  point  d’un  corps  sur  lequel 
elle  agit  directement  pour  modifier  l’état  de  ce  corps. 

Le  sens  d’une  force  est  celui  dans  lequel  elle  tend  à faire  avancer  son 
point  d’application. 

Les  droites  représentant  les  Intensités  des  forces  se  mesurent  dans  le 
sens  des  forces,  ii  partir  des  points  d’application.  Les  points  d’applica- 
tion se  désignent  ordinairement  par  les  lettres  A,  B,  C,  D. .. , et  les  force's 
par  celles  F,  P,  Q,  R,  S...  que  l’on  place  aux  extrémités  opposées  aux 
points  d’application. 

Ainsi  dans  la  figure  822  les  forces  sont  P et  Q ; le  point  A est  leur 
Fig.  322.  point  d’application  commun  ; leurs  directions 

" sont  AP  et  AQ,  et  leurs  intensités  relatives  sont 
AP  et  AQ.  Si  l’on  a adopté  une  certaine  longueur 
X . pour  représenter  l’unité  de  forcé,  et  que  AP 

/'A  p et  AQ  aient  été  prises  proportionnelles  & cette 
unité,  ces  longueurs  représentent  les  valeurs  réelles  dos  forces. 

1203.  Une  force  capable  de  remplacer  un  système  de  forces  agissant 
sur  un  corps,  sans  changer  l’état  de  ce  corps,  se  nomme  la  résultante 
de  toutes  ces  forces.  Ces  dernières  sont  appelées  les  composantes  de  la 
force  unique  capable  de  les  remplacer. 

1204.  La  mécanique  est  la  science  des  forces  et  de  leurs  effets. 
Ainsi  elle  a pour  but  : 1°  de  trouver  quelles  doivent  être  les  relations  des 
forces  qui  sollicitent  un  corps  ou  un  système  de  corps,  pour  que  ce 
corps  ou  ce  système  prenne  dans  l'espace  un  mouvement  déterminé, 
2“  réciproquement,  étant  donné  un  corps  ou  un  système  de  corps  sol- 
licité par  des  forces  données,  de  trouver  le  mouvement  que  ce  corps 
ou  système  prendra  dans  V espace. 

120i>.  Ce  problème  général  comprend  comme  cas  particulier  celui 
où  les  forces  ne  changent  rien  à l’état  du  corps  ou  du  système,  cas  daus 
lequel  on  dit  que  les  forces  se  font  équilibre. 

1200.  Delà  vient  la  division  de  la  mécanique  en  statique,  qu’on  dé- 
finit la  science  de  l’équilibre  des  forces,  et  en  dynamique  ou  science  du 
mouvement. 

Lorsqu’il  s’agit  de  fluides,  la  statique  prend  le  nom  d'hydroslatique, 
qui  traite  de  l'équilibre  des  fluides,  et  la  dynamique,  celui  d'hydrody- 
namique, qui  est  relative  à leur  mouvement. 

1207.  Toutes  les  questions  de  statique  pouvant  être  résolues  comme 
conséquences  des  questions  analogues  de  la  dynamique,  en  supposant 
le  mouvement  égal  à zéro,  c’est  sous  ce  point  de  vue  que  nous  les  exa- 
minerons; mais  disons  tout  d’abord  qu’en  statique  on  ne  compare  les 
forces  que  d’après  des  grandeurs  supposées,  sans  avoir  égard  aux  effets 
qu’elles  produisent  sur  les  corps,  taudis  qu’en  dynamique  on  les  étudie 
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d’après  leurs  grandeurs  réelles,  c’est-à-dire  d’après  les  mouvements 
qu’elles  impriment  aux  corps. 

121)0.  On  peut  étudier  les  mouvements  des  corps  en  ayant  égard 
seulement  à leur  direction  et  à leur  durée,  et  en  faisant  abstraction 
de  la  matière  dont  les  corps  sont  formés  et  des  forces  qui  produisent  ou 
modifient  les  mouvements.  Cette  étude  forme  une  partie  de  la  méca- 
nique à laquelle  on  donne  le  nom  de  cinématique.  L’examen  que  nous 
allons  faire  tout  d'abord  de  quelques  mouvements  est  de  son  domaine. 

MOUVEMENT  UNIFORME. 

1291).  I.e  mouvement  est  uniforme  (1288)  lorsque , en  temps  égaux 
quelconques,  Ira  longueurs  parcourues  sont  égales. 

1300.  La  vitesse  dans  le  mouvement  uniforme  est  l’espace  parcouru 
dans  l’unité  de  temps,  ou  qui  serait  parcouru  pendant  cette  unité  si  la 
durée  du  mouvement  uniforme  était  suffisamment  prolongée. 

1301.  Relation  entre  l'espace  parcouru,  la  vitesse  et  le  temps  dans 
le  mouvement  uniforme.  De  la  définition  du  mouvement  uniforme  (1299), 
il  résulte  que  l’espace  E parcouru  est  proportionnel  à la  durée  du  mou- 
vement, et  que  par  conséquent  v étant  l’espace  parcouru  pendant 
l’unité  de  temps,  c'est-à-dire  la  vitesse  (1300),  on  a 

E _ t 
v~ï’ 

d’où  Esti,  *=?  et  f=®.  (1) 

La  première  formule  montre  que  l’espace  parcouru  est  représenté 
par  l’aire  d’un  rectangle  qui  a v et  / pour  côtés  (63û). 

D’après  la  seconde  formule,  la  vitesse  dans  le  mouvement  uniforme 
est  égale  à V espace  divisé  peu • la  valeur  numérique  du  temps  employé 
à le  parcourir  ; elle  est  donc  constante. 

Dans  le  cas  où  le  mobile  aurait  déjà  parcouru  un  certain  espace  E„ , 
quand  on  commence  à compter  le  temps  t,  l’espace  total  parcouru  après 
le  temps  t serait 

E = E„  + v l. 

Un  autre  mouvement  uniforme  donnerait  des  équations  identiques 
aux  précédentes  ; ainsi  on  aurait 

E’  = vft\ 

Divisant  membre  à membre  la  première  des  équations  (1)  par  cette 
dernière,  on  a 

E _ vt_ 
e'  — v'r 
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Ce  qui  fait  voir  que  pour  des  mouvements  uniformes  quelconques  les 
espaces  sont  entre  eux  comme  les  produits  des  vitesses  j>ar  les  temps. 

Si  les  temps  t,  t' sont  égaux,  on  a 

E _ v 
E'  - v ’ 


Fig.  323. 


c’est-à-dire  qu'en  temps  égaux , les  espaces  sont  entre  eux  comme  les 
vitesses. 

1502.  Problème.  Un  mobile  partant  du  point  m so  meut  avec  une 

vitesse  constante  v sur  une  ligno  dé- 
terminée AB;  il  s’agit  de  trouver  à 
quelle  distance  OM  il  se  trouve  d’un 
L Y point  fixe  O pris  sur  AB  après  le 
temps  t. 

OM  = Om  -f  mM. 

Faisant  OM  = E,  Om  = E„  = 2“,  v = 1“,1  par  seconde,  et  / = 3"; 
comme  on  a mM  = vl,  il  vient 


E = E.  + vt  = 2 + 1,1  x 3 = 6“, 30. 

Considérant  les  espaces  parcourus  dans  le  sens  OB  comme  positifs , et 
ceux  parcourus  dans  le  sens  OA  comme  négatifs  (957) , dans  le  cas  où  le 
point  m serait  à gauche  du  point  O,  on  aurait 


E = — Eo  + c/  = — 2 + 1,1  x 3 = lm,30. 


Si,  m étant  sur  OB,  le  mobile  allait  pendant  le  temps  t dans  le  sous 
OA,  on  aurait 

E = E„  — vt  = 2™  — 1,1  x 3 = — 1“,30. 

Enfin,  si  le  point  m était  pris  sur  OA,  et  que  pendant  le  temps  t le 
mobile  marchât  de  O vers  A,  on  aurait 

E = — E„  — ut  = — 2 — -1,1x3  = — 5m,30. 

Ces  quatre  équations , qui  se  réduisent  à l’équation  générale 

E = ± E,  ± vt , 

sont  la  solution  complète  du  problème  ; elles  donnent  non-seulement  la 
valeur  absolue  de  E,  mais  aussi  elles  indiquent,  par  le  signe  qui 
affecte  cette  valeur,  si  après  le  temps  t le  mobile  est  sur  OB  ou  sur  OA. 


MOBVEME.VT  VARIÉ. 


1505.  Le  mouvement  est  dit  varié  lorsque , contrairement  à ce  qui 
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existe  dans  le  mouvement  uniforme  (1299) , les  espaces  parcourus  en 
temps  égaux  quelconques  sont  inégaux,  c'est-à-dire  lorsque  la  vitesse 
du  mobile  n’est  pas  constante  pendant  toute  la  durée  du  mouvement.  " 

1304.  Lorsqu’un  mobile  parcourt  certains  espaces  égaux  en  temps 
égaux,  sans  que  la  môme  condition  soit  remplie  pour  les  parties  de  ces 
espaces,  on  dit  que  le  mouvement  est  périodique  uniforme. 

Un  des  espaces  égaux  parcourus  en  temps  égaux  est  le  chemin  par- 
couru pendant  une  période , et  le  temps  employé  à le  parcourir  est  la 
durée  de  la  période. 

Prenant  la  durée  d’une  période  pour  unité  de  temps,  et  le  chemin 
parcouru  pendant  cette  unité  de  temps  pour  vitesse  v,  l’espace  E,  par- 
couru pendant  un  temps  t qui  se  compose  d’un  nombre  entier  de  durées 
de  période,  est,  comme  dans  le  mouvement  uniforme  (1301) , donné 
par  la  formule 

E — vt. 


1 503.  Vitesse  dans  le  mouvement  varié.  Quoique  la  vitesse  puisse  ne 
pas  être  la  mô.me  à deux  instants  successifs  du  mouvement,  on  peut  la 
considérer  comme  constante  pendant  une  portion  quelconque  infini- 
ment petite  de  la  durée  du  mouvement;  alors,  à l’instant  considéré , la 
vitesse  est  égale  à l'espace  infiniment  petit  divisé  par  le  temps  infini- 
ment petit  employé  à le  parcourir  (1301),  ou  bien  encore  à l’espace  qui 
serait  parcouru  peudant  l’unité  de  temps,  si,  à partir  de  l’instant  con- 
sidéré, le  mobile  se  mouvait  avec  une  vitesse  constante  égale  à celle 
qu’il  a acquise  à cet  instant  (1300). 

Désignant  par  dE  l’espace  infiniment  petit  parcouru,  et  par  dé  le 
temps  infiniment  petit  employé  à le  parcourir,  la  vitesse  est  donc 

dE 

V~~dï 


Fig.  3U. 


Dans  la  pratique  11  est  Impossible  de  prendre  dE  et  dt  infiniment  pe- 
tits, et  par  suite  d’avoir  r exactement;  mais  la  valeur  de  cette  quantité 
est  d’autant  plus  exacte  que  dEet  dt  sont  pris  plus  petits. 

Traçant  deux  axes  rectangulaires  (959) , puis  prenant  sur  Or,  à partir 
de  l’origine  O,  différentes  valeurs  du  temps 
t , et  élevant  aux  différents  points  obtenus 
des  ordonnées  représentant  les  valeurs 
correspondantes  de  E,  la  courbe  AA"  pas- 
sant par  toutes  les  extrémités  des  perpen- 
diculaires est  telle,  que  l’ordonnée  A'IV 
d’un  quelconque  de  ses  points  est  à très- 
peu  près  l’espace  parcouru  pendant  un 
temps  représenté  par  l’abscisse  correspon- 
dante OB'. 
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rendant  l'instant  66',  différence  des  temps  O b1  et  06,  l’espace  par- 

d'c 

couru  est  a b' — ab=a'c,  et  supposant  que  aa’cst  droit,  pu  a — = 

langa'ac  (065).  Mais  quand  no’  est  droit,  il  n’est  autre  chose  qu’un  élé- 
ment infiniment  petit,  qui  se  confond  avec  la  tangente  5 la  courbe  au 
point  a;  alors  langa'ac  est  la  tangente  trigonoraétrique  de  l'angle 
formé  avec  l’axe  Qx  par  la  tangente  à la  courbe  au  point  a , de  plus, 

d'c 

comme  66'  et  a’c  deviennent  infiniment  petits,  — n'est  autre  chose 

ac 

rfE 

que  — n;  donc 

v = tapg  a'ac, 


Ainsi,  après  un  temps  quelconque  Ob,  la  vitesse  es I représentée  en  in- 
tensité et  en  signe  jtar  la  tangente  de  l'angle  formé  avec  l'aie  0.x  par 
ta  tangente  à la  courbe  au  point  correspondant  a. 

1 <■(><;.  Variation  de  la  vitesse  dans  le  mouvement  varié,  r étaut  la 
vitesse  après  le  temps  t,  après  le  temps  t plus  l’instant  dt,  la  vitesse  aura 
augmenté  ou  diminué  d’une  quantité  infiniment  petite  dv,  et  sera  de- 
venue v ± dv. 

de  étant  la  variation  de  vitesse  pendant  le  temps  dt,  la  variation 
moyenne  est,  pour  l’unité  de  temps,  pendant  le  temps  dt, 


, 1 dv 


Cette  valeur  est  la  quantité  dont  varierait  la  vitesse  pendant  l’unité 
de  temps  qui  succéderait  à t,  si  pour  chaque  instant  dt  de  cette  unité 
l’augmentation  de  la  vitesse  était  constante  et  égale  à dv. 

11  est  encore  évident  que  dans  la  pratique  on  aura  d’autant  mieux  la 
variation  de  vitesse  à l’instant  qui  succède  au  temps  /,  que  dt  et  par 
suite  dv  seront  plus  petits. 

— est  l'accélération  de  vitesse  pendant  l'unité  de  temps,  ou  simple- 
ment l 'aeccèléi  alion  de  vitesse  à l’instant  considéré,  c’est-à-dire  à l’in- 
stant qui  succède  au  temps  t. 

Dans  la  fig.  324,  les  abscisses  étant  toujours  les  temps,  mais  les  or- 
données représentant  les  vitesses  correspondantes,  on  a 


tang  a'ac  = 


a'c 

ac 


dv 

dt 


Ainsi  l’accélération  de  vitesse  est  représentée  par  la  tangente  trigo- 
nométrique  de  l’angle  formé  avec  l’axe  des  x par  la  tangente  à la  courbe 
au  point  a. 
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1307.  Courbe  dont  Paire  représente  l'espace  parcouru  dans  le  mou- 
vement varié.  Si,  comme  au  n"  précédent,  dans  la  fig.  32û,  les  abscisses 
sont  les  temps,  et  les  ordonnées  les  vitesses  correspondantes,  l’espace 
parcouru  pendant  un  temps  quelconque  f = OB'  est  représenté  par 
l’aire  OB'A'A.  En  effet,  pendant  l’instant  dt=bb‘,  on  peut  supposer  la 
vitesse  constante  et  égale  à la  moyenne  des  deux  vitesses  ab  et  a'b1  ; 
l’espace  parcouru  pendant  cet  instant  est  donc  représenté  par 

■^-x— — x bb',  c'est-à-dire  par  la  surface  du  trapèze  aa'b'b  (660).  Pen- 
dant un  autre  instant  quelconque  du  temps  t,  l’espace  parcouru  étant 
de  même  représenté  par  la  surface  du  trapèze  élémentaire  correspon- 
dant, l'espace  total  parcouru  pendant  le  temps  t le  sera  par  la  somme 
de  tous  les  trapèzes,  c'est-à-dire  par  l’aire  totale  OB’A'A,  que  l’on 
pourra  calculer  à l’aide  de  la  formule  de  Simpson  ou  de  celle  de 
M.  Poncelet  (1178,  1179). 

130B.  Lorsque  la  vitesse  v et  l’accélération  ~ sont  de  même  signe, 

c’est-à-dire  à la  fois  positives  ou  négatives,  le  mouvement,  est  accéléré , 
dans  le  sens  vulgaire  de  ce  mot;  si  au  contraire  ces  deux  quantités 
sont  de  signes  différents,  le  mouvement  est  retardé. 

dv 

1300.  Lorsque  l'accélération  de  vitesse  que  nous  représenterons 

par  j,  est  constante,  le  mouvement  est  dit  ttniformémenl  varié. 

1310.  Expression  de  la  vitesse. dans  le  mouvement  uniformément 
varié,  j étant  l’accélération  de  vitesse  pendant  chaque  unité  de  temps, 
pendant  une  seconde  par  exemple,  après  le  temps  quelconque  t se- 
condes, elle  devient  jt ; il  en  résulte  donc  que  le  corps  possédant  au 
commencement  du  temps  t une  vitesse  r„  après  ce  temps  il  a acquis  la 
vitesse 

v=vm±jt. 

r.  est  ce  que  l’on  appelle  la  vitesse  initiale.  Considérant  une  origine 
sur  la  ligne  que  suit  le  mobile,  r.  est  positif  ou  négatif  suivant  son  sens, 
et  on  a,  en  définitive, 

v=±i\±jt. 


Si  le  corps  part  du  repos,  on  a tv— 0,  et  alors,  après  le  temps  t,  la 
vitesse  est 


v=±jt,  d’où  j=±?. 


1311.  Expression  de  P espace  parcouru  dans  le  mouvement  unifor- 
mément varié. 
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1*  Supposons  le  mouvement  uniformément 
Pis-  3*5.  accéléré  et  la  vitesse  initiale  v„  = 0,  on  a 

v =jt. 

Cette  équation  étant  celle  d’une  ligne  droite 
(103i),  par  la  construction  du  n”  1307,  la  courbe 
AA",  fig.  32 h,  sera  une  ligne  droite.  Eu  effet 
(fig.  325) , déterminant  le  point  A'  pour  lequel 
OB'=f  = 1 et  A'B'  — v—j,  l’ordonnée  A"B"  d’un 
point  quelconque  A”  de  la  droite  AA' représente  bien  la  vitesse  v=jt 
après  un  temps  t = OB";  car  ayant 


A"B"  _ OF' 
A'B'  — OB'  ’ 


c’est-à-dire 

) 


t 

1’ 


on  a bien  A"B"  —jt. 

La  valeur  de  l’accélération  j étant  toujours  la  tangente  trigonomé- 
trique  de  l’angle  formé  avec  l’axe  Ox  par  la  tangente  à la  courbe  au 
point  correspondant  à l’Instant  considéré  (1306) , dans  ce  cas  j = tan  g 
A"Or,  et  de  plus  on  voit  qu’elle  est  constante,  ce  qui  devait  être 
d’après  la  définition  du  mouvement  uniformément  varié  (1309). 

L’espace  E parcouru  pendant  un  temps  quelconque  t — OB"  étant 
représenté  par  l’aire  du  triangle  OA"B"  (1307),  on  a (636) 


Fig.  326. 


E = 


A"B"  x OB"  _ jt  X t 
2 — 2 


Jt';  (a) 


d’où 


J-  (t 


2E  et 


t: 


=Vr- 


Ainsi,  les  espaces  parcourus  sont  propor- 
tionnels aux  carrés  des  temps. 

En  construisant  l’équation  (o) , qui  est 
celle  d’une  parabole  ayant  pour  abscisses  les 
valeurs  de  t et  celles  de  E pour  ordonnées 
(1113),  comme  on  l’a  fait  au  n”  1305,  fig.  32 h, 
on  obtient  la  fig.  326. 

L’équation  précédente  donne , comme  le  montre  la  fig.  326, 


Pour  i ou  t — 
g OU  E = 


1 

1 . 


2 3 

\jxtl  ^X9 


U 5 

\jx  16  |jx25. 


Ainsi , les  temps  étant  les  nombres  entiers  successifs , les  espaces 
parcourus  sont  respectivement  proportionnels  aux  carrés  de  ces  nom- 
bres, c’est-à-dire  à 

14  9 16  25  .. 

sa 


Digitized  by  Google 


454 


SEPTIÈME  PARTIB.  — MÉCAMQIE. 


La  tangente  trigonométrique  de  l’angle  que  forme , avec  Taxe  Ox  des 
temps,  la  tangente  à la  courbe  est  encore  la  vitesse  à l’Instant  consi- 
déré (1305). 


Remplaçant  dans  l’expression  (a)  j par  sa  valeur  en  fonction  de  r,  on 

a aussi 


(b) 


d’où 


L’expression  (6)  montre  que  le  corps  partant  du  repos , l'espace  par- 
couru après  un  temps  quelconque  t est  encore  égal  à la  moitié  de  la 
vitesse  acquise  v multipliée  par  t. 

Remarque.  Pour  t = 1,  la  foi-mule  (a)  devient 


Ce  qui  montre  que  le  corps  partant  du  repos,  P espace  parcouru  j>en- 
dant  la  première  unité  de  temps  du  mouvement  est  la  moitié  de  la 
vitesse  acquise  à la  fin  de  celle  unité,  c'est-à-dire  moitié  de  l'espace 
que  parcourrait  le  mobile  pendant  la  deuxième  unité  de  temps  du  mou- 
vement , si  le  mobile  se  mouvait  d'une  manière  uniforme  avec  la  vitesse 
acquise  à la  fin  de  la  première  unité. 

L'espace  E parcouru  pendant  la  première  seconde  étant  3“,û0 , par 
exemple,  la  vitesse  acquise  est  7“,80,  espace  qui  serait  parcouru  pen- 
dant la  deuxième  seconde,  si  cette  vitesse  restait  constante  pendant 
cette  seconde. 

v t étant  l’espace  parcouru  d’un  mouvement  uniforme  avec  la  vitesse  c 

j 

pendant  le  temps  t , la  formula  E — - vt  montre  que  nou-seulemcnt 

après  l’unité  de  temps,  mais  après  un  temps  quelconqxw  t,  la  vitesse 

acquise  v est  telle,  que  l'espace  parcouru  - vt  pendant  le  temps  t sous 

V influence  du  mouvement  accéléré  est  moitié  de  l'espace  vt  parcouru 
pendant  un  texnps  égal,  soils  r influence  d'un  mouvement  uniforme  de- 
vitesse  v.  Ainsi  l’espace  parcouru  pendant  les  trois  premières  secondes 
du  mouvement  étant  30  mètres,  par  exemple,  la  vitesse  acquise  res- 
tant constante,  1 espace  parcouru  pendant  les  trois  secondes  suivantes 
sera  de  CO  mètres.  En  efl'et , la  vitesse  acquise  est 

2E  2 X 30 

» — - = — - — = 20  mètres, 


et  l’espace  parcouru  pendant  les  trois  secondes  suivantes, 


vt  — 20  x 3 = 60  mètres. 
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2"  Lorsque  le  mouvement  eut  uniformément  accéléré  et  que  la  vitesse 
initiale  n'est  pas  nulle,  on  a (1310) 

v = vrj  +jt. 

Comme  au  1",  on  prouverait  que  cette  équation  est  encoro  celle  d’une 
ligne  droite,  mais  dont  l’ordonnée  à l’origine 
OA  = r„.  Pour  la  construire  (1*) , on  prend 
OB'  = t s=  1,  et  B' A'  — B'C  + CA’  =.  rf  + j , 
et  après  un  temps  quelconque  t — OB",  on 
a v — B''A"  = B"C'  + C’A"  =n  r„  + jt. 

L’espace  parcouru  après  un  temps  quel- 
conque t = OB"  étant  représenté  par  l’aire 
du  trapèze  OB'  A'  A (1307),  c'est-à-dire  par  la 
somme  des  aires  du  rectangle  OB'C’A  et  du  triangle  AG’A",  044  a 
(634 , 636) 

E = OA  x OB"  + -A-9  * AC  — „0 1 + ijP.  (a') 

Cette  formule  montre  que  l’espace  parcouru  se  compose  de  deux  par- . 
ties  : l’une  v,t,  proportionnelle  au  temps  t et  représentée  par  le  rec- 
tangle OB"C'A , est  duc  au  mouvement  uniforme  dont  la  vitesse  est  c„ 

1 

(1301);  l’autre  - jt1,  proportionnelle  au  carré  du  temps  l et  repré- 

.sentée  par  le  triangle  AC'A",  est  due  au  mouvement  uniformément 
varié  dont  l’accélération  de  vitesse  est  j (1°).  On  voit  que  v,  et  j pro- 
duisent chacune,  en  agissant  simultanément,  le  même  effet  que  si  elles 
agissaient  isolément  ; leurs  effets  s’ajoutent 

En  construisant  l’équation  (a1),  on  obtiendrait  une  courbe  analogue  à 
celle  de  la  Jiy.  326.  La  tangente  en  un  point  de  cette  courbe  donnerait 
encore  la  vitesse  du  mobile  après  un  temps  représenté  par  l’abscisse  du 
point  considéré. 

3°  Le  mouvement  étant  uniformément  retardé  et  la  vitesse  initiale  c„, 
on  a (1310) 

v = v0  —jt. 

Cette  équation  est  encore  colle  d’uno  ligne  droite  ayant  OA  — 1„ 
pour  ordonnée  ù l’origine.  Pour  la  con- 
struire (2°) , oti  prend  OB'  = / — 1,  et 
BA'  = B'C  — A'C = r„  — j , et  après  un 
temps  quelconque  t = OB",  on  a 

v — B"  A"  = B"C'  — A"C' = v,  —jt. 

L’espace  parcouru  après  un  temps 
quelconque  t — OB"  étant  représenté  par 
l’aire  du  triangle  01) A moins  celle  du 
triangle  DA"B",  comme  cette  difféi'ence 


Fig.  32$. 

y\ 


A” 
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est  égale  à l’aire  du  rectangle  OB''C'A,  moins  celle  du  triangle  AA"C', 
on  a 


E — OA  x OB" 


A"C'  X AC' 


= ~ 2^'- 


1 

Cette  équation  ne  diffère  de  celle  du  2°  qu’en  ce  que  l’espace  2 jt*, 

parcouru  sous  l’influence  de  l’accélération  se  retranche  de  l’espace  v,t 
dù  à la  vitesse  initiale  o.;  ce  qui  devait  être,  et.;'  étant  affectés  de 
signes  contraires. 

Remarque.  Prenant  un  point  fixe  sur  la  ligne  qui  suit  le  mobile , la 
distance  A laquelle  ce  mobile  se  trouve  du  point  fixe  après  le  temps  t 
est,  dans  tous  les  cas,  d’après  les  mêmes  raisons  qu’au  n°  1302,  repré- 
sentée par  la  formule  générale 

E = ± E„  ± v.t  ± ^ jt\ 


PESANTEUR  OD  GRAVITÉ.  POIDS. 

1312.  Un  corps  quelconque,  quelles  que  soient  sa  nature  et  la  quan- 
tité de  matière  qui  le  compose,  abandonné  à lui-même,  se  meut  ou  tend 
à se  mouvoir  vers  le  centre  de  la  terre.  La  cause  inconnue  qui  produit 
cet  effet  se  nomme  ■pesanteur  ou  gravité. 

La  pesanteur  agit  sans  interruption  et  de  la  même  manière  sur  toutes 
les  molécules  des  corps,  que  ces  molécules  soient  très-rapprochées , 
comme  dans  l’or,  ou  très-éloignées,  comme  dans  la  plume.  En  effet, 
que  l’on  place  des  parcelles  d'or,  de  bois  et  de  duvet  dans  un  tube  où 
on  a fait  le  vide,  et  que  l’on  renverse  ce  tube  eu  le  mettant  vertical , 
tous  les  objets  qu’il  contient  tomberont  en  s'accompagnant  constam- 
ment, ce  qui  n’aurait  évidemment  pas  lieu  si  la  pesanteur  n’agissait  pas 
indistinctement  sur  chacune  des  molécules  qui  composent  les  matières 
placées  dans  le  tube. 

Comme  les  corps  en  tombant  dans  l’air  sont  obligés  de  déplacer  ce 
gaz,  il  eu  résulte  une  résistance  qui  s’oppose  au  mouvement  et  le  rend 
plus  lent.  Comme,  de  plus,  cette  résistance  est  d’autant  plus  grande 
qu’il  y a plus  d’air  déplacé,  c’est-à-dire  que  la  section  du  corps  en 
mouvement  est  plus  grande,  il  s’ensuit  qu’une  plume  composée  d’un 
certain  nombre  de  molécules  tombera  plus  lentement  dans  l’air  qu’un 
morceau  de  plomb  contenant  le  même  nombre  de  molécules,  quoique 
dans  tous  les  cas  la  pesanteur  agisse  de  la  même  manière  sur  chacune 
des  molécules  qui  composent  l’un  et  l’autre  corps.  On  rend  sensible  cet 
effet  de  l’air,  en  en  laissant  rentrer  dans  le  tube  dans  lequel  on  avait 
fait  le  vide. 
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1513.  Variations  de  la  pesanteur.  N0113  venons  de  dire  que  la  pe- 
santeur agissait  de  la  même  manière  sur  toutes  molécules  des  corps; 
mais  cela  n’est  rigoureusement  vrai  qu’autant  que  les  corps  sont  placés 
dans  les  mêmes  circonstances  ; car  pour  une  même  molécule,  la  pesan- 
teur varie  avec  les  positions  que  peut  occuper  cette  molécule  autour  du 
globe  terrestre.  Ainsi  : 

1°  Ayant  reconnu  par  expérience  que  la  pesanteur  varie  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance  au  centre  de  la  terre,  elle  a donc  une 
valeur  différente  pour  chacun  des  points  que  peut  occuper  une  même 
molécule  sur  une  verticale; 

2"  La  terre  n’étant  pas  tout  à fait  sphérique,  et  les  rayons  diminuant 
de  l’équateur  au  pôle,  il  en  résulte  qu'à  la  surface  du  globe  la  pesanteur 
diminue,  pour  une  même  molécule,  depuis  les  pôles  jusqu’à  l’équa- 
teur; 

3°  Le  globe  terrestre  exécutant  chaque  jour  autour  de  son  axe,  qui 
va  d’un  pôle  à l’autre,  une  révolution  entière,  et  tous  les  points  maté- 
riels participant  à ce  mouvement  de  rotation,  il  en  résulte  que  chacun 
d'eux  est  sollicité  par  une  force,  appelée  force  centrifuge,  qui  tend  à 
l’éloigner  de  l'axe.  Comme  l’intensité  de  cette  force  augmente  avec  la 
vitesse  du  point,  qui  est  ici  proportionnelle  au  rayon  du  cercle  qu’il 
décrit,  les  rayons  des  cercles  décrits  par  les  points  do  la  surface  du 
globe  allant  en  diminuant  depuis  l’équateur  jusqu’aux  pôles,  où  ils  sont 
nuis,  la  force  centrifuge  va  donc  en  diminuant  de  l’équateur  au  pôle; 
deuxième  cause  qui  tend  à diminuer  l'action  de  la  pesanteur  sur  une 
même  molécule  de  la  surface  de  la  terre  quand  elle  va  des  pôles  à l’é- 
quateur. 

Ainsi , pour  une  même  molécule,  la  pesanteur  varie  selon  que  la  mo- 
lécule s’éloigne  ou  s’approchedela  surface  de  laterre  et  lorsqu’elle  s’éloi- 
gne ou  s’approche  de  l’équateur;  mais  les  distances  des  positions  dans 
lesquelles  on  a coutume,  en  mécanique,  de  considérer  les  corps  sont  si 
petites  par  rapport  au  rayon  de  la  terre , qui  a près  de  1500  lieues,  que 
les  effets  de  cette  variation  de  la  pesanteur  sur  leurs  molécules  sont 
insensibles,  et  que  l’on  peut  regarder  la  pesanteur  comme  une  force 
constante. 

1314.  La  direction  de  la  pesanteur,  qui  est  évidemment  celle  suivie 
par  un  corps  qui  tombe  librement,  est  dite  verticale;  elle  est  partout 
normale  à la  surface  de  la  terre,  ou  mieux  à celle  des  eaux  tranquilles, 
et  se  trouve  représentée  par  la  direction  d’un  fil  à plomb. 

Un  plan  perpendiculaire  à la  verticale  est  appelé  plan  horizontal. 
et  toute  droite  tracée  dans  ce  plan , au  pied  de  la  verticale , est  hori- 
zontale. 

Remarque.  Si  la  terre  était  parfaitement  sphérique , toutes  les  ver- 
ticales passeraient  au  centre  de  la  terre;  comme  elle  diffère  peu  de 
cette  forme,  toutes  les  verticales  passent  en  des  points  assez  voisins  du 
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rentre  saris  être  parallèles  notre  elles,  lieux  verticales  peuvent  ne  pas 
être  dans  un  même  plan,  et,  si  elles  y sont,  elles  se  rencontrent. 

I.es  verticales  ou  les  directions  de  la  pesanteur  varient  donc  pour  tous 
les  points  de  la  surface  du  globe,  et  ne  sont  pa«  parallMes;  mais  commr 
les  molécules  d’un  même  corps,  ou  celles  des  différents  corps  que  l’on 
peut  considérer  simultanément  en  mécanique,  sont  très-rapprochées  re- 
lativement aux  distances  auxquelles  les  directions  do  la  pesanteur  pour 
ces  molécules  sc  rencontrent  ou  tendent  à se  rencontrer,  on  peut  les 
considérer  comme  parallèles  entre  elles. 

ir,t;;.  pouvant  supposer  que  les  molécules  de  tous  les  corps  pesants 
que  l’on  considère  simultanément  sont  sollicitées  vers  le  centre  de  la 
terre  chacune  par  une  force  élémentaire  qui  est  la  même  pour  toutes, 
et  que,  de  plus,  ces  forces  élémentaires  sont  parallèles  et  agissent  dans 
le  même  sens,  de  là,  et  de  ce  qui  sera  établi  relativement  aux  forces  pa- 
rallèles de  môme  sens  appliquées  en  des  points  liés  entre  eux  d’une 
manière  invariable,  il  suit  : 

1*  Que  la  résultante  des  actions  de  la  pesanteur  sur  les  diverses  mo- 
lécules d’un  corps  au  système  de  corps  est  égale  à leur  somme  (1293}; 

2“  Que  ladirection  de  cette  résultante  estcellede  la  pesanteur,  c’est- 
à-dire  de  la  verticale  (1314). 

131  H.  Le  poids  d'un  corps  est  la  résultante  des  actions  de  la  pesan- 
teur sur  les  diverses  molécules  de  ce  corps  (1316). 

L’action  de  la  pesanteur  étant  la  môme  pour  toutes  les  molécules 
(1312, 1313),  le  poids  d'un  corps  est  donc  proportionne!  au  nombre  des 
molécules  ou  à la  quantité  do  matière  que  contient  ce  corps. 

1!  ne  faut  pas  confondre  la  pesanteur  avec  le  poids.  La  pesanteur  est 
la  cause  qui  attire  les  corps  vers  le  centre  de  la  terre,  au  lieu  que  le 
poids  est  la  force  qui  résulte  de  cette  cause  pour  chacun  des  corps; 
force  qui  est  égale  à l'effort  que  chaque  corps  exerce  sur  l'obstacle  qui 
le  tient  soulevé.  La  pesanteur  ost  la  cause,  le  poids  est  l’effet. 

1317.  L’action  de  la  pesanteur  variant  avec  la  position  par  rapport 
au  centre  de  la  terre  (1313),  le  poids  d’un  corps  varie  de  la  même  ma- 
nière. Ainsi  un  fil  qui  suspendrait  successivement  un  même  corps  près 
de  la  surface  de  la  terre  et  dans  les  régioas  élevées,  serait  soumis  à 
une  plus  grande  tension  dans  la  première  position  que  dans  la  seconde, 
et  les  deux  valeurs  de  la  tension  seraient  Celles  du  poids. 

Cette  variation  du  poids  à la  surface  du  globe  est  trop  faible  pour 
qu'on  ne  puisse  la  négliger:  ainsi  les  poids  de  deux  corps  qui  bande- 
raient également  un  même  ressort  au  Spitzl>erg  et  à l’Ile  de  l’Ascension 

1 

ne  différeraient  eutre  eux  que  de  de  leur  valeur  moyenne.  Dan* 

toute  l’étendue  de  la  France,  de  Dunkerque  à Toulon,  cette  différence 
1 

ne  serait  pas  le  -q  do  la  valeur  moyenne  de  tous  les  poids. 
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Cotte  variation  du  poids  n’est  pas  rendue  sensible  avec  les  instru- 
ments sans  ressorts,  comme  la  balance,  parce  que  l’action  de  la  pesan- 
teur agit  de  la  môme  manière  sur  les  deux  corps  placés  dans  les  pla- 
teaux. Cette  propriété  de  la  balance  est  précieuse  pour  les  opérations 
commerciales,  car  un  corps  pèse  partout  le  même  poids. 

En  graduant  dans  chaque  localité  les  instruments  à ressorts  en  pre- 
nant le  poids  du  centimètre  cube  d’eau  distillée  pour  gramme,  comme 
la  balance,  ils  Indiqueraient  tous  le  môme  poids  pour  un  môme  corps. 

l.'lft.  Application  des  formules  du  mouvement  uniformément  carié 
à la  pesanteur  (1310  et  1311).  Le  poids  d’un  corps  étant,  dans  les  limites 
de  nos  observations,  une  force  à très-peu  près  constante  qui  agit  d’une 
manière  permanente  sur  le  corps  (1917),  il  en  résulte  que  ce  corps 
n’étant  soumis  qu’à  l’action  do  la  pesanteur,  il  doit  se  mouvoir  dans  le 
vide  avec  une  mouvement  uniformément  accéléré  (1322).  C’est  en  effet 
ce  que  vérifie  l’expérience , qui  a de  plus  fait  voir  que  l’accélération 
tic  vitesse.;  (1309),  qu’on  a l’habitude  de  représenter  par  g lorsqu’il 
s’agit  de  la  pesanteur,  était,  par  seconde,  à l’Observatoire  de  Paris, 
égale  à D^OSS.  Dans  la  pratique,  ou  fait  souvent  g — 9“,81. 

Lorsque  le  corps  se  meut  dans  l’air,  il  éprouve,  pour  déplacer  ce  gaz, 
une  résistance  qui  diminue  son  mouvement.  Mais  lorsque  la  vitesse  du 
corps  n’est  pas  considérable  et  que  sa  section  est  faible  par  rapport  à 
son  poids , on  peut  supposer,  dans  les  cas  ordinaires  do  la  chute  des 
corps , qu’il  so  meut,  sans  erreur  sensible,  dans  l’air  comme  dans  le 
vide. 

Les  formules  du  mouvemont  uniformément  varié  sont,  pour  le  cas  de 
la  pesanteur  : 

1"  <7  = ^ œ 9", 8088;  (1309) 

2°  v — ± Vo  ± gt  ; (1310) 

3*  E = ± E„  ± vJ  ± i gt\  (1311) 

Faisant  E.  = 0 et  r.  = 0 dans  cette  dernière  formule,  elle  devient , en 

prenant  seulement  le  signe  4 , 

E = g 9l',  <«) 

ou  en  remplaçant  g par  sa  valeur  en  fonction  de  », 


Ce  qui  avait  déjà  été  établi  pour  un  mouvement  uniformément  accé- 
léré quelconque  (1“  1311). 
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Pour  t = 1",  la  formule  (a)  donne 

E=  1^  = 4", 9044. 

Ce  qui  fait  voir  que  l’espace  parcoum  pendant  la  première  seconde  du 
mouvement,  sous  l' action  de  la  pesanteur,  est  4", 9044 , moitié  de  la 
vitesse  acquise  après  ce  temps  (1*  1311). 

1519.  Application  de  ces  formules  à la  chutedes  corps  : 

La  vitesse  initiale  v.  étant  nulle,  c'est-à-dire  le  corps  partant  du 
repos,  et  t = 5"  étant  la  durée  de  la  descente,  la  vitesse  acquise  après 
ce  temps  est  (2%  1318) 


v — gt  = 9,8088  X 5 = 49”, 044.  (a) 


Pour  savoir  quelle  doit  être  la  durée  de  la  chute  pour  que  le  mobile 
acquière  uue  vitesse  déterminée  v = 49“, 044,  on  remarque  que  la 
formule  (a)  donne 


. _ r _ 49,044  _ 
g ~ 9 8088  ~ ® ‘ 


(<0 


Supposant  E.  = 0,  h étant  l'espace  parcouru,  c’est-à-dire  la  hauteur 
de  laquelle  le  corps  est  tombé  après  un  temps  t — 5",  on  a (3°,  1318) 


h = i gt'  = i X 9,8088  X 5!  = 122",61. 


(« 


Pour  avoir  le  temps  que  mettra  un  corps  pour  tomber  d’une  hauteur 
h = 122", 61,  de  la  formule  [b)  on  tire 


,4  /2 h _ « /2  x 122,61 
V 9 ~ V 9,8088 


= 6". 


«O 


Quant  à la  vitesse  qu’acquiert  un  corps  en  tombant  d’une  hauteur 
donnée  122”, 61,  on  remplace  dans  la  formule  (a)  t par  sa  valeur  [b'),  ce 
qui  donne 


v~gyJ~ v 2ÿA = y2  x 9,8088  x 122,01  = Û9”’0W-  (c> 

Pour  avoir  la  hauteur  de  laquelle  doit  tomber  un  corps  pour  acquérir 
une  vitesse  donnée  v = 49", 044  par  seconde,  de  la  formule  (c)  on  tire 


A 


»*  _ 49,044* 
2y  - 2 x 9,8088 


122”, 61. 


(O 


Ces  formules,  qui  sont  d’un  usage  continuel  en  mécanique,  donnent  : 
(a)  la  vitesse  en  fonction  du  temps  ; (a1)  le  temps  en  fonction  de  la 
vitesse  ; (6)  la  hauteur  de  chute  en  fonction  du  temps  ; (b')  le  temps  en 
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fonction  de  la  hauteur  de  chute;  (c)  la  vitesse  en  fonction  de  la  hauteur 
de  chute  ; (c')  la  hauteur  de  chute  en  fonction  de  vitesse. 

Ces  formules  sont  données  pour  le  cas  de  la  pesanteur  ; mais  de  celles 
du  n"  1318  on  peut  en  tirer  de  tout  à fait  analogues  pour  un  mouvement 
uniformément  varié  quelconque  en  remplaçant  simplement  g par  j. 
Nous  avons  préféré,  sans  double  emploi , donner  celles  dues  à la  pesan- 
teur, qui  sont  d’un  usage  plus  fréquent  dans  la  pratique. 

1320.  Détermination  expérimentale  des  lois  du  mouvement  unifor- 
mément varié.  En  observant  le  mouvement  d’un  corps  tombant  libre- 
ment sous  l’action  de  la  pesanteur,  on  remarque  qu’entre  l’espace  par- 
couru, la  vitesse  et  le  temps,  il  existe  les  relations  du  n”  1318  ; ce  qui 
prouve  que  le  mouvement  est  uniformément  varié,  et  que,  par  consé- 
quent, l’action  continue  d’une  force  constante  sur  un  corps  libre  pro- 
duit ce  mouvement  (1322). 

A cause  de  la  rapidité  du  mouvement  d’un  corps  qui  tombe  librement, 
on  conçoit  que  ces  observations  ne  peuvent  fournir  que  des  résultats 
plus  ou  moins  approchés  de  la  vérité.  A l’aide  de  la  machine  d’Atwood, 
on  est  parvenu  à rendre  le  mouvement  aussi  lent  qu’on  le  désire  (1325), 
sans  qu’il  cesse  d'être  produit  par  l’action  continue  d’une  force  con- 
stante sur  un  corps  que  l’on  peut  considérer  comme  tout  à fait  libre; 
alors  les  résultats  ont  été  observés  en  toute  rigueur,  et  ils  ont  vérifié 
les  lois  posées  aux  n“  1310  et  1311  pour  le  mouvement  uniformément 
accéléré. 

Quant  à la  valeur  de  g (1318),  qui  ne  peut  être  fournie  par  la  ma- 
chine d’Atwood,  on  l’a  déterminée  très-simplement  et  avec  la  plus 
grande  rigueur  à l’aide  du  pendule  (Voir  pendule  simple). 

Dans  ces  derniers  temps,  M.  Morin  a imaginé  un  appareil  atteignant 
le  même  but  que  la  machine  d’Atwood. 

RELATIONS  ENTRE  LES  FORCES,  LES  VITESSES  ET  LES  MASSES 
DES  MOBILES  SOLLICITÉS. 

1321.  Nous  allons  supposer  que  la  force  agit  de  la  même  manière  sur 
toutes  les  molécules  du  corps , comme  si  toute  la  matière  qui  compose 
le  corps  était  concentrée  au  point  d’application  de  la  force.  Cette  con- 
centration idéale  de  la  matière  constitue  ce  que  l’on  appelle  un  point 
matériel. 

1322.  L’action  continue  d'une  force  constante  sur  un  corps  produit 
un  motwement  uniformément  accéléré.  C’est  ce  qui  résulte  du  n°  1320, 
et  ce  que  l’on  peut  établir  d’une  manière  générale  comme  il  suit  : que 
le  corps  parte  du  repos,  ou  qu'il  possède  déjà  une  vitesse  v.  au  com- 
mencement du  temps  t,  la  force  F sollicitant  le  mobile  pendant  le  pre- 
mier instant  dt , elle  produit  une  accélération  de  vitesse  dv  (1306),  de 
sorte  qu’après  le  temps  dt,  la  vitesse  est  ( v . + du).  Si  la  force  cessait  son 
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action , le  mobile  se  mouvrait  avec  la  vitesse  constante  (r„  + Je);  mais 
comme  elle  agit  pendant  le  deuxième  instant  dt  comme  pendant  le 
premier,  elle  augmente  la  vitesse  de  la  môme  quantité  dv,  de  sorte 
qu’après  le  temps  2 dt  la  vitesse  est  r„  + 2dr.  Do  môme,  après  les 
temps  'idt,  hdf,....,  t,  la  vitesse  est 

r„  + 8 dv,  v.  + àdv,....,  e„  + dv X — = v.+jt.  (1309) 

Ce  qui  fait  bien  voir  que  le  mouvement  est  uniformément  accéléré. 
Il  serait  uniformément  retardé,  si,  à chaque  instant,  dv,  au  lieu  de 
s’ajouter  à s'en  retranchait,  c’est-à-dire  si  la  force  agissait  en  sens 
contraire  de  la  vitesse  r„. 

1525.  Ainsi , lorsqu'un  corps  possède  un  mouvement  uniforme,  c'est 
qu'il  n'est  sollicité  par  aucune  force,  ou  que  les  forces  qui  le  sollicitent 
se  feraient  statiquement  équilibre  si  te  corps  était  en  repos  (1295). 
Dans  ces  conditions  d’équilibre  en  mouvement,  on  dit  quo  le  corps  est 
en  équilibre  dynamique  ; la  force  qui  a imprimé  le  mouvementau  corps 
a cessé  d’agir  ou  a été  détruite  par  une  autre  force. 

1524.  D'après  ce  qui  a été  dit  aux  n”'  1320  et  1322,  on  peut  poser, 
comme  principe  expérimental,  qu'une  force  produit  le  même  effet  sur 
un  corps  possédant  déjà  une  vitesse  initiale  île  même  direction  que  la 
force,  que  si  le  corps  partait  du  repos.  Les  effets  de  la  force  et  de  la 
vitesse  initiale  coexistent  sans  se  modifier;  ils  ne  font  que  s’ajouter  ou 
se  retrancher  selon  que  la  force  et  la  vitesso  initiale  ont  même  sens  ou 
un  sens  contraire. 

1323.  On  admet  généralement  comme  axiome  qu'un  nombre,  quel- 
conque de  forces  de  même  direction  et  de  même  sens  appliquées  à un 
même  point  s'ajoutent.  C’est  en  effet  ce  que  l’on  vérifie  au  moyen  des 
balances , des  dynamomètres,  et  mieux  encore  à l’aide  de  la  machine 
d’Atwood,  avec  laquelle,  variant  successivement  les  poids  se  faisant 
équilibre  et  le  poids  moteur,  mais  de  manière  que  la  somme  des  trois 
poids  soit  toujours  la  môme,  on  voit  que.  suivant  que  le  poids  moteur  est 
double,  triple,  quadruple....,  l’accélération  de  vitesse  est  double,  triple, 
quadrupla... 

Si,  par  exemple,  dans  une  première  expérience,  los  deux  corps  se 
faisant  équilibre  pèsent  chacun  220  grammes  et  que  le  poids  additionnel 
soit  de  10  grammes,  ce  qui  fait  un  poids  total  de  U 50  grammes,  et  que 
dans  une  deuxième  expérience  le  poids  moteur  soit  de  20  grammes , 

tandis  que  les  corps  en  équilibre  pèsent  chacun  — — 215  grammes, 

l’accélération  ou  la  vitesse  acquise  après  une  seconde  sera  dans  la 
deuxième  expérience  double  de  ce  qu’elle  a ôté  dans  la  première. 

Si  le  poids  moteur  devenait  30  grammes,  et  que  le  poids  total  fût 
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toujours  450  grammes,  ce  qui  correspond  à /l-5-°— — ? =210  grammes 

pour  chacun  des  poids  en  équilibre,  l’accélération  serait  triple  de  la 
valeur  de  la  première  expérience. 

Ces  expériences  confirment  bien  que  plusieurs  forces  de  même  sens 
appliquées  en  un  même  point  peuvent  être  remplacées  par  une  force 
unique  égale  à leur  somme,  et  qui  est  par  conséquent  leur  résul- 
tante (1293). 

132(1.  On  dit  que  deux forces  sont  égales  lorsqu'elles  sont  capables 
de  communiquer  la  même  accélération  de  vitesse  à un  même  point  ma- 
tériel (1321). 

1327.  Deux  forces  quelconques  F et  f sont  entre  elles  comme  les 
accélérations  de  vitesse  J et  j qu'elles  communiquent  à un  même  point 
matériel. 

1“  D’abord,  cette  proportionnalité  existe  quand  J —j,  puisqu’alors 
F =/. 

2“  Supposant  que  J = /ÿ,  n étant  un  nombre  entier,  chacune  des  n 
accélérations.;  qui  composent  J pouvant  être  supposée  produite  par  une 
force /,  d’après  ce  qui  a été  établi  au  n°  1325,  leur  ensemble  J le  sera 
par  la  force  nf  ; d’où  F = nf,  et  par  suite 


F J 

f~J 


Cette  proportion  subsisterait  évidemment  encore  si  l'on  avait/=nF. 

3°  Si  J et  j sont  dans  un  rapport  quelconque , mais  eommensu- 
rable(206),  si,  parexemple,  une  troisième  accélération  ;’  est  contenue  n 
fois  dans  J et  n'  fois  dans  j,  n et  n'  étant  des  nombres  entiers,  appelant 
f la  force  capable  de  communiquer  au  mobile  l’accélération  j\  on  a 
d’après  le  2” 


F _ J 


Multipliant  ces  proportions  terme  à terme,  on  a encore 


F _ J 

/ 1 


4“  Enfin,  si  lés  accélérations  J et.;  sont  incommensurables  entre 
elles  cette  proportion  subsiste  encore. 

D’abord  il  est  évident  que  selon  que  l’on  voudra  communiquer  à un 
môme  mobile  une  accélération  plus  ou  moins  grande , la  force  devra 
être  plus  ou  moins  grande. 

Cela  établi,  divisant  l’accélération,;  en  un  nombre  entier  n de  par- 
ties égales,  la  n*  partie  de  j sera  contenue  un  nombre  entier  n fois 
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j J . 

dans  J,  plus  un  reste  moindre  que  et  le  rapport  sera  compris  entre 
les  deux  rapports 

n'x-  (n'+l)x- 

71  11 

: et  : . 


Le  rapport  y est  aussi  compris  entre  ces  deux  rapports;  par  consé- 


quent on  a 


ou 


„ . n'x  - 

FJ  n 

/ J J 


(n'  + l)X  ^ 


F J 1 

/ J » 


- étant  une  quantité  aussi  petite  qu’on  le  désire,  puisque  n est  un 

nombre  arbitraire  et  par  conséquent  aussi  grand  que  l’on  veut , on  a 
donc  bien  encore 

F _ J 

f~T 

1328.  Si  les  mobiles  sont  partis  du  repos,  les  vitesses  qu’ils  ont 
acquises  après  le  môme  temps  t sont  V = Jt  et  c=jt  ; d’où  l’on  conclut 


v _ J 
v~  j’ 

et  par  suite  (1327) 

F _ V ■ 

f~v 

Ainsi,  quand  les  mobiles  partent  du  rej>os,  les  forces  sont  entre  elles 
comme  les  vitesses  qu'ils  possèdent  après  le  même  temps. 

1329.  Dans  cette  môme  hypothèse , les  espaces  parcourus  étant  pro- 
portionnels aux  vitesses  acquises  (1°,  1311),  les  forces  sont  donc  encore 
entre  elles  comme  ces  espaces.  Du  reste,  les  espaces  parcourus  après 
le  môme  temps  t étant 

E=ij/«  et  «=|; t', 

on  a 

E J 

e ~ j' 

et  par  suite  (1327) 

F _ E 

f~e 
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1330.  Deux  forces  quelconques  étant  entre  elles  comme  les  accélé- 
rations qu’elles  communiquent  à un  même  point  matériel,  l’une/ des 
forces  étant  le  poids  P du  mobile,  ou  a (1318) 


(a) 


1"  problème.  Quelle  est  l’accélération  J communiquée  à un  mobile 
du  poids  P — 25k  par  une  force  F=  iok? 

La  proportion  précédente  donne 


F 10 

1=9  p = 9,8088  X — = 3‘, 9235. 

Ayant  l’accélération , la  vitesse  acquise  après  un  temps  t — 8",  par 
exemple,  est  (1310) 

» = J t = 3,9235  x8  = 31”, 388. 

2'  problème.  Quelle  force  F faut-il  appliquer  à un  mobile  du  poids  de 
25k  pour  lui  communiquer  une  vitesse  de  31”, 388  après  8"? 

On  a d’abord  J = - 3-9235  ; 

t O 


puis  la  proportion  (a)  donne 


f=Px  J=55xggj=10>. 


1331.  P et  P'  étant  les  poids  d’un  même  mobile  en  deux  lieux  diffé- 
rents de  la  surface  du  globe,  où  les  accélérations  dues  à la  pesanteur 
sont  respectivement  g et  g'  (1313, 1317),  on  a (1327) 


Ainsi  les  poids  d'un  même  corps  en  différents  lieux  du  globe  sont 
entre  eux  comme  les  accélérations  dues  à la  pesanteur  en  ces  mêmes 
lieux. 

De  la  proportion  précédente  on  conclut 

P _ P' 

9 ~ 9" 

Ce  qui  montre  que  le  quotient  du  poids  d'un  corps  en  un  lieu  quel- 
conqxie  du  globe  par  Vaccêlèration  due  à la  pesanteur  en  ce  lieu  est 
constant. 

1332.  Ce  quotient  constant  est  ce  qu’on  nomme  en  mécanique  la 
masse  du  mobile.  Cette  quantité  qui  est  d’une  espèce  particulière,  puls- 
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qu'elle  n'est  autre  chose  qu'un  quotient,  peut  être  soumise  au  calcul 
commo  toutes  autres  quantités,  Eu  la  désignant  par  M , on  a 

M=£,  d’où  Pr=M</  et  9=n- 
g ' ' M 

Ces  formules  font  voir  : 

1"  Que  la  masse  d'un  corps  est  égale  au  quotient  de  son  poids  divisé 
par  l'accélération  g due  à la  pesanteur. 


Pour  P=l,  on  a 


M = I = -dsss  =»•"»• 


Ainsi  la  masse  d’un  corps  du  poids  de  t kilog.  est  égale  à 0,102. 

2°  Que  le  poids  d'un  corps  est  égal  à sa  masse  multipliée  ]>ar  l'accé- 
lération g due  à la  pesanteur. 


Pour  M = l,  on  a 


P =5  — 0,8088, 


Ce  qui  montre  que  le  poids  d’un  corps  ayant  l'unité  pour  masse 
est  9k,8ü88. 

3“  Que  V accélération  g duc  à la  pesanteur  est  égale  au  poids  du 
corps  divisé  par  sa  masse, 

1353.  Dans  un  même  lieu,  et  en  général  partout  où  la  valeur  de  g 
est  la  même,  une  autre  masse  donne  encore  tn  = et  on  eu  conclut 

M _ P 

m ~ p‘ 

Ce  qui  fait  voir  que  dans  ce  cas  les  masses  sont  entre  elles  comme 
les  poids. 

1554.  Remplaçant  dans  La  formule  (a)  du  n“  1330  le  poids  P par  sa 
valeur  M g,  on  en  conclut 

F = MJ,  (a) 

Ce  qui  montre  qu 'une  force  F se  mesure  par  le  produit  de  la  masse  M 
du  mobile  par  l’accélération  J que  celle  force  est  capable  de  commu- 
niquer au  mobile  dans  l’unité  de  tcm2is. 

De  la  formule  (a)  on  conclut 

F F 

M=  J Ct  J=M’ 

Résultats  faciles  à énoncer  verbalement,  et  qui  généralisent  ceux  du 
u”  1332, 

1555.  Pour  une  autre  force  /,  on  aurait  également 

/=  «tf. 
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Divisant  membre  à membre  l’équation  précédente  (a)  par  cette  der- 
nière, on  a 


F MJ 

/“«/ 


W 


Ce  qui  montre  que  deux  forces  quelconques  F et  f sont  entre  elles 
comme  les  produits  des  masses  M et  ra  par  les  accélérations  J et  j. 

Lorsque  J =j,  la  proportion  précédente  devient 


F __  M 
ni 


W 


Ainsi  lorsque  les  forces  communiquent  la  meme  accélération  de 
vitesse  aux  mobiles , elles  sont  entre  elles  comme  les  masses. 

Quand  M tss  m,  on  a 


Ce  qui  avait  déjà  été  établi  au  n“  1827. 

Dans  le  cas  ou  les  deux  forces  sont  égales,  de  la  proportion  (b)  on 
conclut  : 


Ce  qui  montre  que  les  accélérations  sont  en  raison  inverse  des 

masses. 

153(5.  Quand  les  mobiles  partent  du  repos,  les  vitesses  acquises 
après  le  môme  temps  étant  proportionnelles  aux  accélérations  (1328) , 
remplaçant  le  rapport  des  accélérations  par  celui  des  vitesses  dans  les 
proportions  (b),  (b"),  ( b '"),  elles  deviennent  respectivement  : 

F MV  F V m _ V 

/ — rnv’  f ~ v ’ M v v 


Itésultats  qui  s’énoncent  comme  ceux  du  n"  précédent , en  remplaçant 
les  accélérations  par  les  vitesses. 

Cette  dernière  proportion  et  celle  {b'")  montrent  que,  selon  que  ln 
masse  du  mobile  est  plus  grande,  la  vitesse  que  lui  communique  une 
môme  force  constante  dans  un  temps  donné  est  plus  petite  ; ce  qui  fait 
voir  que  la  signification  du  mot  masse  en  mécanique  est  la  même  que 
celle  qu’on  lui  attribue  dans  le  langage  vulgaire;  on  dit  en  effet  que  la 
masse  d’un  corps  est  plus  ou  moins  grande,  que  ce  corps  est  plus  ou 
moins  massif,  selon  que  pour  le  soulever  ou  le  faire  mouvoir  on  est 
obligé  de  produire  un  effort  plus  ou  moins  grand;  mais  ce  qu’il  y avait 
de  vague  dans  cette  définition  a disparu,  et  la  masse  est  une  quantité 
qui  peut  être  soumise  au  calcul,  c’est-à-dire  évaluée  en  nombre  (1332). 

1557.  Dans  un  môme  lieu  du  globe  ou  dans  tous  les  lieux  où  la  va- 
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leur  de  g est  la  même , les  poids  étant  proportionnels  aux  masses  (1333), 
on  peut  remplacer  le  rapport  des  masses  par  celui  des  poids  dans  les 
proportions  (b),  (b')  et  (b")  du  n"  1335,  qui  deviennent  respectivement 

F PJ  F P p _ J 

/ ~ PJ'  f~v'  P ~f 

Résultats  qui  s’énoncent  comme  ceux  du  n’  1335  en  remplaçant  les 
masses  par  les  poids. 

1538.  La  valeur  de  g ne  variant  pas  sensiblement  d’un  lieu  à un 
autre,  il  en  résulte  qu'en  général  les  formules  précédentes  peuvent  être 
appliquées  sans  tenir  compte  de  cette  variation  (1331). 

IMPULSION  d’une  FORCE.  QUANTITÉ  DE  MOUVEMENT. 

1339.  L'impulsion  d’une  force  est  le  produit  de  son  intensité  par  la 
durée  de  son  action.  Ainsi  une  force  de  12‘  agissant  sur  un  mobile  pen- 
dant 8",  produit  une  impulsion  représentée  par  12  x 8 = 96. 

1340.  Le  produit  mv  de  la  masse  m d’un  mobile  par  la  vitesse  c qu’il 
possède  prend  le  nom  de  quantité  de  mouvement.  Le  poids  d’un  corps 

étant  50‘,  d’où  il  résulte  que  sa  masse  est(1332)  ^ xP=0,102x50=5,10, 

et  la  vitesse  qu’il  possède  étant  de  30* , sa  quantité  de  mouvement  est 
représentée  par 

mv  =e  5,10  x 30  = 153. 

1341.  Égalité  entre  f impulsion  dune  force  et  la  quantité  de  mou- 
vement du  point  matériel  sollicité  (1321).  Lorsque  le  mouvement  est 
uniformément  accéléré,  on  a (1310),  en  remarquant  que  l'accélération 

/=!•( 133Û), 

v = v‘+7ê  t ; 
m 

d’où  l’on  tire 

Ft  = mv  — mv..  (a) 

F t est  l’impulsion  ; elle  a le  signe  de  F. 

mv.  et  mv  sont  respectivement  les  quantités  de  mouvement  que  pos- 
sède le  mobile  au  commencement  et  à la  fin  du  temps;  elles  prennent 
les  signes  de  tf  et  de  r. 

La  formule  («)  fait  voir  que  l'impulsion  est  toujours  égale  à la  diffé- 
rence des  quantités  de  mouvement,  et  qu'elle  a le  même  signe  que  cette 
différence.  Ce  que  l’on  peut  énoncer  en  disant  que  l'impulsion  est  tou- 
jours égale  au  gain  ou  à la  perte  de  quantité  de  mouvement. 

Considérant  toujours  la  vitesse  initiale  r„  comme  positive,  il  y aura 
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gain  lorsque  la  force  F sera  positive,  c’est-à-dire  lorsqu’elle  agira  dans 
le  sens  de  »-,  et  perte  lorsqu’elle  sera  négative. 

Si  la  force  F,  au  lieu  de  restor  constante , prenait  successivement  les 
valeurs  F,  pendant  le  premier  instant  9, , F,  pendant  l’instant  sui- 
vant 9, F„  pendant  l’instant  9„  ; pour  les  instants  successifs  on 

aurait 

F, j,  — me,  — tou.  , 

F,0,  = mv,  — mu, , 


• F,9„  = mv  — mv , 

et  pour  le  temps  total,  on  aurait,  en  ajoutant  membre  à membre 
toutes  ces  égalités  et  en  supprimant  les  quantités  qui  se  détruisent , 

F,0,  + F,9,  + + FA  = mv  — mv.,  (b) 

formule  analogue  à celle  (a). 

Lorsque  ».  = 0 , c’est-à-dire  quand  le  corps  part  du  repos , les  for- 
mules (a)  et  (6)  deviennent 

Ff  = mv  et  F,0,  + F,0,  FA= 

Ce  qui  fait  voir  encore  plus  simplement  que  P impulsion  d'une  force  est 
égale  à la  quantité  de  mouvement  que.  cette  force  communique,  au  mo- 
bile qu'elle  sollicite  pendant  la  durée  île  son  impulsion. 

Trois  quelconques  des  quatre  quantités  F,  t,  m,  v étant  connues, 
l’équation  Fl  = mv  donne  la  quatrième. 

1"  exemple.  Trouver  la  force  F capable  de  réduire  au  repos  en  5"  un 
mobile  tout  à fait  libre,  dont  le  poids  est  50k  et  la  vitesse  15“  par  se- 
conde. 

Substituant  ces  nombres  dans  la  formule,  elle  devient 

N 

F x 5=  0,102 x 50  x 15 , d’où  F --  0,102  x 5°  — — 15*. 30. 

O 


2*  exemple  Trouver  le  temps  que  mettra  une  force  de  15k,30  pour 
réduire  au  repos  un  mobile  du  poids  de  50‘  anijné  dune  vitesse  de  15“ 
par  seconde. 

Ces  nombres , substitués  dans  la  formule , donnent 


15,30  x / = 0,102  x 50  x 15,  d’où 


0,102  x 50  x 15 
Ï5ÿM 
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1542.  Le  travail  produit  par  une  force  consta7ite  en  grandeur  et  eu 
direction  se  représente  par  le  produit  de  f intensité  de  la  force  multi- 
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plice  par  la  projection,  sur  la  direction  de  la  force , de  l espace  parcouru 
par  le  point  d'application. 

1 Quand  la  projection  de  I espace  parcouru  est  dirigée  dans  le  sens 
de  la  force,  à partir  du  point  d'application , elle  a le  même  signe  que  la 
force , et  le  travail  est  positif,  c’est-à-dire  moteur. 

2 Si  la  projection  de  1 espace  parcouru  est  nulle,  ce  qui  a lieu  quand 
le  point  extrême  de  l’espace  parcouru  se  projette  au  point  de  départ,  le 
travail  est  nul. 


3"  Lorsque  la  projection  de  l’espace  parcouru  n’est  pas  dirigée  dans  le 
même  sens  que  la  force , elle  n’a  pas  le  même  signe  que  cette  force  , et 
le  travail  est  négatif,  c’est-à-dire  résistant. 

io4.>.  La  force  restant,  constante  en  grandeur  et  en  direction , l'es- 
pace parcouru  peut  dre  droit,  polygonal  ou  courbe. 

1“  La  droite  MM'  étant  l’espace  parcouru  et  MF 
représentant  la  force  en  intensité  et  en  direction , 
menant  M'N  perpendiculaire  à MF,  MN  est  la  pro- 
jection de  l'espace  parcouru  sur  MF,  et  le  travail  V 
produit  est 

T=  MF  x MN. 


Kig.  329. 


S 


MV 


i i 


a étant  l’angle  MM  F formé  par  l’espace  parcouru  avec  la  direction  de 
la  force,  on  a 


MN  = MM’  cos  a. 


(980) 


Désignant  alors  par  F l’Intensité  de  la  force  et  parE  l’espace  parcouru, 
il  vient 

T=FxE  cos  cl.  (a) 

Quand  « est  aigu,  cosu  est  positif  (968)  et  le  travail  est  moteur 
(1%  13à2). 

si  2=0,  c’est-à-dire  si  l’espace  est  parcouru  dans  la  direction  et  le 
sens  de  la  force,  on  a cos*  = 1,  et 

V=  F x E. 


Ainsi , dans  ce  cas , le  travail  est  moteur  et  égal  au  produit  de  ta 
force  par  l'espace  parcouru. 

Quand  a est  droit,  on  a cos  a = o,  MN  ±=  Eccwa  = 0 et 

5T=FxEcosa  = 0. 

Ce  qui  coufirme  le  2”  du  n°  13/12. 
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Fie.  330. 


V# 

S 


Lorsque  * est  obtus , a>#«  est  négatif  et  le  tra- 
vail est  résistant  (3°,  13/t‘i)  ; on  a encore 

T=F  xEcosz  (6) 

Pour  a = 180",  l’espace  est  parcouru  daus  la 
direction  de  la  force,  mais  en  sens  contraire;  on 
a cos  » = — 1,  et 


T=  — F X E, 


c’est-à-dire  que  le  travail  est  résistant  et  égal  au  produit  de  la  force 
par  T espace  parcouru. 

Pour  des  angles  compris  entre  180“  et  270%  cosx  est  négatif  et  le 
travail  est  résistant,  pour  a = 270%  cos  x = 0 , et  le  travail  est  nul; 
enfin , pour  des  angles  compris  entre  270“  et  360°,  cosx  est  positif  et  le 
travail  est  moteur. 

Intervertissant  l’ordre  des  facteurs  dans  la  formule  (a)  ou  (b),  on  a 
T=Ex  F coj a. 

Ce  qui  montre  que  le  travail  est  aussi  représenté  par  le  produit  de 
l'espace  parcouru  E par  la  projection  F cosa  de  la  force  sur  la  direction 
de  E. 

Cela  peut  encore  se  démontrer  géométriquement  à l’aide  des»  329 
et  330,  dans  lesquelles,  menant  FS  perpendiculaire  à MM',  MS  est  la 
projection  de  la  force  sur  la  direction  de  i espace  pai  couru  , et  les  deux 
triangles  rectangles  semblables  MFSet  MM 'N  douneul  la  proportion 

MF  _ MS 
MM'  ~ MN  S 


d’où  l’on  conclut  bien 

VIF  X MN  = MM'  X MS. 


Fig.  331. 


1"  application.  Un  corps  dont  le  poids  P=26l 
descend  verticalement  d’une  hauteur  h= 2", 501  ; 
quel  est  le  travail  produit  par  la  force  P 7 L’es- 
pace h étant  parcouru  dans  la  direction  et  le  sens 
de  la  force  P,  le  travail  est  moteur  et  représenté 
par 

P x h = 25  x 2‘",501  = 62*”, 525. 


2e  application.  Si  le  corps,  au  lieu  de  suivre  la  verticale,  descen- 
dait le  long  d’un  plan  inoliné  d’une  longueur  E,  le  travail  serait 


y = p x li  = P x E cos*. 
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Pour  P = 25k,  E = 10»  et  i = 75°31',  on  a 
A = 10  X 0,2501  = 2", 501  et  T—  25  x 2,501  - 62k*,525. 


On  voit  que  le  travail  dû  à la  pesanteur  est  constant , quelle  que 
soit  l'inclinaison  du  plan , pourvu  que  la  hauteur  h du  plan  reste  la 
meme. 


2°  Le  chemin  parcouru  MABCM*  étant  une  ligne  brisée,  on  peut  ap- 


Fig.  33î. 
te 


pliquer  au  parcours  de  chaque  côté  ce 
qui  a été  dit  au  1°  : 


Espace 

parcouru. 

MA 

AJB 

BC 

CM' 


Travail. 

F X MA  cos  a = F X Ma 
F x AB  cas  a'  = F x a6 
F X BC  coj  a"  = F X 6e 
F X CM'co#  a"’  = F X — cN. 


Faisant  la  somme  de  tous  ces  travaux  partiels , on  a pour  le  travail 
total 

V—  F(Ma  + ah  + bc  — cN)=FxMN; 


produit  de  la  force  par  la  projection  de  l’espace  parcouru  sur  la  direc- 
tion de  la  force  (980). 

Dans  le  cas  où  le  point  N tomberait  à gauche  de  M , on  aurait 


T=Fx  — MN  = — F x MN. 


Ce  qui  indique  que  le  travail  serait  résistant. 

3°  Quand  la  ligne  suivie  par  le  point  d’application  est  une  courbe , en 
la  considérant  comme  composée  d’éléments  rectilignes  infiniment 
petits,  le  travail  élémentaire  produit  pendant  le  parcours  de  chacun  de 
ces  éléments  est,  comme  pour  les  côtés  du  2”,  représenté  par  le  produit 
de  l’intensité  de  la  force  par  la  projection  do  l’élément  sur  la  direction 
de  la  force,  et  le  travail  total  est  égal  à la  somme  algébrique  de  tous  les 
travaux  élémentaires,  c’est-à-dire  à l’intensité  de  la  force  multipliée 
par  la  projection  du  chemin  parcouru  sur  la  direction  de  la  force  (980). 


Fig.  333. 


■ 


Application.  Un  poids  P agit  sur  une  roue  depuis 
le  point  A jusqu’au  point  inférieur  B;  quel  est  le  tra- 
vail produit? 

La  force  P restant  constante  en  intensité  et  en  di- 
rection, et  A étant  la  projection  du  chemin  parcouru 
A CB  sur  la  verticale , qui  est  la  direction  de  la  force , 
le  travail  est  P x A,  et  il  est  moteur. 

Les  applications  du  l’ et  cette  dernière  font  voir  que 
le  travail  produit  par  les  poids  ne  dépend  nulle- 


ment de  la  ligne  suivie  par  le  mobile , mais  seulement  du  chemin  par- 
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couru  suivant  la  verticale.  C’est , du  reste,  ce  qui  devait  être  d’après  la 
définition  que  nous  avons  donnée  du  travail  (1342),  et  ce  que  l’on  peut 
appliquer  à une  force  quelconque  constante  en  grandeur  et  en  direc- 
tion ; le  travail  dépend  du  chemin  parcouru  parallèlement  à la  direc- 
tion de  la  force,  c’est-à-dire  de  la  projection  du  chemin  réellement 
parcouru  , sans  nullement  dépendre  de  ce  dernier. 

1344.  Si  la  force  restait  constante  en  intensité,  niais  variait  à 
chaque  instant  de  direction,  on  obtiendrait  le  travail  produit  pendant 
chaque  élément  du  parcours  droit  ou  courbe,  en  multipliant  la  force 
par  la  projection  de  l'élément  sur  la  direction  correspondante  de  la 
force,  et  la  somme  de  tous  les  travaux  élémentaires  serait  le  travail 
total.  Le  résultat  obtenu  serait  d’autant  plus  exact  que  l’espace  total 
parcouru  aurait  été  divisé  en  parties  plus  petites. 

Si  la  force,  conservant  ou  non  la  même  direction,  changeait  de  gran- 
deur, comme  dans  le  cas  précédent , le  travail  correspondant  à un  élé- 
ment quelconque  du  parcours  serait  encore  l’intensité  de  la  force  à 
l’instant  considéré,  multipliée  par  la  projection  de  l’élément  parcouru 
sur  la  direction  de  la  force  au  même  instant,  et  le  travail  total  serait 
également  la  somme  de  tous  les  travaux  élémentaires.  On  obtiendrait 
le  résultat  avec  d’autant  plus  d’exactitude  que  l’on  aurait  divisé  le  par- 
cours en  un  plus  grand  nombre  d’éléments. 

Prenant  sur  une  droite  AB,  A a'  égal  à la  projection  du  premier  élé- 
ment parcouru  sur  la  direction  de  la  force, 
et  élevant  l’ordonnée  y „ égale  à l'intensité 
correspondante  de  la  force  ; puis  a'a"  égal 
à la  projection  du  deuxième  élément  par- 
couru sur  la  direction  de  la  force,  et  éle- 
vant l’ordonnée  y,  égale  à l’intensité  cor- 
respondante de  la  force  ; et  ainsi  de  suite, 
l’aire  du  trapèze  ha'd'D  représente  le  tra- 
vail produit  pendant  le  parcours  du  premier  élément;  celle  de  a'a"d"d', 
celui  produit  pendant  le  parcours  du  deuxième  élément,  et  ainsi  de 
suite;  de  sorte  que  l’aire  totale  de  la  courbe  représente  le  travail  pro- 
duit pendant  tout  le  parcours,  et  on  peut  le  calculer  à l'aide  des  for- 
mules des  n”’  1177  à 1179;  mais  en  se  rappelant  que  la  formule  de 
Simpson  et  celle  de  M . Poncelet  exigent  que  les  intervalles  des  ordon- 
nées soient  égaux  et  en  nombre  pair.  Si  le  tracé  de  la  courbe  n’avait 
pas  conduit  à cette  condition,  il  faudrait  diviser  AB  en  un  nombre 
pair  de  parties  égales,  puis  déterminer  les  ordonnées  correspondantes 
par  le  calcul,  si  cela  était  possible,  ou  les  prendre  sur  l’épure,  qu’il  y a 
lieu  alors  de  faire  avec  le  plus  grand  soin. 


Fig.  334. 
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1343.  La  moitié  du  produit  de  la  masse  m du  mobile  par  le 

carré  «*  de  la  vitesse  qu’il  possède  prend  le  nom  de  force  rite,  appelée 
puissance  vive  par  quelques  auteurs. 

1340.  Dans  le  mouvement  uniformément  accéléré  on  à (1310),  en 

faisant  j=~  (1334), 

et  E=E„  + t-„<  + JJ<*. 
m 2 m 


éliminons  I entre  ces  deux  équations,  ce  que  l’on  fait  facilement  en 
opérant  comme  il  suit  : 

Ou  élève  au  carré  les  deux  membres  de  la  première  équation,  ce  qui 
donne 

F F’ 

«* — ».*  + 2 — rj  + P 
m ni* 

ou 

+ (1) 

m m- 


On  multiplie  les  deux  membres  de  la  seconde  par  — après  avoir  fait 
passer  E„  dans  le  premier  membre,  ce  qui  fournit 


2F 

m 


(E-e.I-sIm+E.c. 


(2) 


Les  équations  (1)  èt  (2)  ayant  môme  second  membre,  les  premiers 
donnent 

2 --(E— E.)=»*— i'.*, 
m ' ' 


d’où  l’on  tire,  en  multipliant  les  deux  membres  par  -, 

F (E — E.)  = ^ mvy — ^ mvf.  (A) 

E— E„  étant  le  chemin  parcouru  pendant  l’action  de  la  force  F, 

F(E  — E„)  est  le  travail  produit  par  F pendant  cette  même  durée 
d'action  (1343), 

\ 

-m»,’  étant  la  force  vive  au  commencement  de  l’action  de  la  force 
F,  et  ^nr1  la  force  vive  à la  fin  de  cette  action,  les  quantités 
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| mvf  et  *mr’  étant  toujours  positives,  l'équation  (A)  fait  voir  que  la 

quantité  de  travail  produite  par  une  force  agissant  sur  un  point  maté- 
riel (1321)  est  toujours  algébriquement  égale  à la  différence  obtenue  en 
retranchant  la  force  vive  avant  l’action  de  la  force,  de  la  force  vive 
après  l’action;  ainsi,  considérant  comme  gain  de  force  vive  une  diffé- 
rence positive,  et  comme  perte  une  différence  négative,  on  peut  énon- 
cer le  principe  général  des  forces  vives  : 

te  travail  produit  par  une  force  agissant  sur  un  point  matériel  libre 
est  égal  au  gain  ou  à la  perle  de  force  vive  du  mobile  pendant  l'ac- 
tion de  la  force. 

L’expression  du  travail  en  fonction  de  la  force  vive  est  d’un  usage 
très-fréquent  en  mécanique. 

1347.  Supposons  que  la  force,  au  lieude  rester  constante,  varie  d'in- 
tervalle en  intervalle. 

Appelant  e, , et,  e„  l’espace  parcouru  pendant  que  les  valeurs 
de  la  force  sont  respectivement  F,,  F,,  F,,...  Fn,  ».  étant  la  vitesse 
Initiale,  et  v,,  v„  v,,...  v les  vitesses  après  le  parcours  des  espaces 
respectifs  e,,  et,  et,...  e»,  on  a : 

1,1. 

Pour  le  parcours  de  e,,  F,e,  = Kn*®i  —^mvo  1 

1,1. 

id.  de  e„  — jOTC,’; 

1 1 

id.  de  e, , F,e,  z=-m  — ^ me,*  : 


1 1 

id.  de  en,  F„e.  = 2 mv*  — 2 nwV,  • 

Ajoutant  membre  à membre  toutes  ces  équations,  on  a encore,  pour 
tout  le  parcours,  en  supprimant  les  quantités  qui  se  détruisent,  le  tra- 
vail total 

„ 1,1, 

T- F,e,+  F,e,+  F,es  + ...  + F.e,—  2 me*  - 2 »»-,*. 

Si  la  force,  au  lieu  de  varier  d'intervalle  en  intervalle,  variait  d une 
manière  continue,  on  pourrait  prendre  les  espaces  e,,  ce..  e„  assez  pe- 
tits pour  que  l’on  pût  supposer  la  force  constante  pendant  leur  par- 
cours, et  la  formule  précédente  serait  encore  applicable. 

1548.  Dans  le  cas  où  r„  = 0 et  E„=0,  c’est-à-dire  quand  le  corps 
part  du  repos  et  que  les  espaces  sont  comptés  à partir  du  point  de 
départ,  la  formule  (A)  (13Û6)  devient 

FE=|mr*.  (B) 
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Remplaçant  m par  - (1332),  on  a 


FE= 


Pr* 

"5 9; 


nouvelle  expression  du  travail,  dont  on  fait  usage  dans  les  appli- 
cations. 

v» 

1349.  Comme  — = h , h étant  la  hauteur  correspondant  à la  vi- 
tesse v (1319),  on  a 

FE  = PA. 


Le  travail  produit  par  une  force  quelconque  est  donc  égal  au  produit 
du  poids  du  point  matériel  sollicité  (1321)  par  la  hauteur  correspondant 
à la  vitesse  du  mobile,  c’est-à-dire  qu’il  est  égal  à celui  produit  par  le 
poids  P tombant  de  la  hauteur  h,  ou  qu’il  faudrait  produire  pour  éle- 
ver le  poids  P à la  hauteur  h. 

1330.  Ainsi  le  travail  produit  par  une  force  quelconque  peut  toujours 
être  ramené  à un  poids  élevé  à une  certaine  hauteur. 

Aussi  a-t-on  adopté  pour  unité  de  travail , le  travail  dû  au  poids  de 
un  kilogramme  élevé  à un  mètre  de  hauteur,  et  on  l’a  appelé  hilogram- 
m'etre,  que  l'on  représente  par  l1110*  "1 , oulk ■“•,  ou  plus  simplement  lk“. 

1331.  Si  le  travail  nécessaire  pour  élever  un  kilogramme  à la  hau- 
teur de  1“  est  1‘",  pour  élever  un  poids  quelconque  P à la  hauteur  de 
un  mètre,  le  travail  nécessaire  sera  P4";  puisque  pour  élever  P1  à un 
mètre  de  hauteur  il  faut  P1"*,  pour  l’élever  à la  hauteur  h il  faudra  P/i‘“. 

D’où  il  résulte  (1348)  que  la  force  F étant  exprimée  en  kilogrammes 
et  l’espace  parcouru  E en  mètres,  le  travail  est 

T = FEk“. 

Dans  le  cas  où  la  force  F serait  représentée  en  unités  de  1000  kilo- 
grammes, le  produit  FE  représenterait  le  travail  en  unités  de  1OO0‘“, 
que  l’on  appelle  grandes  unités  dynamiques. 

1332.  Le  produit  FE‘“  représente  un  travail  indépendant  du  temps 
pendant  lequel  il  a été  produit;  mais  l’on  conçoit  que  pour  comparer 
les  puissances  dynamiques  des  forces  ou  des  moteurs  quelconques,  il 
faut  comparer  les  travaux  produits  dans  un  temps  donné;  ainsi  les 
forces  F et  F'  produisant  respectivement  FEl“  et  F'£'l“  en  une  seconde, 
il  en  résulte  que  les  puissances  dynamiques  des  deux  forces  sont  entre 
elles  dans  le  rapport  de  FE  à F'E'. 

1333.  Afin  de  pouvoir  énoncer  la  puissance  dynamique  d’une  force , 
ou  comparer  les  effets  dynamiques  des  différentes  forces , sans  avoir 
égard  au  temps,  on  a adopté  une  unité  de  travail  dépendant  du  temps. 
Cette  unité,  que  l’on  appelle  cheval-vapeur,  équivaut  à 75k“  par  seconde; 
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d'où  il  résulte  que  si , pour  une  seconde,  F'E'=  75‘-,  la  puissance  dyna- 
mique de  la  force  F'  sera  de  un  cheval-vapeur,  et , pour  le  même  temps, 
FE  FE 

le  rapport  ==;  = indiquera  la  puissance  dynamique  de  la  force  F en 
r £•  /D 

chevaux-vapeur. 

Cette  unité  est  d’un  usage  continuel  pour  évaluer  la  puissance  des 
machines.  Ainsi  quand  on  dit  qu’une  machine  est  de  la  puissance  dyna- 
mique de  10  chevaux,  par  exemple,  ou  improprement  de  la  force  de 
10  chevaux,  cela  signifie  que  le  travail  dynamique  produit  par  la  ma- 
chine en  une  seconde  équivaut  à 75  x 10  = 750  kilogramraètres. 

Le  cheval  vivant  produit  moins  de  75l“  par  seconde  ; ainsi  un  cheval 
de  force  moyenne,  attelé  à une  voiture  et  allant  au  pas,  produit  une  trac- 
tion de  70  kilogrammes  avec  une  vitesse  de  0m,90  par  seconde;  ce  qui 

63 

fait  une  puissance  dynamique  de  63k"  par  seconde  ou  ^ de  cheval- 
vapeur. 

De  plus,  comme  un  cheval  vivant  ne  peut  travailler  que  8 heures 
sur  2fi,  il  en  résulte  que  dans  un  travail  continu  un  cheval-vapeur  rem- 
place plus  de  trois  chevaux. 

MOUVEMEHT  RELATIF. 

13154.  Le  mouvement  d’un  point  considéré  par  rapport  à un  autre 
point  quelconque  de  l’espace,  en  repos  ou  en  mouvement,  est  le  mou- 
vement relatif  du  premier  par  rapport  au  second  (1288). 

On  n’a  guère  à étudier  dans  la  pratique  que  le  mouvement  d’un  point 
par  rapport  à son  point  de  départ. 

Si  le  point  de  départ  est  fixe,  le  mouvement  relatif  devient  mouve- 
ment absolu;  si  au  contraire  le  point  de  départ  est  en  mouvement,  on 
obtient  le  mouvement  relatif  tel  que  nous  allons  l’étudier. 

lô»o.  Remarque.  Comme,  en  mécanique,  il  serait  pratiquement  im- 
possible de  fixer  la  position  à laquelle  se  trouve  un  point  de  l’espace  à 
un  instant  considéré , en  ayant  égard  aux  mouvements  de  rotation  au- 
tour de  l’axe  de  terre  et  de  translation  autour  du  soleil,  on  considé- 
rera comme  étant  en  repos  tout  point  qui  ne  participe  qu’à  ces  mouve- 
ments. Du  reste , ces  mouvements  pouvant  être  considérés  comme  étant 
les  mêmes  pour  tous  les  points  que  l’on  considère  simultanément  dans 
la  pratique,  on  peut  les  négliger  dans  l’étude  qui  nous  occupe;  mais 
l’on  voit  que  ce  qui  vient  d’être  appelé  mouvement  absolu  n’est  en 
réalité  qu’un  mouvement  relatif,  de  même  que  le  repos  n’est  qu’un 
repos  relatif. 

1336.  Relations  entre  les  vitesses  relative  et  absolué  d'un  point 
mobile  et  la  vitesse  du  point  de  départ. 


Digitized  by  Google 


*S8 


SEPTIÈME  PARTIE.  — MtCAMQl'K. 


Fig.  335. 
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Ü, 

/.AT 


Soit  AM  la  courbe  que  le  point  mobile 
parcourt  dans  son  mouvement,  AE  celle 
que  suit  le  point  de  départ , AV  la  vitesse 
absolue,  A e la  vitesse  du  point  de  dé- 
part A. 

Soit  de  plus  tri  la  position  du  mobile 
après  l’instant  0,  A'  celle  du  point  A après 
le  même  temps  0,  et  par  suite  m\'  l’espace 
parcouru  sous  l’iufluence  du  mouvement  relatif  dans  le  même  temps. 

Pendant  l’instant  0,  on  peut  supposer  que  les  vitesses  sont  propor- 
tionnelles aux  espaces  parcourus  (1301)  ; donc , menant  Ve,  cette  droite 
sera  parallèle  à mA'  et  représentera  en  grandeur  la  vitesse  relative.  Elle 
la  représentera  aussi  en  direction  ; car  le  tempsO  étant  infiniment  petit, 
la  droite  A 'ni  ne  peut  faire  un  angle  sensible  avec  les  autres  positions 
qu’elle  a occupées  pondant  cet  instant  ; par  conséquent  on  peut  prendre 
cette  direction  , qui  est  parallèle  à Ve,  pour  celle  du  premier  élément 
suivant  lequel  le  mobile  et  le  point  A ont  commencé  à s’éloigner.  Ainsi 
menant  A fl  parallèle  à Ve,  et  terminant  le  parallélogramme  AeVIl, 
AU  représente  en  grandeur  et  en  direction  la  vitesse  relative,  et  l’on 
voit  que  la  vitesse  absolue  AV  est  la  diagonale  du  parallélogramme 
construit  sur  la  vitesse  du  point  A et  la  vitesse  relative. 

Prenant  Ae'  = Ae,  et  teréiiuant  le  parallélogramme  AV  fie',  on  voit  que 
la  vitesse  relative  est  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la 
diagonale  AU  du  parallélogramme  construit  sur  la  vitesse  absolue  AV 
et  la  vitesse  du  point  A prise  en  sens  contraire. 

I3i!7.  Ce  qui  vient  d'être  établi  pour  le  point  de  départ  A est  encore 
vrai  quand,  après  le  même  temps,  le  mobile  est  en  m'  et  le  point  A en  A’. 

m'V  étant  la  vitesse  absolue,  A’e  la  vitesse 
du  point  A',  et  m'm",  A'A"  les  espaces  parcou- 
rus pendant  le  même  instant  0,  menant  A'm', 
A "m"  et  cV,  comme , pendant  l’instant  0 , les 
espaces  sont  proportionnels  aux  vitesses,  ces 
droites  sont  parallèles. 

Menant  m'e'  parallèle  à AV,  on  a m'a  = A'A", 
et  am”  est  la  quantité  dont  se  sont  éloignés 
le  mobile  et  le  point  A'  dans  le  même  instant  0. 
Comme  la  vitesse  relative  est  encore  propor- 
tionnelle à l’espace  am",  il  en  résulte  bien , 
comme  dans  le  cas  précédent , que  Ve'  repré- 
sente en  grandeur  la  vitesse  relative  au  point  m.  Menant  m’H  parallèle 
à e'\,  ce  qui  revient  h prolonger  A'm',  en  achevant  le  parallélogramme 
mV'VK,  m il  représente  en  grandeur  et  en  direction  la  vitesse  relative. 
Cela  fait  voir  de  plus  que  le  mouvement  relatif  a toujours  lieu  suivant 
la  droite  qui  joint  les  positions  auxquelles  se  trouvent  à chaque  instant 


Fig.  318. 
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tes  deux  mobiles , et  que  cette  droite  représente  Pespace  parcouru  depuis 
Porigine  sous  l'influence  du  mouvement  relatif. 

Cela  établi , supposons  que  le  mobile  se  meuve  sur  la  droite  qui  le 
joint  à son  point  de  départ  avec  la  vitesse  due  au  mouvement  relatif , et 
qu’il  soit  en  outre  entraîné  par  la  droite  dans  le  mouvement  de  celle- 
ci.  L’une  des  extrémités  de  la  droite  restant  sur  la  courbe  AE , on  voit 
que  le  mobile  cheminant  sur  la  droite  restera  toujours  sur  la  courbe  AAI, 
et  qu’il  se  trouvera  soumis  à trois  mouvements  : t*  au  mouvement  re- 
latif suivant  la  droite!  2“  au  mouvement  d’entraînement  de  la  droite; 
3"  au  mouvement  absolu  , qui  est  la  conséquence  des  deux  premiers  , 
et  auxquels  il  est  lié  par  les  relations  ci-dessus. 

1338.  Application  où  on  a à déterminer  la  vitesse  relative  connais- 
sant ia  vitesse  absolue  et  la  vitesse  d’entraînement. 

Un  Jilet  d'eau  arrive  sur  une  roue  avec  une  vi- 
tesse représentée  en  grandeur  et  en  direction  par 
AV  ; le  point  A de  la  roue  a pour  vitesse  tangen- 
lielle  AE,  quelle  est  la  vitesse  relative  de  Peau  par 
rapport  au  point  A ? 

AV  étant  la  vitesse  absolue , et  AE  la  vitesse 
d’entrainement,  terminant  le  parallélogramme 
AEVR,  AR  est  la  vitesse  relative  (1356).  C'est  sui- 
vant AR  qu’il  faut  diriger  les  premiers  éléments  des  aubes  de  la  roue 
pour  éviter  autant  que  possible  le  choc  de  l’eau  contre  les  aubes  et 
obtenir  plus  d’effet  de  la  roue. 

MOUVEMENTS  SIMULTANÉS. 

1530.  Le  principe  de  l’indépendance  des  mouvements  simultanés,  qui 
est  admis  comme  un  fait  expérimental , consiste  en  ce  que  si  un  point 
matériel  est  soumis  simultanément  à l’action  de  plusieurs  forces,  ou  de 
plusieurs  vitesses,  ou  à la  fois  de  plusieurs  forces  et  vitesses , chacune 
de  ces  forces  ou  vitesses  produit  son  effet  comme  si  elle  agissait  seule. 

Ce  principe  a déjà  été  reconnu  au  n°  1325  pour  des  forces  agissant  dans 
le  même  sens  ; mais  il  est  étendu  ici  à des  forces  et  des  vitesses  de  di- 
rections quelconques. 

1er  exemple.  Si  pendant  qu’un  bateau  des- 
cend d’une  quantité  AE  le  long  d’une  ri- 
vière, un  point  parcourt  une  distance  AR  sur 
le  pont,  ce  point  participe  à la  fois  à son 
mouvement  propre  sur  le  pont  et  à celui  du 
bateau , de  sorte  qu’il  vient  au  sommet  opposé  V du  parallélogramme 
AEVR , de  manière  à parcourir  parallèlement  à AE  et  à AR  le  même 
espace  que  si  les  mouvements  avaient  lieu  successivement.  En  ayant 
égard  au  mouvement  de  rotation  de  la  terre  autour  de  son  axe , et  à 


Fig.  33S. 
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celui  de  translation  autour  du  soleil , on  volt  que  le  mobile  est  soumis 
à quatre  mouvements , et  chacun  d’eux  obtient  encore  parallèlement  à 
sa  direction  le  même  effet  que  s'il  existait  seul. 


Fig.  330. 


2*  exemple.  Un  projectile  étant  lancé  avec 
une  certaine  vitesse  initiale  r„  dans  la  direc- 
tion Ar. , comme  il  est  de  plus  soumis  à l’action 
de  la  pesanteur,  abstraction  faite  de  la  résis- 
tance de  l’air,  r„  et  le  poids  P feront  parcourir, 
parallèlement  à Ar.  et  à la  verticale,  les  mêmes 
espaces  que  si  r.  ou  P existait  seul.  Ainsi,  après 
le  temps  t,  le  projectile  aura  parcouru  parallèle- 
ment à Ar.  une  longueur  Aa'  = v.t  (n“  1301) 
et  parallèlement  à la  verticale  une  hauteur 


1 P 

Aa  = - — <*  ( n°‘  1311,  1332) , et  il  sera  venu  par  conséquent  au 

point  A',  sommet  opposé  à A dans  le  parallélogramme  AaA’a'. 

Remarque.  Les  mouvements  ne  sont  indépendants  qu’autant  que 
chacun  d’eux  est  produit  par  une  force  qui  ne  modifie  en  rien  les 
autres.  Ainsi  la  cause  qui  produit  le  mouvement  du  mobile  sur  le  pont 
d’un  bateau  ne  doit  produire  aucune  action  ou  réaction  sur  le  bateau  ; 
s’il  n’en  était  pas  ainsi,  le  mouvement  du  bateau  ne  serait  pas  le  même, 
selon  que  le  mobile  se  mouvrait  ou  serait  en  repos. 


COMPOSITION  ET  DÉCOMPOSITION  DES  FORCIS  APPLIQUÉES  A UN  MÊME  POINT 
MATÉRIEL,  DES  VITESSES  ET  DES  ACCÉLÉRATIONS  DE  VITESSE  DE  CE  POINT, 
ET  DES  ESPACES  QU’lL  PARCOURT. 


1500.  Résultante  : 1°  de  deux  forces,  2*  de  deux  vitesses,  3”  de  deux 
accélérations  de  vitesse,  U°  de  deux  espaces. 

1°  La  résultante  P.  (1293)  de  deux forces 
P et  0 appliquées  à un  même  point  maté- 
riel A (1321) , est  représentée  en  grandeur 
et  en  direction  par  la  diagonale  AR  du  pa- 
rallégramme  construit,  sur  les  droites  AP 
et  AQ,  représentant  P et  0 en  grandeur  et 
en  direction. 

Les  deux  forces  P et  0 obtenant  chacune  dans  sa  direction  le  même 
effet  que  si  l’autre  n’existait  pas  (1359),  Aa  et  A a'  étant  les  espaces  par- 
courus sous  l’influence  des  forces  P et  Q dans  le  même  temps  /,  on 
a (1329) 

Aa  P 
Aa'  ~ Q' 

Après  le  temps  t , le  mobile  se  trouve  au  sommet  A'  du  parallélo- 


Fig.  340. 
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gramme  construit  sur  Aa  et  Aa',  et  comme  les  parallélogrammes  AaA'a' 
et  APRQ  sont  semblables,  ainsi  que  leurs  moitiés,  c'est-à-dire  les  triangles 
AaA'  et  APR,  d’où  il  résulte  que  AA'  se  confond  avec  AR,  l’on  voit,  comme 
le  temps  t est  quelconque,  que  le  mobile  se  meut  sur  la  diagonaleAR. 

Les  espaces  AA'  parcourus  sur  la  diagonale  étant  proportionnels  à 
ceux  A a ou  Aa'  dus  à P ou  Q,  appelant  R ia  force  unique  qui  produi- 
rait le  mouvement  du  mobile  sur  AR,  cette  force  seradirigée  suivant  AR, 
et  on  aura  (1329) 

P _ Au 
R ~ AA” 

Comme  les  deux  triangles  semblables  AaA'  et  APR  donnent 

AP  on  P A a 
AR  _ ÂA5’ 

on  a R=  AR.  Ce  qu’il  fallait  démontrer. 

Le  parallélogramme  APRQ  est  appelé  parallélogramme  des  forces. 

2°  Les  forces  P,  0.  R (fig-  3A0  ) étant  proportionnelles  aux  vitesses 
qu’elles  communiquent  à un  môme  point  matériel  A dans  un  môme 
temps  (1328),  il  en  résulte  que  si  A a est  la  vitesse  que  la  force  P com- 
munique au  mobile  A dans  un  temps  quelconque  t , les  vitesses  dues  & 
Q et  R seront  Aa’  et  AA'  pour  le  même  temps,  et  l’on  voit  que  la  résul- 
tante de  deux  vitesses  est  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par 
la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  deux  vitesses. 

11  est  à remarquer  que  le  parallélogramme  de  deux  vitesses  est  sem- 
blable à celui  de  tout  système  de  deux  forces  constantes  qui  sont  ca- 
pables de  produire  en  grandeur  et  en  direction  les  vitesses  composantes 
dans  le  même  temps. 

3"  Les  accélérations  de  vitesse  étant  aussi  proportionnelles  aux  forces 
(1327),  on  ferait  voir  que,  comme  pour  les  vitesses  (2*),  la  résultante  de 
deux  accélérations  est  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la 
diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  deux  accélérations. 

Le  parallélogramme  de  deux  accélérations  de  vitesse  est  encore  sem- 
blable à ceux  de  tous  les  systèmes  de  deux  forces  constantes  capables 
de  produire  en  grandeur  et  en  direction  les  accélérations  composantes 
dans  le  même  temps. 

â°  Les  espaces  parcourus  après  un  même  temps  quelconque  sous  l’in- 
fluence de  vitesses  constantes  étant  proportionnels  à ces  vitesses 
(1301),  on  ferait  voir  que , comme  pour  les  vitesses  (2°) , la  résultante 
de  deux  espaces  parcourus  sous  C influence  de  vitesses  constantes  est 
représentée  en  grandeur  et.  en  direction  par  la  diagonale  du  parallélo- 
gramme construit  sur  les  deux  espaces. 

Si  les  espaces  sont  dus  à des  mouvements  uniformément  accélérés 
dans  lesquels  la  vitesse  initiale  est  nulle,  ces  espaces  sont  proportion- 


Digitized  by  Google 


462 


SEI’TIÊME  PARTIE.  — HÊCAN1QLK, 


nels  aux  forces  qui  produisent  ces  mouvements , et  il  en  résulte  que 
dans  ce  cas  encore  la  résultante  de  deux  esjKices  est  représentée  en 
grandeur  cl  en  direction  par  la  diagonale  du  parallélogramme  con- 
struit sur  les  deux  espaces. 

Que  la  vitesse  soit  constante  ou  uniformément  accélérée,  le  parallélo- 
gramme des  espaces  est  semblable  à celui  des  vitesses  ou  des  accéléra- 
tions, et  encore  à celui  de  tout  système  de  deux  forces  constantes 
capables  de  faire  parcourir  au  mobile  dans  la  même  direction  et  dans  le 
même  temps  les  espaces  donnés. 

1501.  Remarque.  Du  n°  précédent , il  résulte  que  tout  ce  qui  va 
suivre  sur  la  composition  des  forces  appliquées  à un  même  point  est 
applicable  aux  vitesses  et  aux  accélérations  de  vitesse  simultanées  d’un 
môme  point,  ainsi  qu’aux  espaces  qu’il  parcourt  simultanément  sous 
l’action  de  ces  vitesses  ou  accélérations  de  vitesse. 

1502.  La  Jig.  340  montre  que  la  résultante  AP.  des  deux  forces  P et  Q 
appliquées  au  même  point  A est  le  3'  côté  AK  d’un  triangle  APK  qui  a 
pour  1"  côté  AP,  l’une  P des  composantes,  et  pour  2*  PU,  une  droite 
égale  et  parallèle  à la  2*  composante  Q.  Ce  triangle  APU  peut  donc  s’ap- 
peler triangle  des  forces. 

1303.  Lorsque  P et  Q ont  même  direction  et  même  sens , le  triangle 
APK  devient  une  ligne  droite,  et  on  a AU  = AP  + PR.  Ce  qui  montre 
que  la  résultante  U est  égale  à la  somme  P + Q des  deux,  composantes , 
et  qu'elle  est  dirigée  dans  le  sens  de  ces  composantes. 

Quand,  au  contaire , les  forces  P et  Q de  même  direction  sont  diri- 
gées en  sens  contraires,  le  triangle  APU  se  transforme  en  une  ligne 
droite  AR  = AP  — PU.  Ce  qui  fait  voir  qu’alors  la  résultante  R est  égale 
à la  différence  P — Q des  deux  cotnposan les,  et  qu'elle  a le  signe , c'est- 
à-dire  le  sens  de  la  plus  grande  des  composantes. 

Si,  dans  ce  dernier  cas,  P = Q,  on  a U = P — 
*,|g’  M1  ’ Q = 0.  Ce  qui  montre,  ce  que  l’on  peut  du  reste 

n r considérer  comme  un  axiome  vérifié  par  l’expé- 

rience, que  deux  forces  égales , de  même  di- 
rection et  d’un  sens  contraire,  ont  une  résultante  nulle. 

1504.  Pour  retrouver  les  composantes  quand  on  a la  résultante  U , 
c’est-à-dire  pour  décomposer  une  force  R en  deux  autres  P et  Q appli- 
quées au  même  point  A,  et  dont  les  directions  AB,  AC  sont  situées  dans 
un  même  plan  avec  la  première  (Jig.  340),  on  construit  le  parallélo- 
gramme APRQ  dont  la  force  donnée  est  la  diagonale,  et  dont  les  côtés 
sont  dans  les  directions  des  composantes  ; le  côté  AP  = P,  et  AQ  = Q. 

Quand  les  composantes  ont  la  même  direction,  il  y a indétermination  ; 
car,  selon  que  les  composantes  doivent  être  dirigées  dans  le  même  sens 
ou  en  sens  contraires,  tout  système  de  deux  forces  donnant  P+Q  = Il  ou 
P — Q=lt  satisfait  à la  question,  et  on  conçoit  qu’il  y en  a une  infinité. 
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1365.  Détermination  de  la  résultante  d'un  nombre  quelconque  de 
forces  appliquées  à un  même  point  et  situées 
ou  non  dans  un  même  plan. 

On  prend  la  résultante  r des  deux  forces  quel- 
conques données  P et  Q (1360);  puis  la  résul- 
tante r'  de  r et  d’une  autre  force  S ; r'  est  la  ré- 
sultante des  trois  forces  P,  Q et  S;  on  compose 
ensuite  r'  avec  une  quatrième  force,  et  ainsi  de 
tt  suite,  jusqu’à  ce  qu’on  ait  employé  toutes  les 
forces,  et  la  dernière  résultante  obtenue  R est 
la  résultante  de  toutes  les  forces  données.  \ part 
la  clarté  du  dessin , l’ordre  d’emploi  des  diverses  forces  est  indifférent 
pour  leur  composition,  puisque  l’on  arrive  dans  tous  les  cas  à la  force 
unique  capable  de  remplacer  toutes  les  autres. 

Remarque.  La  figure  précédente  montre  que  la  résultante  d’un 
nombre  quelconque  de  forces  situées  dans  le  même  plan  est  la  droite  qui 
ferme  le  polygone  dont  le  premier  côté  est  l’une  des  forces,  et  dont  les 
autres  côtés  successifs  sont  respectivement  égaux  aux  autres  forces,  et 
parallèles  à leurs  directions.  Ainsi,  les  deux  forces  Pet  Q ont  pour  ré- 
sultante Ar  qui  ferme  le  polygone  dont  le  premier  côté  est  AP=  P,  et 
dont  le  deuxième  Pr  est  égal  et  parallèle  à Q.  Pour  les  trois  forces  P, 

Q,  S,  la  résultante  est  la  droite  Ar'  qui  ferme  le  polygone  formé  par  les  ' 
côtés  AP,  Pr,  et  rr'  égal  et  parallèle  à S.  La  résultante  AR  des  forces  P, 

O,  S,  T ferme  de  même  le  polygone  APrr'R , et  l’on  voit  que , quel  que 
soit  le  nombre  des  forces,  la  résultante  s'obtiendra  toujours  de  la  même 
manière. 

Ce  qui  vient  d'être  dit  pour  des  forces  situées  dans  un  même  pian 
s’applique  également  à des  forces  de  directions  quelconques  ; seule- 
ment alors  le  polygone  dont  les  côtés  sont  respectivement  égaux  et  pa- 
rallèles aux  forces  n’est  pas  une  figure  plane. 

Par  analogie  avec  le  parallélogramme  des  forces  (1360) , le  polygone 
qui  permet,  comme  on  vient  de  le  voir,  de  déterminer  la  résultante 
d’un  nombre  quelconque  de  forces  appliquées  à un  même  point,  peut 
s’appeler  polygone  des  forces  (1362). 

1306.  Quand  le  point  R tombe  en  A (Jiy,  342) , c’est-à-dire  quand  le 
polygone  APrr'R  des  forces  se  ferme  de  lui-même,  la  résultante  AR  est 
nulle,  et  on  ditque  les  forces  PQSTsont  en  équilibre  ou  sefont  équilibre. 

1567.  On  peut  poser  comme  un  axiome,  qui  est  du  reste  vérifié  par 
l’expérience,  que  quand  toutes  les  forces  qui  sollicitent  un  corps  libre 
ont  une  résultante  nulle,  c’est-à-dire  sont  en  équilibre,  elles  ne  chan- 
gent rien  à l’état  de  repos  ou  de  mouvement  de  ce  corps. 

Si  le  corps  est  en  repos,  l’ équilibre  est  statique  (1223),  et  s’il  possède 
un  mouvement , qui  ne  peut  qu’être  uniforme  et  dû  à une  vitesse  initiale, 
Véquilibre  est  dynamique. 


Fig.  312. 

* 


Digitized  by  Google 


464 


SEPTIÈME  PARTIB.  — MÉCANIQUE. 


Las  relations  entre  les  forces  sont  les  mômes,  que  l'équilibre  soit  sta- 
tique ou  dynamique. 

On  peut  poser,  comme  extension  de  l’axiome  précédent,  que  l'état 
d’un  corps  ne  change  pas  quand  on  le  soumet  à l’action  de  plusieurs 
forces  dont  la  résultante  est  nulle,  ou  quand  on  supprime  plusieurs 
forces  en  équilibre  qui  le  sollicitent  Ainsi  il  reste  en  repos  s’il  est  en 
repos , et  s’il  est  soumis  à des  vitesses  ou  à d’autres  forces , l’effet  de 
ces  vitesses  ou  forces  n’est  pas  modifié. 

1368.  Si  toutes  les  forces  appliquées  à un  même  point  avaient  même 
direction  et  même  sens,  la  construction  du  polygone  des  forces  con- 
duirait à une  ligne  droite,  et  on  aurait,  ce  qui  a déjà  été  établi  au 
n"  1363  pour  deux  forces  ,R=P  + Q + S+T. 

Si  toutes  les  forces  avaient  même  direction , mais  agissaient  les  unes 
dans  un  sens  et  les  autres  dans  le  sens  contraire,  la  résultante  des  forces 
agissant  dans  chacun  des  sens  étant  égale  à leur  somme,  il  s’ensuivrait 
que  la  résultante  de  toutes  les  forces  serait  égale  à la  somme  des  forces 
qui  agissent  dans  un  sens  moins  celle  des  forces  agissant  dans  l’autre, 
et  qu’elle  aurait  le  sens  des  forces  dont  la  somme  est  la  plus  grande.  Le 
polygone  des  forces,  appliqué  à ce  cas  particulier,  conduit  au  même 
résultat. 

1369.  La  résultante  de  trois  forces  non  situées  dans  le  même  plan 
appliquées  à un  même  point  est  représentée  en  grandeur  et  en  direction 
par  la  diagonale  du  parallélipipède  construit  sur  ces  trois  forces. 

D’après  le  numéro  (1362),  la  résultante  des  deux  forces  P et  Q s’ob- 
tient en  traçant  Pr  égal  et  parallèle  à AQ,  et  en 
menant  A r,  qui  est  la  résultante  de  P et  Q. 
Pour  avoir  la  résultante  des  trois  forces  P,  Q,  S, 
il  suffit  de  mener  rit  égal  et  parallèle  à AS,  et  AR 
est  la  résultante  cherchée.  Or,  considérant  le  pa- 
rallélogramme PAQr  comme  étant  la  base  d’un 
parallélipipède  dont  AS  est  une  arête  latérale , 
on  voit  que  Rr  est  l’arête  latérale  opposée  à AS, 
et  que  AR  est  bien  la  diagonale  du  parallélipi- 
pède ; c’est  ce  qu’on  peut  vérifier  en  terminant 
le  parallélipipède. 

1370.  Si  l’on  voulait  passer  de  la  résultante  à ses  composantes,  c’est- 
à-dire  décomposer  une  force  R en  trois  autres  de  directions  détermi- 
nées , on  prendrait  une  marche  inverse  à celle  suivie  pour  la  compo- 
sition. Ainsi  on  mènerait  Rr  parallèle  à AS;  on  prolongerait  cette 
parallèle  jusqu'au  plan  PAO  ; on  joindrait  Ar,  et  terminant  le  parallé- 
logramme ASItr,  AR  serait  décomposée  en  AS,  qui  serait  l’une  des  com- 
posantes cherchées , et  en  une  force  Ar,  laquelle,  décomposée  suivant 
AP  et  AQ,  fournirait  les  deux  autres  composantes  P et  Q. 


Fig.  343. 
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1571.  Il  y a indétermination  dans  la  décomposition  (Tune  force  R 
en  plus  de.  deux  composantes  dont  les  directions 
AB,  AC  et  AD  sont  situées  dans  un  meme,  plan 
arec  B.  En  effet,  prenant  une  valeur  quelconque 
AP  pour  l’une  des  composantes,  et  terminant  le 
parallélogramme  APRr  qui  a Al!  pour  diagonale 
et  AP  pour  côté,  la  force  U se  trouve  décomposée 
en  deux  autres  Pet  r (1364).  Cette  dernière  force 
fournit  ensuite  deux  composantes  Q et  S dirigées 

suivant  AC  et  AD,  et  l’on  voit  que  R est  décomposée  en  trois  forces 
P,  0,  S. 

Toute  autre  valeur  donnée  à P conduisant  à un  autre  système  P,Q,S, 
on  peut  donc  décomposer  11  d’une  infinité  de  manières. 

Lorsque  la  résultante  et  les  directions  des  composantes  ne  sont  que 
deux  à deux  situées  dans  le  même  plan,  il  n'y  a pas  indétermination 
pour  trois  composantes;  mais  on  ferait  voir  que  l’indétermination  sub- 
siste pour  un  plus  grand  nombre  de  forces  en  opérant  comme  dans  le 
cas  précédent. 

1572.  Relations  entre  deux  forces  appliquées  à un  même  point  et 
leur  résultante , en  fonction  des  angles  que  leurs  directions  font  entre 
elles. 

Les  deux  composantes  et  la  résultante  étant  les  trois  côtés  du  trian- 
gle APR  des  forces  (1362),  dont  deux  des  angles  sont  ceux  que  font  les 
forces  avec  la  résultante,  et  dont  le  troisième  est  le  supplément  de 
l’angle  que  les  deux  forces  font  entre  elles,  la  question  proposée  revient 
à la  résolution  d’un  triangle  (999),  et  ii  s’ensuit  que  connaissant  trois 
des  six  quantités,  les  trois  forces  et  les  trois  angles  qu’elles  font  entre 
elles,  on  pourra  déterminer  les  trois  autres,  pourvu  qu’un  côté,  c’est-à- 

Désignant  par  a l'angle  de  P avec  R, 
par  b celui  de  Q avec  R,  par  c=a  + b 
celui  de  P et  Q,  et  par  c'  le  supplément 
de  c. 

Si  les  deux  forces  P et  Q sont  rectan  - 
gulaires  entre  elles  (fiy.  345),  le  triangle 
APR  est  rectangle,  et  on  a (647,  1000). 

R*  = P*  + Q*, 

P = Rcofa,  Q = R cos  b,  (l) 

P=Qfangb,  Q = P tanga. 

Les  formules  (1)  font  voir  que  lorsqu’on  décompose  une  force  R en 
deux  autres  P et  ()  de  directions  rectangulaires,  chaque  composante  est 
égale  à la  résultante  multipliée  par  Je  cosinus  de  l’angle  qu'elle  forme 

ao 


dire  une  force,  soit  comiue. 

Fig.  34V.  Fig.  34(i. 


a 


Fig  344. 
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avec  la  résultante,  et  quelle  est  par  conséquent  la  projection  do  la  ré- 
sultante sur  sa  direction  (980)  ; c'est  du  reste  ce  que  fait  voir  la  fig. 
345. 

Quand  les  deux  composantes  P et  Q font  entre  elles  un  angle  quel- 
conque, d'abord  si  elles  sont  égales,  les  diagonales  de  leur  parallélo- 
gramme se  coupent  à angle  droit,  et  on  a 

a = b,  R = 2P(.'04a=2Qco4b. 

Si  de  plus  les  deux  forces  sont  quelconques  {fig.  346),  on  a dans  le 
triangle  APB  (997),  en  remarquant  que  les  angles  supplémentaires  c'  et 
c donnent  cos  c'  — — cos  c, 

p»  + QS_2PQcofC'=  P5  + Q!  + 2PQ«wc.  (2) 


On  a aussi  (996) 

R _ P _ Q 
sine'  ~ sic  b sin a‘ 


(3) 


D’où  l’on  conclut,  en  remarquant,  que  les  angles  supplémentaires  c 
et  c'  donnent  sine'— sine, 


R=P 


si  n C 
sin  b’ 


R=Q 


sin  c 
sin  a’ 


P=Q^, 

SUl  Si 


O-'S  « 


Application.  Soit  à déterminer  la  résultante  R de  deux  forces  P=7<P 
et  Q = 40k  faisant  entre  elles  l’angle  c— 70°,  et  l’angle  a que  fait  la  force 
P avec  R. 

On  a d'abord,  formule  (2), 

R = y P1  + Q!  + 2PQc:04C=  V70*  + 405  + 2 x 70  x 40  x 0,342=91", 73. 
Puis  la  seconde  des  formules  (4)  donne 


sin  a = sin  C = 57^  X 0,94  — 0,4099, 

H yij/o 

sinus  qui  correspond  5 a=24'’12'.  (1011) 

Tous  les  autres  cas  qui  peuvent  se  présenter  sc  résoudront  en  suivant 
une  marche  analogue.  Ainsi  P et  tous  les  angles  étant  connus,  pour 
avoir  Q et  R,  on  remarque  que  l’on  a,  formule  (4), 


-P£ \a±. 

sin  b ’ 


(a) 


puis, 

R = v'P*  + Q’  + 2PQ  cos  c. 

Tout  est  connu  dans  cette  formule  quand  ou  a calculé  Q.  Du  reste, 
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pour  avoir  l’expression  de  R en  fonction  des  données  de  la  question,  il 
suffit  de  remplacer  Q par  sa  valeur  (a)  dans  la  dernière  formule,  ce  qui 
donne 


R = l/p*  + p*  + 2 p>  £5 

V ««’  b si, 

ou , en  faisant  sortir  P du  radical , 

R=P\/ 


sut  a 


sin  b 


cos  c. 


. sm'  a .«na 
1 + - + 2 : r*  cos  c. 

•Jï/Pb  si  h.  b 


La  suite  de  rapports  (3)  fait  voir  que  deux  forces  et  leur  résultante , 
ou  encore  trois  forces  <[ui  sont  en  équilibre  (1366),  sont  telles  que  cha- 
cune est  proportionnelle  au  sinus  de  l'angle  forme  par  les  directions 
des  deux  autres. 

1573.  Considérons  maintenant  trois  forces  P,  Q,  S appliquées  à un 
même  point  et  non  situées  dans  un  même  plan. 

Leur  résultante  étant  représentée  en  gran- 
deur et  en  direction  par  la  diagonale  du  paral- 
lélipipède  des  forces  (1369),  si  les  forces  sont 
rectangulaires  entre  olles,  le  parallélépipède  est 
rectangle,  et  on  a (763) 


Fie.  3*7. 


R*  = 1»  +0’+  S*. 


(1) 


Remarquant  que  chacune  des  forces  P,  0.  S est, 
comme  le  montre  la  figure  (347),  la  projection 
de  la  résultante  sur  sa  direction,  on  a 

P=Rcoja,  Q=Rfwb,  S— R cos  c. 

Si  l’on  remplace  P,  Q,  S par  ces  valeurs  dans  l'équation  (1),  il  vient 

R,=R’c<M3a  4-  R*coi!b  + RJcos5  c = II*  (cos  a -f  cos*b  4-  cos1  c), 

d’où  cos'1  a 4-  cas-  b 4-  cos*  G s=  1. 

Condition  à laquelle  satisfont  les  trois  angles  que  fait  une  droite  avec 
trois  axes  rectangulaires  (975). 

1374.  Si  d'un  point  quelconque  0,  pris  sur  la  direction  de  la  ré- 
sultante de  deux  forces  P et  Q,  on  abaisse  les  jirr- 
pendiculaires  OB  et  OC  sur  les  directions  de  ces 
forces,  ces  perpendiculaires  sont  réciproquement 
proportionnelles  aux  forces.  En  effet,  ayant  (895) 


d’où 


OC=OA.rie  b et  OB  — OA««a, 

OC  _ si  n b 
OB  — tin  a ’ 
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comme  déjà  (1372) 

P O P sin  b 

sin  b «h  a Q tin  a ’ 

on  a donc  bien 

P OC 
0“  OB' 

Les  points  de  la  résultante  jouissent  seuls  de  cette  propriété.  En 
effet,  si  le  point  O’  donnait  la  proportion 

P_(VC' 

0~  OB’ 


comme  pour  le  point  O de  la  résultante  on  a 

P_OC 
0 OB’ 

on  aurait  donc 

O'C1  OC 
OB  ~ OB' 


Alors  les  deux  triangles  O'BC'  et  OBC  ayant  les  angles  en  O et  O' 
égaux  entre  eux  comme  correspondants  seraient  semblables,  puisqu’ils 
auraient  un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels.  11  en  ré- 
sulterait donc  l'égalité  des  angles  en  B opposés  à des  côtés  proportion- 
nels; ce  qui  ne  peut  être  qu’autant  que  BC'  se  confond  avec  BC  et  C'O' 
avec  CO,  et  que  le  point  O'  tombe  en  O. 

15715.  Deux  droites  égales  parallèles  et  de  même  sens  ayant  sur  une 
même  droite  des  projections  égales  et  de  même  signe  (980),  il  en  résulte 
que  la  somme  des  projections  de  forces,  P,  Q,  S,  T (_ fi  g . 3à2)  est  égale  à 
la  projection  de  la  ligne  brisée  APrr'R  obtenue  en  construisant  le  poly- 
gone de  ces  forces.  Or  la  projection  de  cette  ligne  brisée  étant  égale  à 
celle  de  la  ligne  droite  AR  (980),  comme  AR  est  la  résultante  (1365),  il 
en  résulte  donc  : 

1“  Que  la  résultante  iTuii  nombre  quelconque  de  forces  appliquées  à 
un  même  point  est  égale  à la  somme  algébrique  (391)  des  projections 
des  forces  sur  sa  direction  ; 

2“  Que  la  projection  de  la  résultante  sur  une  droite  quelconque  est 
algébriquement  égale  à la  somme  des  projections  des  composantes  sur 
la  même  droite. 


Fig.  319. 


Ainsi  pour  deux  forces  P et  Q,  on  voit  de  suite  que  la  projection 
de  AQ  est  égale  à celle  de  PR  ; que  AR  est  la 
somme  des  projections  de  AP  et  PR,  c’est-à-dire 
des  deux  forces  P et  Q,  sur  sa  direction  ; enfin 
que  la  projection  de  la  résultante  AR  sur  une 
droite  quelconque  serait  égale  à la  somme  des 
projections  de  AP  et  PR,  ou  de  P et  0.  sur  la 
même  droite. 
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1576.  Décomposition,  suivant  des  axes  rectangulaires , d'un  nombre 
quelconque  de  forces  appliquées  à un  même 
point , et  détermination  de  la  résultante  de 
ces  forces. 

1*  Supposons  d'abord  que  toutes  les  forces 
P,  P',  P",  P"...  sont  situées  dans  un  môme 
plan.  Traçons  deux  axes  rectangulaires  Aj, 
Kij,  et  désignons,  pour  rendre  plus  facile  la 
détermination  des  projections,  par  a,  a'... 
les  angles  moindres  que  deux  droits  que 
font  les  forces  avec  la  partie  positive  Ax,  et 
par  b,  b'...  les  angles  moindres  que  deux 
droits  que  font  ces  mêmes  forces  avec  la  partie  positive  A y.  Soit  R la 
résultante  et  a et  p les  angles  qu’elle  fait  avec  Ax  et  Ay. 

Projetant  la  résultante  et  les  forces  sur  chacun  des  axes  ix’  et  yy', 
on  a,  d’après  le  n“  précédent,  et  en  remarquant  qu’en  ne  considérant 
que  les  angles  a,  b...  moindres  que  deux  droits,  au  lieu  de  faire  varier 
ces  angles  de  0”  à 360°,  on  ne  change  rien  aux  projections  de  chaque 
force,  et  par  suite  aux  sommes  de  ces  projections (980), 

U cos  a = P cos  a + P' co.î a'  -f  P' cas  a"  -f ...  (1) 

R«w(S=Pcasb  -t-Pcoib'  + P'eosb"-f ...  (2) 

Les  axes  étant  rectangulaires.  Rom  a et  R cos  £ sont  les  composantes 
de  R suivant  ces  axes,  et  si  l’on  désigne  ces  composantes  par  X et  Y, 
dont  les  valeurs  sont  colles  entièrement  connues  des  seconds  membres 
des  équations  précédentes,  on  a (1372) 

R’=X!+Y*.  (3) 

Cette  dernière  équation  donne  la  valeur  absolue  de  R,  laquelle  étant 
substituée  dans  les  équations  (1)  et  (2),  permet  de  tirer  de  ces  équations 
les  valeurs  de  cos  a et  et  on  a alors  la  résultante  R en  grandeur 
et  en  direction. 

De  même  que  pour  la  résultante,  P car  a et  Peorb  sont  les  compo- 
santes de  la  force  P suivant  les  axes  x.r',  yy'  ; P'  ms  a'  et  P'co.vb’  sont 
celles  de  la  force  P,  et  ainsi  de  suite  pour  toutes  les  forces.  En  proje- 
tant les  forces,  nous  las  avons  donc  décomposées  chacune  en  deux 
autres  dirigées  suivant  les  axes.  Comme  dans  les  équations  précédentes 
les  composantes  qui  agissent  dans  le  sens  positif  sont  affectées  d’un 
cosinus  positif,  et  que  celles  qui  agissent  dans  l’autre  sens  sont  affec- 
tées d’un  cosinus  négatif,  l’on  voit  de  plus  que  X et  Y expriment  en 
grandeur  et  en  direction  les  résultantes  des  composantes  suivant  les 
axes  (1368). 

2”  Pour  le  cas  oit  les  forces  ne  sont  pas  situées  dans ■ un  même  plan , 
prenant  trois  axes  rectangulaires  Aj,  A y et  A;,  appelant  a,  a',  a"..., 


Fig.  350. 
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b,  b',  b"...,  c,  c',  o"...,  nt  a,  ? ot  t les  angles  moindres  que  deux  droits 
que  font  les  forces  et  la  résultante  avec  les  parties  positives  Ax,  A y et 
Az  des  axes,  on  a,  en  opérant  comme  dans  le  cas  précédent  : 

R cos  a = X = P cos  a + P'  cos  a'  + P"  cos  a"  + ... 

R cos  jl  — Y — P cos  b + P*  cos  b*  + P"co.vb"  4- ... 

R ccw  y — Z = P cos  c + V cos  c'  + P"cosc"+  ... 

R,=X‘  + ït  + Z‘. 

Formules  qui  permettent  encore  de  déterminer  la  résultante  R en 
grandeur  et  en  direction. 

1377.  Conditio7is  d'équilibre  de  plusieurs  forces  appliquées  à un 
même  point. 

1°  Cas  où  les  forces  sont  situées  dans  un  même  plan.  Si  les  forces  se 
font  équilibre,  leur  résultante  est  égale  ào.  Or  si  R = 0,  on  a (1376) 

R,  = X,  + Y’  = Oi 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu’autant  que  l’on  a 

X’  = 0 et  Y*  = 0 ; 

d’où 

X=Pco#a  + P'cosa'  + P"c<w’â"+ =0, 

y =.  Pro.vb  + P’cosb'  + P" cos b"  + =0. 

Ce  qui  indique  que  la  somme  algébrique  des  projections  des  compo- 
santes sur  chacun  des  axes  est  égale  à 0. 

Il  est  évident  que  les  deux  conditions  X=0  et  Y = 0 sont  suffisantes 
pour  l’équilibre.  De  plus  elles  sont  nécessaires;  cars!  une  seule  des 
composantes  X,  Y était  nulle,  il  est  évident  que  la  résultante  serait 
égale  à l’autre,  et  n’étant  pas  nulle,  il  ne  pourrait  y avoir  équilibre.  Si 
aucune  des  composantes  X,  Y n’était  nulle,  on  pourrait  toujours  cons- 
truire un  rectaugle  ayant  pour  côtés  ces  composantes,  et  la  diagonale 
de  ce  rectangle  ou  la  résultante  n’étant  pas  nulle,  il  n’y  aurait  pas  non 
plus  équilibre. 

2°  Cas  où  les  forces  ne  sont  pas  situées  dans  un  même  plan.  Comme 
dans  le  cas  précédent,  si  les  forces  se  font  équilibre,  leur  résultante 
sera  nulle,  et  on  aura  (1376) 

R,=X’  + Y,+Z’=0; 

ce  qui  exige  que  l’on  ait 

x*=0,  Y*  = 0,  ZJ  = 0; 

d’où 

X=P«wa  + P' ccw  a' + — 0, 

Y = P cos  b + P”  cos  b'  + = 0, 

Z= Pcoï  C + P1  cos  c1  + = 0. 
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Conditions  identiques  à celles  du  1°. 

Les  trois  conditions  X = 0,  Y = 0,  Z = 0,  sont  évidemment  suffisantes 
pour  qu’il  y ait  équilibre.  De  plus  elles  sont  nécessaires;  car  si  deux 
seulement  des  composantes  \,  Y,  Z étaient  nulles,  la  troisième  serait  la 
résultante,  et  il  ne  pourrait  y avoir  équilibra  Si  une  seule  de  ces  com- 
posantes était  nulle,  les  doux  autres  étant  rectangulaires  et  situées 
dans  un  même  plan,  elles  donneraient  une  résultante,  et  il  ne  pourrait 
y avoir  non  plus  équilibre.  Enfin  si  aucune  des  composantes  X,  Y,  Z 
n’était  nulle,  on  pourrait  construire  une  parallélipipède  ayant  cos 
forces  pour  arêtes,  et  sa  diagonale,  qui  serait  la  résultante,  n’étant  pas 
nulle,  il  n’y  aurait  pas  non  plus  équilibre. 

1570.  Cas  où  le  jmint  d' application  des  forces  n'est  pas  entièrement 
libre.  Ainsi  il  ne  peut,  par  exemple,  se  mouvoir  que  sur  uno  ligne  ou 
sur  une  surface. 

Alors  le  nombre  des  conditions  pour  l’équilibre  est  diminué;  il  est 
ramené  à une  si  le  point  d'application  ne  peut  se  mouvoir  que  sur  une 
ligne,  et  à deux  s’il  ne  peut  so  mouvoir  quo  sur  une  surface. 

I"  Le  point  ne  pouvant  se  mouvoir  que  sur  une  ligne,  prenons  la  tan- 
gente à cette  ligne  au  point  d’application  des  forces  pour  l’un  des  axes, 
celui  xi’  par  exemple.  Les  deux  autres  axes  seront  perpendiculaires  à 
xj-';  par  conséquent,  les  deux  composantes  Y et  Z auront  une  résultante 
qui  sera  aussi  normale  à xx',  et  qui  ne  tendra,  quelle  que  soit  sa  gran- 
deur, qu’à  comprimer  le  point  d’application  contre  les  obstacles  qui 
l’obligent  à suivre  la  ligne,  sans  nullement  tendre  à produire  le  mou- 
vement dans  la  direction  où  il  est  possible. 

Pour  l’équilibre  il  suilira  donc  d’avoir 

X = Pcox-a  + P' ««-a'  + P"ro.ïa"  -(- ...  = 0 ; 

81  le  point  est  assujetti  à se  mouvoir  sur  une  surface,  en  prenant 
deux  axes  xx',  yy‘  tangents  à la  surface  au  point  d’application  des  forces, 
l’axe  xx  est  normal  à la  surface;  par  la  même  raison  que  dans  le  cas 
précédent,  la  composante  Z est  tenue  en  équilibre  par  l’obstacle  qui 
oblige  le  point  d’application  à se  mouvoir  sur  la  surface,  et  alors  les 
conditions  d’équilibre  sont: 

X — P cos  a + P' cosa!  + P"coj  a"  -f  •••  = 0, 

Y = P co j b + T1' cos  b'  + P'co.îb"  + ...=;  0. 

1579.  Le  travail  de  la  résultante  d'un  nombre  quelconque  de  forces 
appliquées  à un  même  point  est  égal  à la  somme  algébrique  des  tra- 
vaux des  composantes. 

1°  Supposons  déabord  que  l'espace  parcouru  par  le  point  d'applica- 
tion est  rectiligne.  Dans  ce  cas,  le  travail  de  chaque  force  est  égal  à 
l’espace  parcouru  multiplié  par  la  projection  do  la  force  sur  sa  direc- 
tion (1343)  ; le  travail  de  toutes  les  composantes  est  alors  égal  à l’espace 
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parcouru  multiplié  par  la  somme  algébrique  des  projections  de  ces 
composantes;  or  comme  cette  somme  algébrique  est  égale  à la  projec- 
tion de  la  résultante  (1375) , il  en  résulte  donc  bien  que  le  travail  de  la 
résultante  est  égal  à la  somme  des  travaux  des  composantes,  ce  que  l’on 
peut  exprimer,  T signifiant  travail  de,  par 

3TR=  3TP+  3TQ+... 

2“  Si  Pespace  parcouru  est  polygonal,  pour  chaque  portion  droite  de 
l’espace  parcouru  le  travail  de  la  résultante  étant  égal  à la  somme  des 
travaux  des  composantes,  cela  est  encore  vrai  pour  l’espace  total  par- 
couru, et  on  peut  encore  poser  la  formule  précédente. 

3"  Si  Pespace  parcouru  est  courbe , en  le  considérant  comme  composé 
d'éléments  rectilignes,  on  retombe  dans  le  cas  du  2",  et  l’on  peut  en- 
core poser  la  formule  précédente. 

1580.  Lorsque  les  forces  appliques  au  même  point  sont  en  équilibre, 
la  somme  algébrique  de  leurs  travaux  est  égale  à 0.  En  effet,  ces  forces 
étant  en  équilibre,  leur  résultante  est  nulle;  le  travail  de  cette  résul- 
tante étant  nul  lui-même,  la  somme  algébrique  des  travaux  des  com- 
posantes, qui  lui  est  égale,  est  donc  bien  égale  50.  C’est  du  reste  ce  qui 
résulte  directement  de  ce  que  la  somme  algébrique  des  projections  des 
composantes  sur  la  direction  de  l’espace  parcouru  est  égale  à 0. 

FORCES  APPLIQUÉES  A UN  CORPS  SOLIDE  (1321). 

1581 . Principe  de  la  réaction  égale  et  contraire  à l'action. 

Supposant  une  force  P tirant  un  fil  AP  fixé  par 
Fis.  3si.  son  extrémité  A à un  point  fixe,  ce  point  est  tiré 
dans  le  sens  AP  en  vertu  de  l’action  de  la  force  P ; 
en  même  temps,  le  point  fixe  A produit  sur  le  fil , 
qui  la  transmet  à P,  une  réaction  égale  à l’action  de 
P,  et  de  signe  contraire. 

En  remplaçant  le  fil  par  une  tige  rigide,  les  forces, 
i.  au  lieu  d’être  répulsives,  pourraient  être  attractives, 

etily  auraitencoreégalité  entre  l’action  et  la  réaction. 

1182.  Forces  moléculaires.  Ce  que  nous  venons  de  voir  s'exercer 
entre  le  point  A et  la  force  P par  l’intermédiaire  du  fil  AP,  se  produit 
d’une  manière  permanente  entre  les  molécules  des  corps.  Deux  points 
matériels  quelconques  exercent  l’un  sur  l’autre,  à distance,  des  attrac- 
tions mutuelles  égales.  Cette  attraction  mutuelle  étant  due  à la  même 
cause  qui  fait  que  la  terre  attire  vers  son  centre  tous  les  corps  qui  sont 
à sa  surface  (1312),  on  peut  l'appeler  gravitation  moléculaire. 

Influence  des  réactions  moléculaires  sur  l'étal  physique  des  corps. 
La  gravitation  moléculaire  augmentant  à mesure  que  les  molécules  ma- 
térielles sont  plus  rapprochées,  il  en  résulte  que  si  toutes  les  molécules 
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ne  sont  pas  en  contact,  c’est  qu’une  autre  action  mutuelle  répulsive 
fait  équilibre  à la  première. 

Un  corps  se  contractant  lorsque  sa  température  baisse,  cela  fait  voir 
qu’évidemment  les  molécules  ne  sont  pas  en  contact,  et  qu'elles  sont 
d’autant  plus  éloignées  que  la  température  est  plus  grande. 

11  existe  donc  une  action  mutuelle  répulsive,  dont  la  cause  est  incon- 
nue, et  qui  varie  avec  la  température. 

Deux  molécules  voisines  étant  soumises  à deux  actions  mutuelles, 
l’une  attractive  et  l’autre  répulsive,  il  en  résulte  que  ces  deux  molé- 
cules étant  tout  à fait  libres,  elles  doivent  se  placer  à une  distance  telle 
que  la  force  attractive,  qui  varie  comme  la  gravitation  en  raison  in- 
verse du  carré  des  distances,  fasse  équilibre  à la  force  répulsive,  laquelle 
étant  due  à la  chaleur  et  peut-être  à d’autres  causes,  ne  varie  pas  dans 
le  môme  rapport. 

Cela  établi,  supposons  qu’on  applique  à chacun  des  deux  points  ma- 
tériels considérés  une  môme  force  tendant  à les  écarter.  Ces  forces  s'a- 
joutant aux  actions  mutuelles  répulsives,  celles-ci  deviennent  plus 
grandes  que  les  actions  mutuelles  attractives,  et  les  deux  molécules 
s’écartent;  or,  comme  les  actions  mutuelles  répulsives  diminuent,  à 
partir  du  point  d’équilibre  et  pour  de  très-petits  écartements,  beau- 
coup plus  rapidement  que  les  forces  mutuelles  attractives,  il  en  résulte 
qu’il  y a un  point  où  l’équilibre  s'établit.  Les  forces  étrangères  cessant 
leur  action,  les  molécules  reprennent  leur  première  position  ; c’est  ce 
qui  explique  l'élasticité  des  corps  solides.  A mesure  que  les  forces 
étranges  augmentent,  l’écartement  devient  plus  grand,  et  il  arrive  un 
instant  où  la  moindre  augmentation  des  forces  étrangères  fait  que  les 
actions  mutuelles  attractives  deviennent  inférieures  aux  forces  répul- 
sives; alors  les  deux  molécules  s’éloignent  indéfiniment,  en  vertu  des 
forces  qui  les  sollicitent;  on  est  arrivé  à la  limite  d’élasticité.  A partir 
de  ce  poiDt,  les  molécules  ne  reprennent  plus  leur  position  primitive 
quand  les  forces  étrangères  cessent  leur  action. 

Si  les  forces  étrangères,  au  lieu  de  tendre  à éloigner  les  molécules, 
tendaient  à les  rapprocher,  elles  s’ajouteraient  aux  forces  attractives, 
eton  aurait  des  phénomènes  analogues  à ceux  du  cas  précédent. 

C’est  aux  causes  qui  viennent  d’être  développées  qu’est  due  la  con- 
stitution des  corps  solides,  dans  lesquels  les  actions  mutuelles  attrac- 
tives et  répulsives  variant  fortement,  et  non  de  la  même  manière,  par 
suite  de  petits  changements  de  forme,  ils  résistent  dans  certaines  li- 
mites, sans  déformation  sensible,  aux  efforts  qui  tendent  les  compri- 
mer ou  à les  étendre. 

A l’aide  de  la  chaleur  seule  on  peut  éloigner  les  molécules  des  corps 
solides  jusqu’à  la  limite  d’élasticité,  c’est-à-dire  jusqu’au  point  où  les 
molécules  se  séparent  sans  effort,  comme  dans  les  liquides.  La  fusion 
des  corps  en  est  un  exemple. 


Digitized  by  Google 


«74 


SEPTIÈME  PARTIE.  — MÉCANIQUE. 


Le  froid  fait  prendre  aux  liquides  l’état  solide  en  rapprochant  leurs 
molécules  ; ce  que  l’on  n'a  pu  encore  opérer  par  une  simple  pression. 

Dans  les  solides,  il  y a équilibre  stable  entre  les  actions  mutuelles 
attractives  et  répulsives.  Pour  les  liquides,  il  y a encore  équilibre  entre 
les  forces  attractives  et  répulsives,  mais  l’équilibre  est  instable,  le 
moindre  ell'ort  éoarte  les  molécules. 

Eu  chauffant  les  liquides,  les  forces  répulsives  l’emportent  sur  l’at- 
traotion,  les  molécules  tendent  à s’éloigner  indéfiniment,  et  le  liquide 
segaséifie;  c’est  ce  qui  fait  qu’un  gax  tend  à se  dilater  indéfiniment. 
Lo  froid,  quand  surtout  il  est  aidé  de  la  pression,  ramène  les  gax  à l’état 
liquide. 

Dans  toutes  les  conditions  que  nous  venons  d’examiner,  l’action  d’une 
molécule  sur  l’autre  est  égale  et  directement  opposée  à la  réaction  de 
celle-ci  sur  la  première. 

Si  au  lieu  de  deux  molécules  on  en  considère  un  nombre  quelconque, 
les  actions  do  chacune  d’elles  sur  toutes  les  autres  sont  aussi  égales  et 
directement  opposées  aux  réactions  de  celles-ci  sur  la  première. 

1585.  Toute  force,  autre  que  les  actions  moléculaires,  qui  agit  sur 
un  corps  est  appelée  force  extérieure.  De  son  action , il  résulte , comme 
effet  immédiat,  que  son  point  d’application  se  déplace  d'une  quantité 
insensible  mais  réelle  si  le  corps  est  solide,  et  du  déplacement,  que 
l’on  peut  appeler  déplacement  moléculaire , du  point  d’application,  ré- 
sulte des  déplacements  analogues  pour  toutes  les  molécules  du  corps. 

Dans  tout  ce  qui  va  suivre , nous  supposerons  que  les  forces  exté- 
rieures ne  sont  pas  assex  fortes  pour  que  les  déplacements  relatifs  des 
molécules  dépassent  la  limite  d’élasticité. 

4584.  On  peut  poser  comme  axiome  expérimental , que  deux  forces 
1’  et  0,  égales,  de  même  direction  et  de  sens 
Kig.  3b*.  contraires,  appliquées  on  deux  points  différents  \ 

4 y-  et  B d'un  même  corps  solide,  sont  en  équilibre. 

B A p Cela  est  encore  vrai  quand  le  corps  n’est  qu’une 

simple  tige,  inextensible  si  les  deux  forces  ten- 
dent fi  l’allonger,  et  incompressible  si  elles  tendent  à la  comprimer. 

1588.  On  ne  change  rien  à l'état  d'un  corps  solide  en  appliquant 
une  force  qui  le  sollicite  en  un  point  quelconque  de  sa  direction,  pourvu 
que  le  nouveau  point  d'application  soit  relié  au  premier  d’une  manière 
invariable. 


Fig.  353. 


Ainsi,  la  force  P,  qui  est  appliquée 
en  A,  peut  l’être  en  A'.  En  effet,  en  ap- 
pliquant au  point  A'  deux  forces  P'  et  P"  de 
sens  contraires  et  égales  chacune  à P,  ces 
deux  forces  se  font  équilibre  et  ne  chan- 
gent rien  au  premier  système  (1367); 
mais  les  deux  forces  P et  P"  se  faisant  équl- 
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libre  entre  elles  (1384),  on  peut  les  supprimer  sans  rien  changer  encore 
au  système,  et  on  volt  que  l’on  peut  remplacer  la  force  P par  son  égale 
P*  appliquée  en  A',  ou,  ce  qui  revient  au  môme,  on  peut  appliquer  la 
force  P au  point  A'. 

1580.  Résultante  des  forces  P et  Q dont  les  directions  se  rencon- 
trent mais  qui  sont  appliquées  en  des  points  diffé- 
Pi*.  as*.  renls. 


1“  Soient  P et  Q deux  forces  appliquées  en  A et  B, 
et  dont  les  directions  se  rencontrent  en  C. 

Le  point  C faisant  partie  du  même  corps  que  ceux  A 
et  B,  ou  supposant  qu’il  est  lié  invariablement  à ce 
dernier  d’une  manière  quelconque,  les  deux  forces  P 
et  Q peuvent  être  appliquées  en  C.  Alors  leur  résul- 
tante est  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par 
la  diagonale  CK  de  leur  parallélogramme  (1360).  Cette  résultante 
pourra  être  appliquée  en  un  point  quelconque  de  sa  direction , pourvu 
que  ce  point  appartienne  au  oorps  solide  sollicité  par  les  forces  P etQ. 
Si  la  direction  CR  ne  rencontrait  aucun  point  du  corps , il  est  évident 
qu’elle  ne  pourrait  produire  sur  le  corps  le  môme  effet  que  les  compo- 
santes qu’autant  que  son  point  d’application  serait  relié  invariablement 
au  corps.  Dans  tous  les  cas,  elle  a les  mêmes  relations  avec  les  forces. 

On  voit  que  quels  que  soient  les  points  d’application  des  forces  P et 
Q , la  résultante  sera  toujours  la  même  en  grandeur  et  en  direction  ; 
mais  comme  le  point  d’application  peut  être  un  point  quelconque  de 
cette  direction,  pourvu  qu’il  appartienne  au  corps  ou  qu’il  y soit  relié 
invariablement  d’une  manière  quelconque,  il  est  donc  indéterminé. 

Si  deux  forces  appliquées  A un  même  corps  donnent  toujours  la  même 
résultante,  il  est  facile  de  voir  qu’au  contraire  une  force  R peut  être 
décomposée  d’une  infinité  de  manières  en  deux  autres,  dont  les  direc- 
tions rencontrent  celle  de  R;  mais  tous  les  systèmes  que  l’on  peut 
obtenir  sont  équivalents , puisqu'ils  ont  la  môme  résultante. 

2°  Si  l’on  avait  plus  de  deux  forces  concourant  au  même  point  C et 
appliquées  en  dos  points  quelconques  d’un  corps  solide,  on  pourrait, 
comme  dans  le  cas  précédent,  supposer  toutes  les  forces  appliquées  au 
point  de  concours;  puis  en  déterminer  la  résultante  comme  au  n»  1365. 

Si  toutes  les  forces  avaient  la  même  direction,  on  pourrait  les  ap- 
pliquer toutes  en  un  même  point  de  cette  direction , et  leur  résultante 
se  déterminerait  comme  au  n"  1368. 

Remarque.  Les  forces  dont  les  directions  se  rencontrent  pouvant 
ôtre  appliquées  à leur  point  de  concours , il  en  résulte  qu’il  existe 
entre  elles  les  mêmes  relations  que  pour  les  forces  appliquées  à un 
même  point  (1372  et  suivants). 
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4587,  Lorsqu'un  système  de  forces  P,  Q,  S,  T est  en  équilibre,  cha- 
cune de  ces  forces  est  égale  et  directement  op- 
posée à la  résultante  de  toutes  les  autres.  En 
effet , la  force  quelconque  P faisant  équilibre  au  * 
système  des  autres  forces  Q,  S,  T,  et  récipro- 
quement ces  forces  faisant  équilibre  à P,  comme 
une  force  K égale  et  directement  opposée  à 
P fera  aussi  équilibre  à cette  force,  elle  produira 
donc  le  même  effet  que  le  système  Q,  S,  T,  et 
sera  par  conséquent  sa  résultante. 

COMPOSITION  ET  DÉCOMPOSITION  DES  FORCES  PARALLÈLES. 

1588.  La  résultante  R de  deux  forces  parallèles  P,  0 appliquées  à 
un  corjis  solide  est  égale  à leur  somme  , leur  est  parallèle , est  située 
dans  leur  plan,  et  divise  la  droite  AB  qui  joint  les  points  d'application 
en  deux  parties  réciproquement  proportionnelles  aux  composantes. 

Ainsi  R = P + 0,  et  P : Q = BC  : AC. 

Appliquons  aux  points  A et  B deux  forces  égales  p et  q dirigées  en 
sens  contraires  dans  la  direction  AB;  cefe 
deux  forces  sefaisant  équilibre,  elles  ne  chan- 
geront rien  à l’effet  des  deux  forces  P et  0.  et 
la  résultante  de  ces  deux  dernières  sera  la 
môme  que  celle  des  quatre  forces  P,  Q,  p,  q. 

Soit  r la  résultante  des  deux  forces  P,  p, 
(1360),  et  r‘  celle  des  deux  forces  Q,  q;  les 
deux  forces  r et  r',  dont  les  directions  con- 
courent au  point  D,  auront  la  même  résultante 
que  les  deux  forces  P et  Q.  Supposons  r et  r'  appliqués  au  point  D,  et 
décomposons  chacune  d’elles  en  deux  forces  dirigées  suivant  la  direc- 
tion p’q’  parallèle  à pq,  et  suivant  celle  DR  parallèle  à AP  ; il  est  évident 
que  chacune  des  forces  r et  reproduira  au  point  D des  composantes 
respectivement  égales  et  parallèles  à celles  qui  l’ont  produite  au  point 
A ou  B.  Ainsi , pour  r on  aura  p'  = p,  et  la  composante  dirigée  sui- 
vant DR  sera  égale  à P.  Les  deux  forces  p’  et  q'  se  détruisent;  les  deux 
composantes  dirigées  suivant  DR  s’ajoutent  et  donnent  la  force  unique 
P + Q=R  pour  la  résultante  cherchée , ce  qui  démontre  la  première 
partie  du  théorème. 

Les  deux  triangles  semblables  BQr'  et  BCD  donnent 
Qr'  ou  q : BQ  ou  Q = BC  : DC. 

Les  deux  triangles  semblables  APr  et  ACD  donnent  de  même 
P : p = DC  : AC. 


Fig.  355. 
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Multipliant  ces  deux  proportions  terme  à terme  on  a,  en  remarquant 
qu'ayant  p = q ces  quantités  se  détruisent , 

p : o = bc  : ac. 

Ce  qu’il  restait  à démontrer. 

Considérant  deux  forces  parallèles  comme  deux  forces  qui  concou- 
rent à l’infini,  de  ce  qui  a été  établi  au  n”  1374  on  peut  conclure  tout 
ce  qui  vient  d'être  démontré. 

Remarque.  Le  point  d’application  C de  la  résultante  ne  change  pas 
quand  les  deux  forces  P et  Q varient  dans  un  môme  rapport  ; mais  la 
résultante  varie  dans  le  môme  rapport. 

151M).  De  la  proportion  précédente  on  conclut  : 

p:(p+Q)  = bc: (bc+  ac),  q:(p+q)  = ac:  (bc  + ac), 
ou , en  observant  que  P + 0 = R et  BC  + AC  = AB, 

P : R = BC  : AB  et  Q : R = AC  : AB. 

Changeant  les  moyens  déplacé  dans  ces  proportions,  on  obtient  deux 
nouvelles  proportions  qui  ont  un  rapport  commun,  et  desquelles  on 
conclut 

p : bc  = o : ac  = R : AB. 

Ce  qui  montre  que  chacune  des  trois  forces  P,  0,  R est  propor- 
tionnelle à la  portion  de  AB  comprise  entre  les  directions  des  deuj- 
autres. 

1390.  Ayant  à décomposer  une  force  R en  deux  autres  parallèles  P 
et  0 appliquées  en  A et  B {fig.  356),  ou  pose 

BC 

r:p  = ab:bc,  d'où  p=r^,  puis q = r — p; 

Ayant  à décomposer  une  force  R en  deux  autres,  l’une  P<R,  qui  est 
donnée  ainsi  que  son  point  d’application  A,  et  l’autre  0 qu’il  s’agit  de 
déterminer  ainsi  que  son  point  d’application  B, 

on  a d’abord  Q = R — P; 

R R 

puis  q:r=ac:ab,  d’où  ab  = ac  - = ac  — p. 

1391.  Quand  les  deux  forces  parallèles  P et  Q sont  dirigées  en  sens 
contraires , leur  résultante  R leur  est  parallèle,  dirigée  dans  le  sens  de 
la  plus  grande  0 > située  dans  leur  plan  et  égale  à leur  différence  ; et 
chacune  des  forces  est  encore  projiortionnelle  à la  partie  de  la  direc- 
tion AB,  comprise  entre  les  deux  autres  forces. 

La  démonstration  du  n°  1388  peut  encore  s’appliquer  à ce  cas;  mais 
l’on  peut  raisonner  comme  il  suit  : 
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Décomposons  O en  deux  forces,  dont 
l'une  P’=P  est  appliquée  au  point  A; 
l'autre,  que  nous  désignerons  par  R,  est 
(1390) 

B = Q-P', 

et  son  point  d’application  C est  tel  que 
l’on  a 

r:q=ab:ac,  d’où  ac=ab^  ===AB^p 

Les  deux  systèmes  de  forces  P,  P',  R,  et  P,  Q ayant  la  môme  résul- 
tante, comme  dans  le  premier  système  les  deux  forces  P et  P'  se  détrui- 
sent, il  ne  reste  que  la  force  R qui  est  sa  propre  résultante,  et  par 
suite  celle  des  deux  forces  P et  Q. 

Comme  on  a 

R = Q — P',  et  P' : BC  = Q : AC  = R : AB, 

remplaçant  P'  par  P,  on  a donc  bien  aussi , comme  il  fallait  le  dé- 
montrer, 

R = Q — P,  et  P : BC  = Q : AC  — R : AB. 

Par  une  marche  analogue  à celle  du  n'!  1390,  on  décomposerait  une 
force  en  deux  autres  de  sens  contraires. 

Remarque.  Pour  les  forces  parallèles,  il  y a encore  Indétermination 
dans  la  décomposition  d’une  force  en  plus  de  deux  autres  (1371),  ex- 
cepté dans  le  casoù  les  points  d’application  des  trois  composantes  et  celui 
de  la  résultante  sont  dans  un  môme  plan  qui  ne  contient  pas  les  forces. 

1398.  Couple.  Lorsque  les  deux  forces  P et  0 sont  égales,  paral- 
lèles, de  sens  contraires,  et  non  placées  dans  la  même  direction 
[Jig.  357),  elles  constituent  un  couple. 

1393.  Appelant  R la  résultante  de  deux  telles  forces,  on  a (1391) 

R=Q  — P=  0,  et  AC  = AB^=AB^p=AB^ 

Ce  qui  fait  voir  qu’à  mesure  que  P diffère  moins  de  O,  la  résultante 
diminue,  et  son  point  d'application  s'éloigne;  et  que  quand  P— Q,  la 
valeur  de  la  résultante  est  nulle,  et  le  point  d'application  est  à l'infini. 
Ainsi,  quels  que  soient  la  grandeur  d’une  force  et  sou  point  d’applica- 
tion , elle  ne  peut  être  la  résultante  d’un  couple. 

1594.  Il  reste  à se  demander  si  les  deux  forers  P et  Q n ayant  pas 
de  résultante , c’est-à-dire  ne  pouvant  être  tenues  en  équilibre  par  une 
force  unique  (1387) , elles  ne  se  font  pas  équilibre  entre  elles. 

Si  ces  deux  forces  étaienten  équilibre,  on  ne  changerait  rien  à cet  état 
en  rendant  fixe  un  point  O de  AB , autour  duquel  cette  droite  peut 


Fig.  357. 
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tourner  librement;  mais  alors  la  force  r tend 
à faire  tourner  la  droite  AB  autour  de  O,  dans 
ie  sens  de  la  flèche,  et  comme  la  force  Q tend  à 
produire  le  mouvement  dans  le  même  sens,  il 
est  évident  qne  les  deux  forces  P et  Q no  se  font 
pas  équilibre.  Ainsi  un  couple  n’est  pas  non 
plus  en  équilibre  par  lui-même. 

1398.  Quoique  la  résultante  de  deux  forces  ■parallèles  soit  située 
dans  le  plan  de  ces  deux  forces , dans  les  cas  où  nous  avons  reconnu 
que  cette  résultante  existe  (1388,  1391),  on  peut  se  demander  si,  dans 
le  cas  du  couple,  la  résultante  pourrait  être  située  hors  de  ce  plan. 

Si  cela  était,  en  appliquant  cette  résultante 
en  sens  contraire  de  sa  direction , de  C en  r', 
il  y aurait  équilibre  entre  les  trois  forces  P, 
Q,  r'  (1387). 

Menons  une  droite  EF  rencontrant  les  direc- 
tions BQ  et  O',  sans  être  dans  un  même  plan 
avec  AP.  On  ne  changera  pas  l’équilibre  des 
r forces  P,  Q,  r'  en  rendant  fixe  la  droite  EF, 

de  sorte  que  le  système  ne  puisse  plus  que  tourner  autour  de  cette  ligne 
comme  axe.  Cela  établi , la  force  Q rencontrant  l’axe  au  point  E,  on 
peut  la  supposer  appliquée  en  ce  point,  et  elle  sera  détruite  par  la  fixité 
de  cet  axe;  il  en  est  de  même  de  la  force  r';  mais  la  force  P n’étant 
pas  située  dans  un  même  plan  avec  l’axe  EF,  elle  ne  rencontre  pas  cet 
axe  et  ne  lui  est  pas  non  plus  parallèle.  On  peut  alors  la  décomposer  en 
trois  forces,  l’une  perpendiculaire  à EF,  l’autre  parallèle  à cette  droite, 
et  la  troisième  perpendiculaire  aux  deux  premières.  La  première  de  ces 
composantes  est  détruite  par  l’axe  qu’elle  rencontre  ; la  deuxième  est 
également  détruite  par  cet  axe,  puisque,  lui  étant  parallèle,  elle  ne 
peut  que  faire  glisser  le  système  suivant  la  longueur  de  cet  axe,  mou- 
vement qui  est  impossible;  mais  il  reste  la  troisième  composante,  la- 
quelle, sans  rencontrer  l’axe,  agit  dans  un  plan  qui  lui  est  normal,  et 
fait  évidemment  tourner  le  système  autour  de  cet  axe;  il  est  donc 
absurde  de  supposer  que  la  force  r'  fait  équilibre  aux  deux  forces  P et 
Q,  c’est-à-dire  que  ces  deux  forces  ont  une  résultante. 

Rluauqck.  On  prouverait  de  la  meme  manière  que  deux  forces  non 
situées  dans  le  même  plan  n'ont  pas  de  résultante. 

1399.  Résultante  d'un  nombre  quelconque  de  forces  parallèles. 

Que  les  forces  soient  ou  non  situées  dans  un  même  plan,  pour  en 

déterminer  la  résultante,  on  prend  la  résultante  des  deux  premières 
forces  (1388,  1391)  ; puis  la  résultante  de  cette  première  résultante  et 
de  la  troisième  force,  ce  qui  donne  la  résultante  des  trois  premières 
forces,  et,  continuant  ainsi  de  suite,  quand  on  a employé  toutes  los 
forces , la  dernière  résultante  obtenue  est  celle  de  toutes  les  forces.  Il 
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peut  arriver  qu’au  lieu  d'avoir  une  force  unique  pour  dernière  résul- 
tante, on  ait  un  couple;  alors  les  forces  données  n’ont  pas  de  résultante. 

Remarque.  Comme  pour  deux  forces  (1388),  le  point  d’application 
de  la  résultante  d’un  nombre  quelconque  de  forces  parallèles  ne  change 
pas  quand  toutes  ces  forces  varient  dans  un  même  rapport  ; mais  la 
résultante  varie  dans  le  même  rapport. 

1307.  En  suivant  la  même  marche  que  dans  le  cas  précédent,  les 
n**  1360,  1365,  1388  et  1391  donnent  les  moyens  de  déterminer  la  ré- 
sultante d'un  nombre  quelconque  dp  forces  situées  dans  un  meme  plan 
et  ayant  des  directions  et  des  points  d'application  quelconques. 

Par  les  mêmes  moyens,  on  peut  encore  déterminer,  dans  les 
cas  possibles  (139Zi,  1395),  la  résultante  de  forces  dont  les  directions 
sont  parallèles  ou  non  et  situées  ou  non  dans  un  même  plan , et  dont 
les  points  d’application  sont  quelconques. 

1308.  La  projection  de  la  résultante  de  deux  forces  concourantes  ou 
de  deux  forces  parallèles,  sur  un  axe  quelconque, étant  égale  à la  somme 
algébrique  des  projections  des  composantes  sur  le  même  axe.  On  étend 
facilement  cette  propriété  à un  nombre  indéterminé  de  forces  quelcon- 
ques (1375). 

1300.  Autant  de  forces  que  l'on  veut,  F',  F',  F”'....  peuvent  se  réduire 

d'une  infinité  de  manières  à deux 
forces  équivalentes  dont  Fune  (tu 
moins  passe  par  un  point  donné  O. 

Par  chacune  des  deux  forces  quel- 
conques F',  F'  et  le  point  O faisons 
passer  un  plan  ; ces  deux  plans  se  cou- 
pent suivant  la  ligue  droite  OK.  Cela 
fait,  décomposons  la  force  F',  appli- 
quée en  M,  en  deux  autres  P et  Q,  que 
l’on  peut  transporter  l’une  en  O et 
l’autre  en  un  point  quelconque  A de 
l’intersection  OK;  la  figure  explique  convenablement  cotte  décompo- 
sition (1360). 

La  force  F",  appliquée  en  M',  peut  être  appliquée  au  point  ni  de 
l’intersection  OK  ; puis  être  décomposée  en  deux  forces,  l’une  P'  ap- 
pliquée en  O,  et  l’autre  0'  appliquée  en  A (1391).  P et  P',  appliquées 
en  O,  ont  pour  résultante  unique  S';  les  forces  Q et  Q’  ont  pour  résul- 
tante unique  T';  ainsi,  dans  le  système  proposé,  on  peut  remplacer 
les  deux  forces  F'  et  F"  par  les  deux  équivalentes  S'  et  T'. 

Le  nouveau  système  contient  autant  de  forces  que  le  premier;  mais 
comme  il  y en  a une  qui  passe  par  le  point  O,  le  nombre  de  celles  qui 
n’y  passent  pas  est  diminué  de  un  Combinant  T'  avec  la  troisième  force 
F",  on  les  remplacera  par  deux  autres,  dont  l’une,  passant  par  O,  se 
combinera  avec  S' et  donnera  une  force  unique  S"  qui  passera  par  O ; de 


Fig.  360. 
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sorte  que  le  nombre  des  forces  ne  passant  pas  par  O sera  encore  dimi- 
nué de  un.  En  continuant  ainsi  de  suite  jusqu’à  ce  qu’on  ait  employé 
toutes  les  forces , on  voit  que  l’on  aura  remplacé  toutes  les  forces  don- 
nées par  deux  forces  uniques,  dont  l’une  S passera  par  le  point  O,  et 
dont  l’autre  T,  qui  pourra  être  nulle  ou  avoir  une  valeur,  passera  ou 
non  par  le  point  O. 

CENTRE  DES  FORCES  PARALLÈLES.  MOMENT  DE  POSITION  D’UNE  FORCE. 

140(1.  Centre  des  forces  parallèles.  On  appelle  ainsi  le  point  commun 
à toutes  les  directions  que  prend  la  résultante  d’un  système  de  forces 
parallèles,  quand  celles-ci,  en  restant  toujours  appliquées  aux  mêmes 
points  d’un  corps  solide,  prennent  d’autres  directions  quelconques 
parallèles  entre  elles. 

1401.  Un  tel  point  existe . En  effet,  considérant  d'abord  deux  forces 

P et  Q appliquées  aux  points  A et  B , 
r étant  la  résultante  et  C son  point 
d’application , la  position  du  point  C 
ne  dépendant  que  de  la  grandeur  re- 
lative des  forces  P et  0.  et  non  de 
l’angle  qu’elles  font  avec  AB  (1388), 
en  donnant  aux  composantes  les  au- 
tres directions  parallèles  AP'  et  BQ',  la 
résultante  r'  sera  égale  à r,  prendra 
la  direction  O'  parallèle  à AP'  et  BQ', 
et  son  point  d’application  sera  tou- 
jours le  point  C,  qui  est  le  centre  des  forces  parallèles  P et  Q.  Quand 
on  a une  troisième  force  S,  que  nous  prendrons  dirigée  en  sens  con- 
traire des  premières  afin  d’étendre  la  propriété  du  centre  des  forces 
parallèles  à des  forces  quelconques;  par  la  même  raison  que  dans  le 
cas  précédent,  le  point  d’application  E de  la  résultante  K des  forces 
r=l*  + Q et  S ne  change  pas  quand  r et  S prennent  les  directions 
O'  et  DS'  (1391),  c’est-à-dire  quand  les  trois  forces  P,  Q,  S prennent 
des  positions  parallèles  quelconques  autour  de  leurs  points  d’applica- 
tion. Ce  point  est  alors  le  centre  de  ces  forces  parallèles.  Continuant 
ainsi  de  suite,  on  ferait  voir  l’existence  du  centre  d’un  nombre  quel- 
conque de  forces  parallèles,  et  on  voit  que  la  marche  suivie  pour  obte- 
nir la  résultante  des  forces  parallèles  (1396)  détermine  aussi  le  centre 
de  ces  forces. 

Remarque  1.  11  est  évident  qu’en  rendant  fixe  le  centre  des  forces 
parallèles  d’un  système,  il  y aura  équilibre  quelle  que  soit  la  position 
du  système  autour  de  ce  centre,  puisque,  dans  toutes  les  positions, 
la  résultante  passera  par  ce  point  et  sera  par  conséquent  détruite. 
On  suppose  que  dans  les  diverses  positions  les  forces  restent  con- 

31 
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stantes,  parallèles  entre  elles  et  toujours  appliquées  aux  mêmes  points. 

Remarque  2.  Le  point  d’application  de  la  résultante  d’un  nombre 
quelconque  de  forces  parallèles  ne  changeant  pas  quand  toutes  les 
forces  varient  dans  un  même  rapport  (1396,) , il  s’ensuit  que  le  centre 
des  forces  parallèles  ne  change  pas  non  plus  quand  toutes  les  forces 
varient  dans  le  même  rapport;  et,  dans  le  cas  de  la  remarque  précé- 
dente, le  système  serait  encore  en  équilibre  si  toutes  les  forces  va- 
riaient dans  le  même  rapport 

1402.  Le  moment  de  position  d'une  force  par  rapport  à un  plan  , 

est  le  produit  de  cette  force  par  la  perpendiculaire  abaissée  de  son 
point  d’application  sur  le  plan. 

1403.  Le  moment  de  position  d’une  force  par  rapport  à une  droite  , 
est  le  produit  de  cette  force  par  la  perpendiculaire  abaissée  de  son 
point  d’application  sur  la  droite,  appelée  axe  des  moments. 

1404.  Le  moment  de  position  dune  force  par  rapport  à un  point , 
est  le  produit  de  la  force  par  la  distance  de  ce  point  au  point  d’appli- 
cation de  la  force. 

1403.  Le  moment  de  position  de  la  résultante  dun  nombre  quelconque 
de  forces  parallèles,  par  rapport  à un  plan  quelconque,  est  égal  à la 
somme,  des  moments  déposition  de  ces forces  par  rapport  au  même  plan. 

Quand  on  a plusieurs 
forces  dont  les  points 
d’application  sont  de  cô- 
tés différents  du  plan, 
on  considère  les  perpen- 
diculaires abaissées  des 
points  situés  d’un  côté 
comme  positives,  et  cel- 
les menées  des  points 
situés  de  l'autre  côté 
comme  négatives  : ainsi, 
les  perpendiculaires  Au, 

B6 étant  positives , 

celle  I )<i  est  négative. 
De  même  les  forces  P,  Q , dirigées  dans  un  sens,  sont  positives,  et  les 
forces  S,  T,  dirigées  dans  l’autre  sens,  sont  négatives. 

Le  signe  du  moment  de  position  d’une  force  dépend  de  ceux  de  la 
force  et  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  d’application  : ainsi 
P x Ao  est  positif,  — S x + Ce  est  négatif  ; —T  x— D d est  positif  (403). 

Considérons  d’abord  les  deux  forces  P et  Q,  dont  la  résultante  est 
r (1388).  Nous  aurons 

rxEç=PxAa  + Qx  B6. 

En  effet,  menant  A6'  parallèle  à ab,  on  a (1389) 


Fig.  362. 
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r _ AB  _ B6' 
Q — AE  ~ Ee'  * 


d’où  rxEe’  = Qx  W.  (1  ) 

Remarquant  que  l’on  a r=P  + Q et  e'e  — ka  = b'b,  on  peut  poser 
rxe'e  = PxAa+OxW,  (2) 

Ajoutant  les  équations  (1)  et  (2) , on  a 

r (Ee'+  e'e)  = P x Aa  + Q (B6'+  b'b) 


ou 

r x Ee  = P x Aa  -f  Q x B6. 

Ce  qu’il  fallait  démontrer. 

Considérant  les  deux  forces  —S  et  r,  dont  la  résultante  est  r'  (1391) , 
on  a encore 


r'xF/—rx  Ee  — SxCc  = PxAa  + QxB6  — SxCc; 


car,  menant  Cf  parallèle  à cf,  on  a 

r'  _ CE  _ Ee" 

- r CF  ~ F/" 

d’où  r'x  F/'  = r xEe".  (3) 

Remarquant  que  l’on  a r'—  r—  S et  ff=e"e  — Cc,  on  peut  poser 

Ÿxf’f—r  xe"e  — Sx  Ce.  (û) 

Ajoutant  les  équations  (3)  et  (4) , on  a 

r ' (F/  +ff)  = r (Ee"+  e"e)  — S x Ce 

ou 

r'xF/=rxEe  — SxCc  = Px  Aa  + Qx  Bé  — Sx  Ce. 

Ce  qu’il  fallait  démontrer. 

Combinant  r'  avec  — T,  on  aurait  la  résultante  R (1391),  et  on  arrive- 
rait de  même  à 


R x Gj  = Px  Aa  + Q + B6  — SxCc+TxDd. 

Ce  qui  fait  bien  voir  que  le  principe  est  général  pour  un  nombre  quel- 
conque de  forces. 

1400.  Déterminer  le  centre  des  forces  parallèles  en  fonction  des 
moments  de  position  des  forces. 

1°  La  position  d’un  point  est  toujours  fixée  quand  on  connaît  ses 
distances  à trois  plans  rectangulaires  (960,'.  Soient  alors  P,  P',  P"...  les 
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forces  parallèles  données;  x,  y,  2 ; x1,  y',  r*,...  les  coordonnées  respec- 
tives de  leurs  points  d’application  par  rapport  aux  plans  yz,  xs  et  xy. 

Il  s’agit  de  déterminer,  par  rapport  aux  mêmes  plans,  les  coordonnées 
X,  Y et  Z du  point  d’application  de  la  résultante  R de  ces  forces.  D’a- 
bord on  a algébriquement  (1388,  1391) 

H =*P+  P'4-  P"+...  (1) 

Cette  équation  fournit , d’après  les  valeurs  et  les  signes  des  forces 
P,  P',  P",. ..  la  valeur  de  R , ainsi  que  son  signe  ou  le  sens  dans  lequel 
elle  agit. 

On  a respectivement  pour  les  trois  plans  coordonnés  (iû05) 

RX  = Px  + P'x'+  P"x"  + ... 

RY  = Py  + P’y'+P"y"+... 

RZ  = Pr  + P'2'+P"2"+... 

d’où  l’on  en  tire 

„ Px  + PV-f-  P"x"+... 

rv+py+py+... 

R 

„ P2  + P'2'+P"2"  + ... 

11  est  évident  que  dans  ces  équations  les  valeurs  et  les  signes  des  pre- 
miers membres  dépendent  des  valeurs  et  des  signes  des  différentes 
quantités  qui  entrent  dans  les  seconds  membres. 

Ainsi  l’équation  (1)  donne  la  valeur  et  le  sens  de  la  résultante,  et  les 
trois  dernières  fournissent  son  point  d’application. 

2°  Si  tous  les  points  d’application  des  forces  sont  situés  dans  un 
même  plan,  en  prenant  ce  plan  pour  un  des  plans  coordonnés,  celui 
xy  par  exemple , on  a encore 

R = p+p'+p»+...; 

mais  comme  2=0,  z'=  0,  z"=o..., 

les  équations  (ù)  et  (7)  donnent  RZ  = 0 et  Z = 0,  ce  qui  signifie  que 
le  centre  des  forces  parallèles  est  aussi  dans  le  même  plan  xy. 

Les  équations  (6)  et  (6)  restent  les  mêmes,  et  elles  donnent  les  valeurs 
de  X et  Y,  qui  servent  à fixer  la  position  du  centre  des  forces  paral- 
lèles dans  le  plan  xy. 

Les  coordonnées  X et  Y,  x et  y,  x'  et  y'...  étant,  dans  ce  cas,  des 
coordonnées  prises  par  rapport  aux  axes  des  x et  des  y,  on  voit  qu’il 
est  inutile  d’avoir . recours  à trois  plans  rectangulaires;  deux  axes 


(2) 

(3) 

(û) 

(5) 

(6) 
(7) 
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• 

rectangulaires,  tracés  dans  le  plan  des  points  d'application  des  forces , 
suffisent  pour  fixer  la  position  du  centre  des  forces  parallèles. 

Les  équations  (2)  et  (3)  font  voir  que  les  points  d’application  étant 
dans  un  même  plan  avec  une  droite , le  moment  de  position  de  la  résul- 
tante par  rapport  à cette  droite  est  égal  à la  somme  des  moments  de 
position  des  composantes. 

3“  Tous  les  points  d'application  des  forces  étant  situés  sur  une  même 
droite,  en  prenant  cette  droite  pour  axe  des  x , on  a encore 

R = p+  p-  + P"+... 

etcomme  2 = 0,  z'=  0... ; y = 0,  y'=  0...  ; 

il  s’ensuit  que  les  équations  (3),  (ù),  (6)  et  (7)  donnent  respectivement 
RT  = 0,  RZ  = 0 , Y = 0,  Z = 0. 

L’équation  (5)  reste  la  même,  et  elle  donne  la  valeur  de  X pour  fixer 
sur  l’axe  des  x la  position  du  centre  des  forces  parallèles.  On  voit  que 
dans  ce  cas , pour  déterminer  ce  centre,  on  n’a  besoin  d’avoir  recours 
qu'à  une  droite  joignant  tous  les  points  d’application  des  forces. 

L’équation  (2)  fait  voir  que  le  moment  de  position  de  la  résultante  est 
dans  ce  cas  égal  à la  somme  des  moments  de  position  de  toutes  les 
forces  par  rapport  à un  point  quelconque  de  la  droite  qui  joint  les 

Pour  le  cas  d'un  couple,  on  a 
R = P — Q = 0, 

et  en  prenant  les  moments  de  position  par 
rapport  à un  point  quelconque  O,  on  a 

RX  = PxOa — QxOfc  = Pxa6. 

Ce  qui  fait  voir  que  le  moment  de  position  d'un  couple  est  constant , 
et  égal  au  produit  de  l'une  des  forces  par  la  distance  des  points  d'ap- 
plication des  forces. 

ÉQUILIBRE  DE  QUELQUES  SYSTÈMES  ASSUJETTIS  A SE  MOUVOIR 
DANS  DES  CONDITIONS  DONNÉES. 

1407.  La  perpendiculaire  abaissée  d’un  point  sur  la  direction  d’une 
force  est  le  bras  de  levier  d’action  ou  simplement  le  bras  de  levier  de 
cette  force  par  rapport  à ce  point. 

Ce  point  est  le  centre  des  moments  d action.  Le  moment  d action,  ou 
simplement  le  moment  de  la  force  par  rapport  & ce  centre , est  le  pro- 
duit de  cette  force  par  son  bras  de  levier  (140/i). 

1408.  Le  bras  de  levier  d’une  force  par  rapport  à une  droite  est  la 
perpendiculaire  commune  à ia  droite  et  à la  direction  de  la  force. 


points  d’application. 

Fig  363. 
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Cette  droite  prend  le  nom  d’aze  de#  moments  d'action. 

Le  moment  d'action,  ou  simplement  le  moment  de  la  force  par  rap- 
port à cet  axe,  est  le  produit  de  cette  force  par  son  bras  de  levier.  Cette 
définition  suppose  la  force  située  dans  un  plan  normal  à l’axe;  s’il  n’en 
était  pas  ainsi , son  moment  serait  le  produit  de  son  bras  de  levier  par 
la  projection  de  la  force  sur  un  plan  perpendiculaire  à l’axe.  Cette  pro- 
jection est  la  composante  que  l’on  obtient  en  décomposant  la  force  en 
deux  autres,  dirigées  l’une  parallèlement  à l’axe  et  l’autre  dans  le  plan 
normal  à l’axe  (141  8’-  Cette  composante  a le  même  moment  que  la  force, 
et  en  général  que  toutes  les  forces,  lesquelles,  décomposées  comme 
il  vient  d’être  indiqué , donnent  la  même  composante  normale. 

1401).  Équilibre  d'un  corps  solide  assujetti  à se  mouvoir  autour 
dun  point  fixe. 

Quel  que  soit  le  nombre  des  forces  qui  sollicitent  le  corps,  on  peut 
les  remplacer  par  deux  autres,  dont  l’une  passe  par  le  point  fixe  (1399), 
et  qui  est  détruite  par  la  fixité  de  ce  point,  et  en  une  autre,  qui  fera 
nécessairement  osciller  le  corps  si  elle  n’est  pas  nulle , ou  si  elle  ne 
passe  pas  elle-même  par  le  point  fixe , cas  où  elle  se  combine  avec  la 
première  force  pour  n’en  faire  qu’une  qui  est  la  résultante  de  toutes  les 
forces  données.  Ainsi , pour  qu'il  y ait  équilibre , la  résultante  de  toutes 
les  forces  qui  sollicitent  le  corps  doit  être  nulle,  ou  passer  par  le  point 
fixe. 


1440.  Lorsque  toutes  les  forces  qui  sollicitent  le  corps  sont  situées 
dans  un  même  plan,  il  ne  peut  y avoir  mouvement  autour  du  point 
fixe  que  dans  ce  plan.  Un  tel  système  constitue  un  levier,  qui  n’est  or- 
dinairement, dans  la  pratique,  qu'une  tige  rigide  mobile  autour  d’un 
petit  axe,  qui  lui  est  perpendiculaire  et  que  l’on  suppose  réduit  au  point 
unique  où  il  rencontre  le  plan  du  mouvement 
Un  levier  est  sollicité  par  des  forces  qui  tendent  les  unes  à produire 
l’oscillation , et  les  autres  à s’y  opposer  en  agissant  en  sens  contraire. 
Les  premières  de  ces  forces  sont  les  puissances , et  les  secondes  les 
résistances. 


44H.  Équilibre  du  levier.  Les 

FiS.  36*. 

A 


deux  forces  P,  Q et  le  point  O sont 
dans  un  même  plan , et  la  résul- 
tante doit  passer  par  le  point  O 
(1386).  Cette  résultante  passant 
aussi  par  le  point  de  concours  O’, 
la  droite  O'O  est  sa  direction , et 
abaissant  du  point  0 les  perpen- 
diculaires Oa , 06  sur  les  direc- 
tions des  forces,  on  a (1374) 
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£ = d'où  I'xOa=Qx  06.  (1) 

0 On’ 

Ainsi  le  levier  étant  en  équilibre  sous  l’action  de  deux  forces  : 
1"  cet  forces  sont  dont  un  même  plan  avec  le  point  d'appui  ; 2*  les 
deux  forces  tendent  à faire  tourner  le  levier  en  sens  contraires  ; 3°  les 
forces  sont  en  raison  inverse  de  leurs  bras  de  levier. 

P étant  la  puissance  et  Q la  résistance , l’équation  (1)  montre  que 
quand  il  y a équilibre,  le  moment  de  la  puissance  est  égal  à celui  de 
la  résistance. 

La  réciproque  est  vraie  ; car  la  résultante  étant  le  lieu  géométrique 
des  points  pour  lesquels  la  proportion  précédente  existe,  elle  passera 
par  le  O,  et  elle  sera  détruite  par  la  fixité  de  ce  point. 

L'équation  (1)  permet  de  calculer  une  des  quatre  quantités  P,  Q, 
On  et  06,  les  trois  autres  étant  données.  Pour  P=  65kM-,  Oa  = 2“  et 
06  = 1“,10 , on  a 

Q = Px  ï = 65x  = 118k.18. 

06  1.1 

La  pression  sur  le  point  O est  évidemment,  abstraction  faite  du 
poids  du  levier,  égale  à la  résultante  des  deux  forces  P et  Q. 

1412.  Les  conditions  précédentes  d’équilibre  ne  changent  pas,  soit 
qu’on  applique  chacune  des  forces  P et  Q en  un  point  quelconque  de 
sa  direction , soit  qu’on  lui  donne  une  position  quelconque  autour  du 
point  O,  mais  de  manière  qu’elle  tende  toujours  à produire  l’oscillation 
dans  le  môme  sens  et  que  son  bras  de  levier  conserve  la  même 
valeur. 

C’est  ce  qui  fait  que  pour  comparer  les  intensités  qu’ont  des  forces 
à faire  osciller  un  solide  autour  d’un  point  fixe , il  faut  toujours  sup- 
poser ces  forces  appliquées  aux  extrémités  de  leurs  bras  de  levier 
perpendiculaires , et  alors  l’intensité  d’action  d’une  force  est  directe- 
ment proportionnelle  à la  grandeur  de  la  force  et  à celle  de  son  bras  de 
levier,  c’est-à-dire  au  produit  de  ces  grandeurs,  produit  que , pour 
cette  raison,  nous  avons  appelé  moment  d'action  (1607). 

1415.  Un  levier  est  dit  du  premier  genre  quand  le  point  d’appui  est 
situé  entre  les  points  d’application  de  la  puissance  et  de  la  résistance 
(fi g.  366).  La  balance,  les  balanciers  ordinaires  de  machines  à vapeur, 
la  pince  coudée  dont  on  se  sert  pour  soulever  par  côté  les  lourds  far- 
deaux en  sont  des  exemples. 
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Fig.  365. 


V ? 


Lorsque  le  point  d’application  de  la  ré- 
sistance est  entre  celui  de  la  puissance  et 
le  point  d’appui  (Jig.  365),  le  levier  est 
du  deuxibne  genre.  La  pince  droite,  la 
brouette,  etc.,  en  sont  des  exemples. 

Enfin,  quand  le  point  d’application  de 
la  puissance  est  entre  celui  de  la  résistance 
et  le  point  d’appui  [Jig.  366),  comme,  par 
exemple , dans  la  pédale,  organe  de  quel- 
ques machines  que  l'on  fait  mouvoir  avec 
le  pied , le  levier  est  du  troisième  genre. 

Remarque.  Comme  pour  le  levier  du 
premier  genre  (1411),  dans  ceux  du 
deuxième  et  du  troisième  genre,  abstrac- 
tion faite  du  poids  du  levier,  la  charge  du 
point  d’appui  est  égale  à la  résultante  de 
la  puissance  et  de  la  résistance. 


Fig.  367. 

0 


1414.  Dans  le  cas  particulier  où  les  forces  P et  Q sont  parallèles 
entre  elles,  et  que  de  plus  elles  agissent  sur  une 
même  droite ab  qui  leur  est  perpendiculaire,  les 
bras  de  levier  Oa  et  06  de  la  figure  364  devien- 
nent les  portions  du  levier  droit  ab,  et  les  con- 
ditions d’équilibre  du  n*  1411  ne  changent  pas. 
On  peut  du  reste  arriver  à ces  conditions  en  re- 
marquant que  le  moment  de  position  de  la  ré- 


n: 


sultante  par  rapport  au  point  O est  nul  et  que  l’on  a (1406) 


c’est-à-dire 


R x 0 ou  0=PxOa  — Q x 06, 


. P 06 

P x Oa  = Q x 06  ou  - = 


Fig.  369. 


Dans  ce  cas , la  charge  du  point  d’appui  est  R = P + Q , R=Q  — P, 
r = p — q , selon  que  le  levier  est  du  premier,  deuxième  ou  troisième 
genre,  et  il  est  à remarquer  que  les  moments  de  position  ne  sont  autre 
chose  que  les  moments  d’action. 

14115.  Pour  te  cas  où  l'on  a un  nombre 
quelconque  de  forces  parallèles  agissant 
dans  des  sens  quelconques  sur  une  même 
droite  perpendiculaire  à leur  direction, 
par  la  même  raison  que  dans  le  cas  précé- 
dent, pour  qu’il  y ait  équilibre,  le  point 
d’appui  0 doit  encore  se  trouver  dans  le 
plan  des  forces,  la  résultante  doit  passer 
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par  ce  point,  et  on  a également,  en  ayant  égard  aux  signes  des  mo- 
ments, 

RxO  ou  0=  PxOa+FxOa'+F'xOa"— Qx06 — Q'x06' — Q"x06", 
d’où  PxOa  + Fx  O a'  + P"x  Oa"  = Q x 06  + Q'x  06'+Q"x  06". 

Ce  qui  fait  voir  que  la  somme  des  moments  des  puissances  est  encore 
égale  à la  somme  des  moments  des  résistances. 

La  réciproque  est  vraie.  En  effet , la  somme  des  moments  des  puis- 
sances étant  égale  à celle  des  moments  des  résistances , la  somme  algé- 
brique de  tous  ces  moments  est  égale  à 0.  Le  moment  de  la  résultante 
est  donc  aussi  égal  à 0 , ce  qui  ne  peut  être  qu'autant  que  cette  résul- 
tante est  nulle,  ou  que  son  bras  de  levier  est  nul,  et,  dans  l’un  et 
l’autre  cas,  il  y a équilibre. 

Toutes  les  puissances;  P,  P',  P"  ont  pour  résultante  une  force 
r = P + P'  — P"  (1396)  appliquée  en  un  point  A dont  la  position  est 
donnée  par  l’équation  (1406) 

rxOA  = PxOa+  P' x Oa' + P"  x Oa". 

Équation  qui  permet  de  remplacer  un  nombre  quelconque  de  forces 
parallèles  par  leur  résultante,  ou  encore  par  une  force  quelconque  r, 
agissant  à rextrémité  d'un  bras  de  levier 

PxOa +FxOa'  + F'xOa" 

OA  = • 

Si  le  bras  de  levier  OA'  avait  été  donné , on  aurait  trouvé  la  valeur  de 
la  force  r, , capable  de  remplacer  toutes  les  forces , par  l’équation 

P x Oa  + F x Oa’  -f  F'  x Oa" 
r‘  ” OA  ’ 

Les  forces  0 . 0'.  0"  ont  de  même  une  résultante  r'  = Q + Q'  — 0", 
appliquée  en  un  point  B,  dont  la  position  est  donnée  par  l’équation 

__  Qx06  + Q'x06'+Q"x06" 

ULl  — : — . 

r 


Fig.  36V. 


1416.  Enfin  si  les  forces  P,  F,  Q oc- 
cupent des  positions  quelconques  au- 
tour du  point  fixe  O,  on  peut  appliquer 
chaque  force,  sans  changer  son  signe , 
tangentiellement  en  un  point  quel- 
conqoe  de  la  circonférence  qui  a pour 
rayon  son  bras  de  levier  (1412)  ; par 
conséquent  si  les  forces  P,  F,  0 appli- 
quées en  A,  A',  B se  font  équilibre 
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autour  du  poin.tO,  les  forces  respectivement  égales  p,  p',  q,  appliquées 
en  a,  a',  b de  la  même  droite  ab  perpendiculaire  à leur  direction,  se 
feront  aussi  équilibre.  Ces  dernières  forces  donnant  (1415) 

j)XOtt+p'x  Od'  = qxOb.  (i) 

Remplaçant  chaque  quantité  par  son  égale,  on  a aussi 

PxOA  + P'xOA'  = QxOB.  (2) 


Fig.  370. 


Ce  qui  montre  que  dans  ce  cas  général , lorsqu’il  y & équilibre  , la 
somme  des  moments  des  puissances  est  encore  égale  à la  somme  des 
moments  des  résistances. 

La  réciproque  est  vraie;  car  si  l’équation  (2)  est  satisfaite,  celle  (1) 
l’est  aussi  ; il  y a alors  équilibre  entre  les  forças  p,  p',  q (1415) , et  par 
suite  aussi  entre  celles  P,  P1,  O (1412). 

Remarque.  Quoique  dans  ces  transports  de  forces  l’équilibre  ne  soit 
pas  troublé , il  est  évident  que  la  résultante  change  de  grandeur  et  de 
direction,  mais  que  cette  direction  passe  toujours  par  le  point  fixe. 

1417.  Équilibre  de  la  poulie.  On  peut  considérer  cette  machine 
comme  étant  un  levier  sollicité  par  deux 
forces  P et  Q situées  dans  un  môme  plan. 
Pour  l’équilibre,  on  aura  alors  (1411) 

Pxr=Qxr,  d'où  P=Q. 

Ainsi  la  puissance  est  égale  à la  résistance. 

Dans  la  pratique,  la  puissance  étant  obli- 
gée de  vaincre  les  diverses  résistances  pas- 
sives qui  s’opposent  au  mouvement,  il  peut  y avoir  équilibre  sans  que 
l’on  ait  P=  Q.  Nous  reviendrons  sur  cette  circonstance. 

1418.  Équilibre  d'un  système  qui  peut  tourner  autour  d'une  droite 
fie.  Un  tel  système  constitue  un  treuil. 

Considérant  une  force  quelconque  P d’un  tel 
système,  faisons  passer  par  sa  direction  AP  un 
plan  parallèle  à l'axe  xx’;  décomposons,  dans  ce 
plan,  la  force  P en  deux  autres,  l’une  p'  parallèle 
A l’axe , et  l’autre  p perpendiculaire  à A p1,  et  qui 
sera  située  dans  un  plan  perpendiculaire  à xx'.  Ap- 
pelant a l’angle  PA  p',  qui  est  l’angle  que  fait  AP 
avec  xx'  (on  sait  que  l’angle  que  font  deux  droites 
xx?  et  AP  qui  ne  se  rencontrent  pas  est  l’angle  que 
fait  l’une  quelconque  AP  des  deux  droites  avec  une  droite  A p',  menée 
par  un  de  ses  points  parallèlement  à l’autre),  on  a (1372) 


Fig.  371. 
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La  force  p'  étant  parallèle  à xx',  elle  ne  tend  qu’à  faire  glisser  le  sys- 
tème le  long  de  cet  axe,  et  elle  est  détruite  par  la  seule  fixité  de  cet  axe. 
11  ne  reste  que  la  force  p,  que  l’on  peut  appliquer  au  point  a,  qui  tend  à 
produire  le  mouvement,  et  que  l’on  peut  substituer  à la  force  P. 

Remarquons  en  passant  que  la  perpendiculaire  O'a'  commune  aux 
deux  droites  xx'  et  AP  est  égale  à la  perpendiculaire  Oa  commune  aux 
directions  xx'  et  A p , ces  perpendiculaires  étant  chacune  la  distance  de 
xx'  au  plan  parallèle  PA p.  Cette  perpendiculaire  est  le  levier  d’action- 
de  la  force  p,  et  le  produit  P*m»xOa=j)xOa  est  le  moment  d’ac- 
tion de  la  force  p et  aussi  de  P (1408). 

Quel  que  soit  le  nombre  des  forces  d’un  tel  système,  chacune  d’elles 
peut  être  remplacée  par  sa  composante  analogue  à Vsin  a.  11  suffit  donc 
de  déterminer  les  conditions  d’équilibre  d’un  système  quelconque  de 
forces  agissant  dams  des  plans  perpendiculaires  à l’axe. 

1419.  Considérons  d'abord  le  cas  où  les  forces  sont  situées  dans  le 
même  plan. 

Alors  les  conditions  d’équilibre  sont  les  mômes 
que  si  le  système  était  mobile  autour  du  point  O; 
on  le  démontrerait  parla  marche  suivie  au  n’ifill. 
Ainsi  on  a,  pour  le  cas  d’équilibre, 

lv  PxOo  = Qxû6, 

c’est-à-dire  que  le  moment  de  la  puissance  est  égal  au  moment  de  la 
résistance. 

Cette  relation  permet  de  déterminer  l’une  des  forces  ou  l’un  des  bras 
de  levier,  lorsque  les  trois  autres  quantités  sont  connues. 

1420.  L’équation  précédente  fait  voir  aussi  que,  quelle  que  soit  la 
position  des  forces  autour  du  point  O,  l’équilibre  n’est  pas  troublé 
tant  que  le  bras  de  levier  de  chaque  force  reste  constant  : ainsi  une 
force  quelconque  P agissant  au  point  A peut  être  appliquée  au  point  a, 
ou  tangentiellement  en  un  point  quelconque  de  la  circonférence  de 
rayon  Oa  (1412). 

1421.  Comme  au  n"  1416,  on  démontrerait  que,  quel  que  soit  le 
nombre  des  forces,  quand  il  y a équilibre,  la  somme  des  moments  des 
puissances  est  égale  à la  somme  des  moments  des  résistances;  et  réci- 
proquement. 

1422.  La  charge  de  l’axe  est  encore  égale  à la  résultante  des  forces 
du  système,  puisqu’il  est  rencontré  normalement  par  cette  résultante; 
et  l’axe  reposant  en  deux  points  de  sa  longueur,  pour  avoir  la  charge  de 
chaque  appui,  on  décompose  la  résultante  en  deux  composantes  appli- 
quées sur  ces  appuis  (1388) , et  chacune  de  ces  composantes  est  la 
charge  de  l’appui  auquel  elle  est  appliquée. 

1 123.  Supposons  maintenant  que  les  deux  forces  P et  Q ne  soient  pas 
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dans  le  même  plan  perpendiculaire  à l'axe , mais  que  leurs  directions 

Pour  qu’il  y ait  équilibre,  la  résultante  de  ces 
deux  forces  doit  rencontrer  l’axe  xi',  et  comme 
elle  doit  aussi  passer  par  AB  (1388),  le  point  O 
où  ces  droites  se  rencontrent  est  son  point 
d’application.  On  a alors  (1388) 

p : o = OB  : OA. 

Les  deux  triangles  rectangles  semblables  OAa  et  OB4  donnant 

OB  : OA  = Bi  : A a. 

On  a donc  (284) 

P:Q  = B6:Aa,  d’où  PxAcr=QxB6. 


soient  parallèles. 


Fig.  373. 
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Ainsi  le  moment  de  la  puissance  est  encore  égal  au  moment  de  la 
résistance  (1419). 

On  prouverait  la  réciproque , c’est-à-dirc  que  quand  cette  équation 
a lieu  il  y a équilibre,  en  repassant  par  les  mêmes  calculs,  mais  en  sui- 
vant un  ordre  inverse. 


1424.  Pour  un  nombre  quelconque  de  forces  parallèles,  en  faisant 
passer  par  l’axe  un  plan  parallèle  à la  direction  des  forces,  le  moment 
de  la  résultante  des  puissances  par  rapport  & ce  plan  est  égal  à la  somme 
des  moments  des  puissances  (1405).  De  même , le  moment  de  la  résul- 
tante des  résistances  est  égal  à la  somme  des  moments  de  toutes  les  ré- 
sistances. Puisqu’il  y a équilibre  entre  les  puissances  et  les  résis- 
tances, il  doit  y avoir  encore  équilibre  entre  la  résultante  des  puissances 
et  la  résultante  des  résistances;  et  il  résulte  (1423)  que  les  moments 
d’action  de  ces  résultantes  sont  égaux.  Remplaçant  ces  moments  par 
les  sommes  de  moments  qui  leur  sont  respectivement  égales,  on  voit 
que  quand  il  y a équilibre , la  somme  des  moments  des  puissances  est 
égale  à la  somme  des  moments  des  résistances. 

La  réciproque  est  encore  vraie. 

1428.  Supposons  maintenant  les  deux  forces  P et  Q non  parallèles. 

Du  point  a comme  centre,  avec  le  bras  de 
levier  d’action  A a pour  rayon , décrivons  dans 
le  plan  aAP  perpendiculaire  à l’axe  un  arc  de 
cercle;  menons  «A’  parallèle  4 Bft.  S’il  y a 
équilibre  entre  les  forces  P et  O , on  ne  le 
troublera  pas  en  appliquant  au  point  A',  tan- 
gentiellement  à l’arc  AA',  les  deux  forces 
égales  et  contraires  p et  p',  égales  chacune 
4 P.  Les  deux  forces  P et  p'  se  détruisent  (1419)  ; il  y a donc  équilibre 
entre  p et  Q,  et  comme  ces  deux  forces  sont  parallèles,  on  a 


Fig.  374. 
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P x Ma  = Q x B6  ou  PxAa  = QxB6. 

Ainsi  le  moment  de  la  puissance  est  encore  égal  au  moment  de  la  ré- 
sistance. 

La  réciproque  est  encore  vraie. 

Remarque.  Ce  qui  vient  d’être  dit  fait  voir  que  l’on  peut  transporter 
une  force  quelconque  tangentiellement  en  un  point  quelconque  de  la 
circonférence  dont  le  rayon  est  son  bras  de  levier  d'action. 

1426.  Pour  un  nombre  quelconque  de  forces,  s’il  y a équilibre,  on  ne 
le  troublera  pas  en  transportant  toutes  ces  forces  comme  l’indique  la 
remarque  précédente,  de  manière  à les  rendre  toutes  parallèles  entre 
elles.  Dans  cette  position,  puisqu'il  y a équilibre,  la  somme  des  moments 
des  puissances  est  égale  à la  somme  des  moments  des  résistances.  Or, 
comme  les  forces  et  les  bras  de  levier  n’ont  pas  changé  de  valeur,  il  en 
résulte  que  l’égalité  des  moments  existe  bien  pour  des  forces  quel- 
conques en  équilibre  agissant  dans  des  plans  perpendiculaires  à l’axe. 

1427.  La  charge  de  l’axe  est  égale  à la  résultante  de  toutes  les  forces  ; 
et  cet  axe  reposant  sur  deux  appuis , en  décomposant  cette  résultante 
en  deux  forces  appliquées  sur  ces  appuis  (1388),  chacune  de  ces  com- 
posantes est  la  charge  de  l'appui  correspondant. 

On  arriverait  au  même  résultat  en  décomposant  chacune  des  forces  en 
deux  autres  parallèles,  ayant  même  bras  de  levier  et  agissant  dans  les 
plans  menés  aux  points  d'appui  perpendiculairement  & l'axe.  La  résul- 
tante de  toutes  les  composantes  agissant  dans  chacun  de  ces  plans  serait 
la  charge  de  l'appui  correspondant. 

1428.  Le  treuil  et  le  cabestan  sont  deux  machines  qui  rentrent 
dans  les  systèmes  mobiles  autour  d'un  axe;  leur  condition  d'équilibre 
est  donc  que  le  moment  de  la  puissance  ou  la  somme  des  moments  des 
puissances  soit  égal  au  moment  de  la  résistance  ou  à la  somme  des 
moments  des  résistances.  Dans  la  pratique,  il  faut  considérer  dans 
cet  équilibre  le  frottement  comme  une  résistance;  nous  reviendrons 
sur  cette  circonstance. 

1429.  Équilibre  d'une  droite  AB  pouvant  se  mouvoir  d'une  manière 
quelconque  autour  de  son  extrémité  B. 

Fig.  375.  Supposons  d’abord  toutes  les  forces  appliquées  en  un 
a même  point  C de  la  droite , et  situées  dans  un  même 
plan  ne  comprenant  pas  AB.  Il  est  évident  que  dans  ce 

g C cas  il  n’y  aura  équilibre  qu’autant  que  la  résultante  de 
toutes  les  forces  sera  nulle  (1409). 

Et  en  menant  par  le  point  C , dans  le  plan  des  forces, 
deux  axes  rectangulaires,  on  aura  pour  l’équilibre  (1376) 

n Pco#a  + Q«wb  + ...=  0,  et  P#ma+Q«nb+...=  0. 

Si-  les  forces  étant  appliquées  au  même  point,  elles  ne  sont  pas 
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situées  dans  un  même  plan , pour  qu’il  y ait  équilibre  il  faut  que  leur 
résultante  soit  dirigée  suivant  AB.  Ainsi,  pour  deux  forces,  AB  sera 
la  direction  de  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  deux 
forces  (1360);  ce  qui  exige  que  les  deux  forces  soient  dans  un  même 
plan  avec  AB.  Les  relations  des  forces  sont  alors  celles  du  n*  1372  ; de 
plus  on  a R=Pcoaa  + Q«wb,  et  Vsin a = Q sin b,  a et  6 étant  les 
angles  que  font  les  forces  AB. 

Pour  trois  forces , la  diagonale  du  parallélipipède  ayant  pourcôtés  les 
intensités  de  ces  forces,  c’est-à-dire  la  résultante  de  ces  forces,  devra 
encore  être  dirigée  suivant  AB 

Quel  que  soit  le  nombre  des  forces , la  résultante  devra  toujours  être 
dirigée  suivant  AB. 

Cela  établi , menons  par  le  point  de  rencontre  des  forces  trois  axes 
rectangulaires,  en  prenant  AB  pour  un  de  ces  axes.  Les  composantes  de 
la  résultante  suivant  ces  axes  sont  respectivement  égales  aux  sommes 
des  composantes  de  toutes  les  forces  suivant  ces  axes  (1376).  Or  la  com- 
posante de  la  résultante  suivante  AB  est  égale  à cette  résultante;  donc, 
appelant  a,  b, c,...  les  angles  que  font  les  diverses  forces  P,  Q,S... 
avec  AB,  on  a 

R = Pcosa  + Qcoab  +Scoac+..., 


équation  qui  donne  R , quel  que  soit  le  nombre  des  forces. 

Les  projections  de  la  résultante  sur  les  deux  autres  axes  sont  nulles  ; 
donc  les  sommes  des  projections  des  forces  sur  ces  mêmes  axes  sont 
aussi  nulles,  et  en  appelant  a',  b',  c'  et  a",  bf',  c"  les  angles  que  font 
les  forces  avec  les  deux  axes  perpendiculaires  à AB,  on  a 


et 


Pcara'  + Q coi- b' + S«wc’+...  = o 
P cos  a"  -t-  O cos  b"  4-  S cosc."+...  ~ 0 , 


formules  qui  expriment  les  relations  existant  entre  les  forces. 

Ces  formules  peuvent  être  remplacées  par  d’autres  plus  commodes 
dans  la  pratique.  Les  angles  a',  b',  c'...  et  a",  b",  d' ...  ne  se  déterminent 
pas  facilement  On  ramène  ce  cas  à celui  où  toutes  les  forces  seraient 
dirigées  dans  un  plan  perpendiculaire  à AB.  Chacune  des  forces  P,  Q,S... 
peut  se  décomposer  en  deux  autres  dirigées,  l’une  suivant  AB  et  l’autre 
dans  le  plan  perpendiculaire  à AB.  Toutes  les  composantes  dirigées 
suivant  AB  sont  détruites  par  la  fixité  du  point  B.  Toutes  celles  dirigées 
dans  le  plan  perpendiculaire  AB  doivent  avoir ‘une  résultante  nulle 
pour  qu’il  y ait  équilibre;  ces  diverses  composantes  étant  Vsin  a. 
Qsinb,  S sine...,  prenant  dans  le  plan  de  ces  composantes  deux  axes 
rectangulaires,  on  aura  alors  (1376) 


et 


Pain  a cos  a 4-  Qsinb  cos  ? 4-  Saine  cosy+-**  = 0 
P si»  a coa  a'  -t-  Q sin  brosjl'-j-  S sin  c cos  y' 4- ...  = 0. 
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Les  angles  a,  j»,  y...  sont  les  angles  que  font  les  forces  Usina,  Qsin  b... 
avec  l’un  des  axes,  et  a',  y'...  ceux  que  font  ces  mômes  forces  avec 

l’autre  axe  (1376).  11  est  à remarquer  que  ces  angles  sont  faciles  à dé- 
terminer dans  la  pratique,  car  ils  ne  sont  autre  chose  que  les  angles 
formés  par  chacun  des  axes  avec  les  divers  plans  passant  par  AB  et 
chacune  des  forces. 

1130.  Si  toules  les  forces  n'étaient  pas  appliquées  au  même  point 
de  la  droite  AB,  on  les  y ramènerait  en  décomposant  cha- 
cune des  forces  non  appliquées  au  point  considéré  C , 
parexemple  Q,en  deux  forces  parallèles  appliquées  l’une 
au  point  fixe  B et  qui  serait  détruite,  et  l’autre  au  point 
C (1388).  Alors  il  y aurait  équilibre,  quand  il  existerait 
entre  toutes  les  forces  appliquées  et  transportées  au 
point  C les  relations  du  n’  précédent. 

1451.  S'il  y a des  forces  parallèles  à AB,  telle  que  S 
( /?</.  376),  on  remarque  que  la  force  S peut  être  appli- 
quée en  E'  (1412).  Mais  s’il  y a équilibre  dans  le  système 
des  forces  P,  Q , S',  on  ne  le  troublera  pas  en  remplaçant 
la  force  S',  qui  a pour  bras  de  levier  BE',  par  la  force 
S",  appliquée  en  C perpendiculairement  à BC,  tendant  à 
faire  osciller  AB  dans  le  même  sens  que  S'  ou  S,  et  dont  la  valeur  est 
telle  que  l’on  a 


Fig.  376. 

Al 

L •• 

ck~s 


\ 


i , 
18 


5! 

S' 


_ KE 
S _ BC  ’ 


d’où 


S" 


SxFE 
BC  ‘ 


Toutes  les  forces  agissant  comme  S se  transporteraient  de  la  même 
manière , et  on  retomberait  dans  le  cas  du  n°  précédent. 

1452.  Le  cas  du  n°  1431  se  réalise  dans  les  grues  employées  pour  éle- 
ver les  pierres  dans  les  bâtiments  en  construction. 

Le  grand  arbre  AB  tourne  sur  un  pivot  B,  et  il 
est  maintenu  dans  une  position  verticale  par  des 
cordes  fixées  au  point  A et  à des  points  fixes  du 
sol  ou  des  bâtiments  voisins. 

Pour  établir  convenablement  cette  machine,  on 
remplace  le  poids  R par  une  force  horizontale 
R'  appliquée  en  A (1431);  on  prend  de  même  les 
composantes  horizontales  des  tensions  P,  Q,  S,  T 
que  peuvent  supporter  en  toute  sécurité  les  cordes 
qui  fixent  AB;  et  la  force  R',  dans  toutes  les  posi- 
tions qu’elle  peut  prendre  autour  de  A , quand  on 
fait  tourner  la  grue . doit  être  moindre  que  la 
résultante  de  celles  des  composantes  Vsin  a,  Qfinb...  qui  s’opposent  à 
son  action  (ces  composantes  agissant  tout  autour  du  point  A , il  n’y  en 


Fig.  377. 
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aura  qu’un  certain  nombre  d'entre  elles  qui  s'opposeront  à la  force  R1). 
S’il  y a trois  ou  quatre  cordes,  ce  qui  arrive  ordinairement,  il  y aura 
des  positions  où  la  composante  d’une  seule  corde  s’opposera  à R';  pour 
une  telle  position,  on  aura , en  considérant  la  corde  de  tension  P, 

Pi  in  a = R’; 


n' 

d’où  on  conclura  P = — — , valeur  qui  ne  doit  pas  dépasser  la  tension 
sin  a 

que  la  corde  peut  supporter  en  toute  sécurité. 

1453.  Système  de  forces  appliquées  en  un  point  assujetti  à se  mou- 
voir sur  un  plan.  On  décompose  chacune  des 
forces  du  système  en  deux,  l’une  normale 
au  plan  et  l’autre  située  dans  le  plan.  Les 
composantes  normales  sont  détruites  par  le 
plan , et  pour  qu’il  y ait  équilibre  il  suffit  que 
toutes  les  composantes  situées  dans  le  plan 
du  mouvement  se  fassent  équilibre.  Les  condi- 
tions sontalors  ramenées  àcellesd’un  système 
de  forces  situées  dans  un  même  plan  (1377). 
1434.  Système  de  forces  appliquées  en  un  point  assujetti  à se  mou- 
voir sur  une  droite.  Supposons  un  plan  incliné  et  un  corps  A reposant 
sur  ce  plan  ; il  est  évident  que  le  corps  n’étant  sollicité  par  aucune  force 
autre  que  son  poids  P (1316),  il  glissera  en  suivant  la  ligne  de  plus 
grande  pente  du  plan.  Décomposant  la  force  P en  deux  autres,  l’une 
p'=  AC  = P cos  a,  perpendiculaire  à la  ligne  de  plus  grande  pente,  et 
qui  sera  détruite  par  la  fixité  de  cette  ligne;  l’autre  p = AD  = P sinx, 
qui  sera  parallèle  à la  ligne  suivie  par  le  corps,  et  qui  ne  sera  détruite 
qu’en  appliquant  au  point  A une  force  égale  et  contraire  à p.  il  reste 
donc  à déterminer  le  rapport  de  P à p. 

Le  triangle  APD  étant  semblable  à celui  formé  par  le  plan  incliné, 
on  a 


Fig.  378. 


P 

P 


['  d’où  p=pr 


Ainsi  la  puissance  P est  à la  résistance  p comme  la  longueur  1 du 
plan  incliné  est  à sa  hauteur  b. 

Les  mêmes  triangles  semblables  donnent  encore,  b étant  la  base  du 
plan, 

p =L  et  P -ï 

p’~  b e p'~  b‘ 


Il  est  à remarquer  que  l’angle  PAC  est  égal  à l’angle  <*  que  fait  le 
plan  incliné  avec  l’horizon. 
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14313.  Le  centre  de  gravité  d'un  corps  ou  d'un  système  de  corps  est 
le  centre  des  forces  parallèles  dues  à l'action  de  la  pesanteur  sur  les 
molécules  du  corps  ou  du  système  de  corps,  c’est-à-dire  le  point  par  le- 
quel passent  toutes  les  directions  du  poids  de  ce  corps  ou  de  ce  sys- 
tème (1315,  1316, 1400). 

1456.  Comme  on  peut  remplacer  les  actions  de  la  pesanteur  sur  les 
diverses  molécules  d'un  corps  solide  par  leur  résultante,  qui  produit 
absolument  le  même  effet,  on  peut  considérer  le  centre  de  gravité  du 
corps  comme  un  point  auquel  est  appliquée  une  force  égale  et  paral- 
lèle au  poids;  d’où  il  résulte  que  si , dans  les  cas  d’équilibre  des  forces 
que  nous  avons  examinés,  ou  dans  tout  autre  problème  de  mécanique, 
on  veut  tenir  compte  de  la  pesanteur,  il  suffit  de  considérer  chaque 
corps  comme  étant  sollicité  par  une  force  égale  et  parallèle  à son  poids 
et  appliquée  à son  centre  de  gravité,  et  de  combiner  ces  forces  avec  les 
autres  qui  sollicitent  le  système 

1437.  Les  actions  de  la  pesanteur  sur  les  molécules  d’un  corps  solide 
pouvant  être  remplacées  par  le  poids  du  corps  appliqué  à son  centre 
de  gravité  ; on  en  tire  différentes  conséquences  : 

1°  Un  corps  solide  est  en  équilibre  dans  toutes  les  positions  qu’on  lui 
donne  autour  de  son  centre  de  gravité,  quand  on  rend  ce  centre  fixe. 

2°  En  suspendant  un  corps  solide  par  un  fil , quand  il  y a équilibre, 
la  direction  du  fil  passe  par  le  centre  de  gravité  ; car  la  tension  du  fil , 
qui  agit  évidemment  dans  la  direction  de  celui-ci , ne  peut  détruire  le 
poids  du  corps  qu’autant  qu’elle  lui  est  égale  et  directement  opposée,  et 
que  par  conséquent  elle  passe  par  le  centre  de  gravité. 

Suspendant  successivement  un  corps  solide  par  deux  de  ses  points,  la 
rencontre  des  deux  directions  du  fil  à travers  le  corps  donne  le  centre  de 
gravité  ; d’où  il  résulte  un  moyen  mécanique  pour  déterminer  le  centre 


de  gravité  d'un  corps. 

3"  Connaissant  le  centre  de  gravité  de  plusieurs  corps,  pour  déter- 
miner le  centre  de  gravité  de  leur  ensemble,  on  pourra  employer  le 
mode  suivi  pour  la  composition  des  forces  parallèles  (1396),  en  prenant 
ici  pour  forces  les  poids  des  divers  corps,  ou  bien  les  masses,  qui  sont 
proportionnelles  au  poids  (1333).  Ainsi  le  centre  de  gravité  de  deux 


corps  dont  les  poids 


sont.  P et 


trouve  sur  la  droite  qui  joint  les  centres  de  gravité  des  deux  corps,  à 
des  distances  de  chacun  d’eux  qui  sont  réciproquement  proportion- 
nelles aux  poids  ou  aux  masses. 

On  peut  aussi  fixer  la  position  du  centre  de  gravité  d’un  système  do 
corps  en  faisant  usage  des  moments  de  position  (1406),  comme  on  a 

32 
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fixé  le  centre  des  forces  parallèles  par  rapport  à 3 plans,  à 2 axes  ou 
à 1 point,  selon  que  les  centres  de  gravité  partiels  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan,  ou  sont  dans  un  même  plan  ou  sur  une  droite.  Les  équa- 
tions qu’on  obtiendrait  dans  ces  divers  cas  seraient  identiques  à celles 
du  n*  1406  ; seulement  les  forces  seraient  remplacées  par  les  poids  ou 
par  les  masses  dos  corps. 

1458.  D'après  ce  qui  précède,  on  voit  que  la  position  du  centre  de 
gravité  d’un  corps,  par  rapport  à la  surface  de  ce  corps,  dépend  de  la 
manière  dont  toutes  les  molécules  sont  disposées  les  unes  à l’égard  des 
autres  dans  toute  l’étendue  du  corps.  Klle  dépend  donc  : 1"  de  la  forme 
du  corps;  2"  delà  répartition  des  molécules  dans  toutes  ses  parties, 
c'est-à-dire  de  la  densité  relative  de  ces  diverses  parties. 

Dans  la  détermination  du  centre  de  gravité , il  faut  avoir  égard  à ces 
deux  considérations  ; mais  si  le  corps  est  homogène,  c’est-à-dire  égale- 
ment dense  dans  toutes  ses  parties,  on  n'a  plus  à avoir  égard  qu’à  la 
première,  et  alors  la  détermination  du  centre  de  gravité  revient  à la 
résolution  d'un  simple  problème  de.  géométrie. 

1450.  Dans  la  pratique,  les  corps  dont  on  a à déterminer  le  centre 
de  gravité  ont  ordinairement  des  formes  bien  définies  et  étudiées  en 
géométrie;  de  plus  ces  corps  sont  homogènes,  ou  du  moins  on  peut  les 
supposer  tels  (aucun  corps  de  la  nature  n’est  parfaitement  homogène). 
Nous  ne  nous  occuperons  ici  que  de  ces  corps;  et  observons  d’abord  que 
les  corps  étant  homogènes,  on  peut,  dans  la  détermination  des  centres 
de  gravité,  remplacer  les  poids  ou  les  masses  par  les  volumes,  qui  leur 
sont  proportionnels;  ce  qui  ramène  le  problème  à trouver  le  centre  de 
gravité  des  volumes.  Si  les  corps  n'ont  que  l’épaisseur  d’une  molécule , 
les  poids,  les  masses  et  les  volumes  sont  proportionnels  aux  surfaces 
matérielles  formées  parles  corps,  et  le  problème  est  ramené  à trouver 
le  centre  de  gravité  des  surfaces.  On  est  de  même  amené  n trouver  le 
centre  de  gravité  des  lignes , quand  la  largeur  et  l’épaisseur  des  corps 
sont  partout  celles  d’une  molécule. 

CENTRES  DE  GRAVITÉ  DES  FIGURES. 

1440.  On  nomme  centre  de  figure , tout  point  qui  est  tel  qu’un  plan 
quelconque  qui  le  contient  coupe  la  figure  en  deux  parties  égales.  Ce 
point  est  le  centre  de  gravité  de  la  figure  ; car,  considérant  l’un  quel- 
conque des  plans  sécants,  les  moments  des  deux  parties  du  cor|>s  par 
rapport  à ce  plan  sont  égaux  comme  composés  des  mêmes  moments 
élémentaires,  et  comme  ces  deux  moments  sont  de  signes  contraires , 
leur  somme,  c'est-à-dire  le  moment  total  de  la  figure,  est  égal  à zéro, 
ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu’autant  que  le  centre  de  gravité  est  sur  le 
plan  (1406)  ; comme  il  doit  de  même  se  trouver  sur  tout  autre  plan  sé- 
cant, il  est  l'intersection  de  tous  ces  plans,  c’est  à-dire  le  centre  de  figure. 
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Il  en  résulte  que  le  centre  de  gravité  : 

1»  D'une  ligne  droite  est  le  milieu  de  cette  droite; 

2"  Du  périmètre  ou  de  la  surface  d’un  parallélogramme  est  le  point 
d’intersection  des  deux  diagonales  (571)  ; 

3"  Du  périmètre  ou  de  la  surface  d’un  polygone  régulier  est  son 
centre  (657); 

5”  De  la  circonférence  ou  du  cercle  est  le  centre; 

5"  De  l’ellipse  ou  de  sa  surface  est  son  centre  (1055, 1056)  ; 

G”  De  deux  arcs  d’hyperbole  symétriques  par  rapport  au  centre  de 
l’hyperbole  est  ce  centre  (1092)  ; 

7"  Des  arêtes,  ou  de  la  surface,  ou  du  volume  d’uu  parallélipipède  est 
le  point  de  rencontre  des  diagonales  (757)  ; 

8-*  De  la  surface  ou  du  volume  d’un  polyèdre  régulier  est  le  centre 
(851); 

9“  De  la  surface  ou  du  volume  de  la  sphère  est  le  centre  ; 

10“  De  la  surface  latérale,  ou  de  la  surface  totale,  ou  du  volume  d’un 
cylindre  droit  à base  circulaire  (770) , est  le  milieu  de  l’axe  du  cy- 
lindre; 

11“  De  la  surface  ou  du  volume  de  l’ellipsoïde  de  révolution  est  le 
centre  (1081). 

I 11  1.  Trouver  le  centre  de  gravité  de  deux  droites.  On  joint  les 
centres  de  gravité,  c'est-à-dire  les  milieux , des  deux  droites;  puis  on  * 
divise  la  droite  qui  en  résulte  en  parties  réciproquement  proportion- 
nelles aux  poids  des  droites  ou  à leur  longueur.  Cela  revient  à trouver 
le  centre  de  gravité  de  l’ensemble  de  deux  corps  dont  les  poids  sont 
proportionnels  aux  longueurs  des  deux  droites,  et  dont  les  centres  de 
gravité  sont  ceux  des  droites  (1537). 

Pour  trois  ou  pour  un  nombre  quelconque  de  droites,  ou  pour  le  con- 
tour d'un  polggone,  on  détermine  de  môme  le  centre  de  gravité,  eu 
considérant  chaque  droite  ou  côté  comme  étant  un  poids  proportionnel 
à sa  longueur  et  appliqué  en  sou  milieu , et  en  opérant  comme  pour  la 
composition  des  forces  parallèles  (1396). 

Pour  déterminer  le  centre  de  gravité  de  plusieurs  surfaces  on  opére- 
rait absolument  de  la  même  manière,  seulement  les  poids  que  l’on  sup- 
poserait appliqués  aux  centres  de  gravité  dos  surfaces  seraient  propor- 
tionnels à ces  surfaces. 

Pour  plusieurs  volumes,  ou  prend  pour  poids  ces  volumes,  et  on 
opère  encore  comme  pour  la  composition  des  forces  parallèles. 

Dans  ces  divers  cas,  on  peut  aussi  déterminer  la  position  du  centre 
de  gravité  de  l’ensemble  des  figures  à l’aide  des  moments  de  chaque 
ligne,  ou  de  chaque  surface,  ou  de  chaque  volume  (1537), 

I Wi.  Le  centre  de  gravité  du  périmètre  d’un  triangle  ABC  est  le 
centre  G du  cercle  inscrit  au  triangle  DEF  dont  les  sommets  sont  les 
milieux  des  côtés  opposés  du  triangle  proposé. 
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En  effet,  le  centre  de  gravité  de  l’ensemble  des 
côtés  AB,  AC  est  le  point  H , tel  qu’on  l’on  a (1441) 

DH  : HE  = AC  : AB  = EC  : DB. 

Ayant  EC  = DF  et  DB  = EF,  comme  parallèles 
comprises  entre  parallèles,  on  a 

DI1  : HE  = DF  : EF.. 


Menant  FH , le  centre  de  gravité  cherché  est  sur  cette  ligne;  et,  dans 
le  triangle  FDE , la  droite  FH  divisant  la  base  DE  en  deux  segments  pro- 
portionnels aux  côtés  adjacents,  cette  droite  est  la  bissectrice  de  l'angle 
DFE  (617).  Par  la  même  raison,  le  centre  de  gravité  étant  sur  la  bis- 
sectrice El  de  l’angle  DEF,  le  point  de  rencontre  G des  deux  bissec- 
trices est  le  centre  de  gravité  cherché,  qui  est  donc  bien  le  centre  du 
cercle  inscrit  au  triangle  DEF  (604). 

1445.  Le  centre  de  gravité  d'un  arc  de  cercle  AB  est  situé  sur  le 
3g0  rayon  OC  perpendiculaire  à la  corde  AB,  à une 

distance  OG  du  centre,  telle  que  l’on  a 


OG  : OC  = AB  : arc  ACB, 

ou,  en  représentant  OG  par  x,  le  rayon  OC  par  r, 
la  corde  AB  par  c,  et  la  longueur  de  l’arc  ACB 
par  a, 

...  c 

x :r  = c:  a,  doù  x = r-. 


D’abord  le  centre  de  gravité  de  cet  arc  se  trouve  dans  le  plan  de  cet 
arc,  ce  qui  a lieu  pour  une  courbe  plane  quelconque  (1440).  Il  se  trouve 
de  plus  sur  OC,  qui  divise  AB  en  deux  parties  égales  symétriques. 
Il  suffit  donc  de  déterminer  la  distance  OG.  Menons  un  axe  OX  perpen- 
diculaire à OC.  I,e  moment  a x x de  l’arc  total  par  rapport  à cet  axe  est 
égal  à la  somme  des  moments  de  tous  ses  éléments.  Considérant  l'élé- 
ment MM',  assez  petit  pour  qu’on  puisse  le  considérer  comme  se  con- 
fondant avec  sa  corde,  son  moment  est  MM'  x ID,  le  point  I étant  le 
milieu  de  MM';  mais  menant  MN  parallèle  à OX  et  M’N  à OC , et  joignant 
01,  les  deux  triangles  MM'N  et  ODI  sont  semblables  comme  ayant  les 
côtés  perpendiculaires  (613) , et  ils  donnent 


MM':  MIS  = 01  : 1D, 
d’où,  en  remarquant  que  MN=PP', 


MM  x ID = PP'x  r. 

Ainsi  le  moment  de  MM'  est  égal  au  rayon  multiplié  par  la  projection  de 
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MM'  sur  la  corde.  Tous  les  autres  éléments  ont  pour  moment  une  expres- 
sion semblable,  et  lour  ensemble,  ou  l'arc  total,  a pour  moment  le 
rayon  multiplié  par  la  somme  des  projections  des  divers  éléments  sur 
la  corde,  c’est-à-dire  le  produit  du  rayon  par  la  corde;  on  a donc 


d’où 


axx  — cxr; 


x ; r 


c : a et  x 


c 

r -. 
a 


1 444.  Le  centre  de  gravité  de  la  surface  d'un  triangle  ABC  se  trouve 
sur  la  droite  AD  qui  joint  le  sommet  au  milieu  de  la  base,  à une  dis- 

1 2 

tance  GD  — - AD  de  la  base  ou  à une  distance  GA  = - AD  du  sommet. 


Fig.  381. 


/ 

/ cL-A 
>¥\ 


Supposons  que  AD  soit  divisé  en  parties  infiniment 
petites,  et  que  par  tous  les  points  de  division  on  a 
mené  des  parallèles  à BC  ; la  surface  du  triangle  sera 
alors  divisée  en  une  infinité  de  tranches,  lesquelles, 
étant  divisées  chacune  en  deux  parties  égales  par  AD, 
ont  toutes  leur  centre  de  gravité  sur  cette  droite  ; 
d’où  il  résulte  que  leur  ensemble,  c’est-à-dire  le 
B D c triangle,  a son  centre  de  gravité  sur  AD.  On  prouve- 
raitdo  même  que  le  centre  de  gravité  est  sur  BE,  qui 
joint  le  sommet  B au  milieu  du  côté  opposé  AC;  il  est  par  conséquent 
le  point  de  rencontre  G des  deux  droites  AD,  BE.  La  droite  joignant  le 
troisième  sommet  G au  milieu  du  côté  opposé  AB  passerait  aussi  par  le 
point  G (606). 

Menant  DE,  cette  droite  divisant  CA  et  CB  en  deux  parties  égales, 
elle  est  parallèle  à AB,  et  en  est  la  moitié;  de  plus,  les  deux  triangles 
semblables GDE  et  GAB  donnent  (611, 612,  613) 


GD:GA=DE:  AB; 


1 1 

mais  DE  = ÿ AB,  donc  GD=  - GA,  et,  par  suite, 

GD=  | AD  et  GA=|  AD. 

O O 

Remarque.  Menant  par  le  centre  de  gravité  G une  parallèle  à la 

1 

base  BC,  elle  rencontrerait  la  hauteur  du  triangle  au  ^ à partir  de  la 
base  (609)  ; ainsi  la  distance  du  centre  de  gravité  d'un  triangle  à la 
base  est  égale  au*,  de  la  hauteur. 

O 
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1 4415.  Centre  de  gravité  d'un  trapèze  A BCD.  D’après  les  raisons  déjà 
données  pour  le  triangle  (lltüti),  le  centre  de 
gravité  se  trouve  sur  la  droite  EF  qui  joint  les 
milieux  des  deux  bases,  g et  g‘  étant  les  centres 
de  gravité  des  deux  triangles  BCO,  B AD  (1466) , 
le  centre  de  gravité  de  leur  ensemble,  c'est-à- 
dire  du  trapèze,  est  aussi  sur  gg\  et  il  est  par 
conséquent  le  point  de  rencontre  G de  EF  avec 
° 99- 

La  position  du  centre  de  gravité  G sur  EF  est  aussi  déterminée  quand 
on  connaît  sa  distanœ  Gl  à la  base  BC  ; car  une  parallèle  à BC  menée  à 
une  distance  GL  fle  cette  droite  rencontre  EF  en  G. 

A l’aide  du  théorème  des  moments,  nous  allons  déterminer  la  distance 
Gl  en  fonction  des  bases  et  de  la  hauteur  du  trapèze.  Dans  la  pratique, 
pour  trouver  les  distances  moyennes  de  transport  des  terrassements, 
on  a souvent  à déterminer  Gl  de  cette  manière. 

Désignons  la  base  BC  par  6,  celle  AD  par  6’,  et  la  hauteur  II l du  tra- 
pèze et  des  deux  triangles  BCD  et  BAD  qui  le  composent  par  h.  g et  g" 
étant  les  centres  de  gravité  de  ces  triangles,  la  perpendiculaire 

gi = | h,  et  celle  g’i'—  | A (1444). 

U O 

Le  moment  du  trapèze  par  rapport  à BC  est  égal  à la  somme  des 
moments  des  deux  triangles;  on  a donc  (036.  640) 


(6+  é1)  x GI: 


^xbxgi+~xb'xg’t\ 


2-  se  détruit , et  il  vient 


(6  + 6')  x GI  » ~ A6  + \ hb'=  | A (6  + 26'), 


d’où 


ri  _ 1 a b + W 
fiI_  3 A 6+6" 


En  opérant  par  rapport  à la  base  6',  on  aurait  trouvé 


rl(_l  , *'+26 
gh~3  h y-r/7’ 


valeur  que  l’on  aurait  directement  en  retranchant  de  h la  valeur  trouvée 
pour  GI. 

Remarque.  Désignant  ËF  par  /;  on  a 

gf  : gi  = / : a, 

d’où  l’on  tire,  on  remplaçant  GI  par  sq  valeur  et  en  remarquant  que  A 
se  détruit. 
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1 6 + 36' 


Par  la  même  raison  on  a GE  = ^ / -^.  + fj'. 

Des  valeurs  précédentes 
de  GF  et  GE,  on  conclut, 
en  simplifiant, 

GF;GE  = (6+26'):{&'+2è) 

ou,  en  divisant  par  2 les 
termes  du  second  rapport , 

GF  ; GE  = Q + 6')  : (|'+fc). 

D’où  l’on  conclut  encore  un  moyen  géométrique  très-simple  pour  dé- 
terminer la  position  du  centre  de  gravité  G sur  la  droite  EF.  On  prend 
AT  = BC  et  CS=AD,  et  menant  ST,  cette  droite  rencontre  EF  au 
centre  de  gravité  G.  En  effet,  les  deux  triangles  semblables  GFS  et 
GF.T  donnent  bien 

GF  ; GE  = FS  : ET 
ou 

GF:  GE=  Q + è')  : (£  + *>)• 


1 4AC.  Centre  de  gravité  d'un  quadrilatère  quelconque  ABCD. 

Menons  la  diagonale  BD,  dont  le  milieu  est 
1 1 

le  point  E;  prenons  Kg—  AF.  et  E g’=  3 CE, 

g et  g’  sont  les  centres  de  gravité  des  triangles 
AUD  et  BCD  (14A4).  Le  quadrilatère,  qui  se 
compose  de  ces  deux  triangles,  a son  centre 
de  gravité  sur  la  droite  gg’.  Pour  l’obtenir,  il 
suffit  de  mener  AC , de  prendre  Ail  = CF  ou 
CB  = AF,  de  joindre  F.,  H , et  le  point  G,  où 
la  droite  qui  eu  résulte  rencontre  gg,  est  le 
centre  de  gravité  cherché. 

La  droite  gg'  étant  parallèle  à AC  (612) , on  a (610) 

jrG  ; g’G  = AH  : CH  = CF  : AF. 

Les  triangles  rectangles  semblables  AFK  et  CIF  donnent 

CF:  AF=  Ci  : AK. 


Fig.  384. 

A 
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Les  triangles  ABD  et  BCD  ayant  même  base  BD,  sont  entre  eux  comme 
leurs  hauteurs  (637) , donc 

CI  : AK  = BCD  : ABD. 


Toutes  ces  proportions  étant  liées  entre  elles  par  un  rapport  commun, 
on  a 

gG  : g'G  ::  BCD  : ABD. 

Ce  qui  fait  voir  que  gg'  est  divisée  au  point  G en  parties  réciproque- 
ment proportionnelles  aux  triangles  ABD  et  BCD,  et  que  par  conséquent 
ce  point  est  bien  le  centre  de  gravité  du  quadrilatère. 

1447.  Pour  déterminer  le  centre  de  gravité  d'un  polygone  quel- 
conque, on  le  décompose  en  quadrilatères,  ou  mieux  en  triangles,  dont 
on  détermine  les  centres  de  gravité;  on  cherche  ensuite  le  centre  de 
gravité  de  l’ensemble  de  toutes  ces  figures,  c’est-à-dire  celui  du  poly- 
gone proposé,  d’après  la  règle  générale  pour  composer  des  forces  pa- 
rallèles, ou  en  employant  les  moments  (1441). 

1448.  Centre  de  gravité  d'un  secteur  circulaire  OAB.  Considérant  le 
secteur  comme  étant  eomposé  d’une  infinité  de 
triangles  isocèles  ayant  pour  sommet  commun  le 
centre  O,  et  pour  bases  les  différents  éléments  de 
l'arc  AB,  les  centres  de  gravité  de  tous  ces  triangles 
seront  uniformément  répartis  sur  l’arc  ab,  dont  le 

2 

rayon  Oc  = = OC  (1444) , et  le  centre  de  gravité  de 

O 

cet  arc  sera  celui  du  secteur. 

Or  G étant  ce  centre  de  gravité,  on  a (1443) 


Fig.  395. 


OG  = Oc  x 


corde  ab 
arc  acb  ’ 


2 2 2 

Comme  0c=50C,  corde  aô=  - corde  AB  et  arc  acb  = - arc  ACB , 

O O O 


désignant,  comme  au  n“  1443,  corde  AB  par  c,  arc  ACB  par  a et  OC 
par  r,  il  vient 


nr_2r3  _2  c 

0G:a*5rr  ”âr5- 

3 ° 


1449.  Centre  de  gravité  d’un  segment  circulaire  ABC  (flg.  385). 

Ce  centre  de  gravité  se  trouve  sur  OC  (1440).  Soit  S la  surface  du  sec- 
teur OACB,  T celle  du  triangle  OAB;  celle  du  segment  est  S— T.  Soit, 
de  plus,  D,  d et  x les  distances  respectives  du  point  O aux  centres  de 
gravité  du  secteur,  du  triangle  et  du  segment  (1444, 1448).  Le  moment 
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du  segment  par  rapport  au  point  O est  égal  à la  différent  des  moments 
du  secteur  et  du  triangle  par  rapport  au  môme  point;  donc 

(S — T]i  = SxD — Txd,  d’où  x= 


Désignant  par  a la  longueur  de  l’arc  ACB,  par  c celle  de  la  corde  AB, 
par  h la  hauteur  OD  du  triangle  OAB,  et  par  r le  rayon  OA , on  a 

D=jjr£,  S=îar,  T=^  Ac,  S— T=£(ar— Ac),  et-  Par 


suite. 


1 2 c 1 . 2 . 

2arX3r5“2Ac><3A 


2 (ar—hc) 


2 c(r* — h') 

3 ar—hc  ' 


. , _ c1 

ou,  en  remarquant  que  r'—  ^ * 

C* 

x~  6 (ar  — hcj 


1 4BO.  Le  centre  de  gravité  d'une  zone  sphenque  comprise  entre  les 
deux  plans  parallèles  AB,  CD  art  situé  sur  le  rayon  OF  -perpendiculaire 
aux  plans  AB,  CD,  au  point  G milieu  de  la  distance  FH  de  ces  plans. 

La  surface  d’une  zone  étant  proportionnelle  à sa  hau- 
teur (870) , en  considérant  la  zone  proposée  comme  dé- 
composée en  zones  élémentaires  par  des  plans  équi- 
distants parallèles  à AB,  les  centres  de  gravité  de  toutes 
ces  zones  de  même  surface  seront  répartis  uniformé- 
ment sur  toute  la  longueur  de  FH,  et  le  centre  de  gra- 
vité de  leur  ensemble,  c’est-à-dire  de  la  zone  proposée, 
sera  bien  situé  au  milieu  de  cette  droite. 

La  zone  pourrait  n’avoir  qu’une  base  ; et  si  la  deuxième 
base  devenait  tangente  à la  sphère,  la  zone  serait  la 
surface  de  la  sphère,  dont  le  centre  de  gravité  serait 
bien  au  centre  (1/tàO). 

1481.  Le  centre  de  gravité  d’un  prisme  est  au  milieu  de  la  droite  qui 
joint  les  centres  de  gravité  des  deux  bases  (739).  En  effet , décomposant 
le  prisme  en  tranches  infiniment  minces  par  des  plans  équidistants 
parallèles  aux  bases  du  prisme,  les  centres  de  gravité  de  ces  tranches 
égales  se  répartiront  uniformément  sur  la  droite  qui  joint  les  centres 
de  gravité  des  deux  bases  du  prisme,  et  le  centre  de  gravité  de  leur 
ensemble,  c’est-à-dire  du  prisme,  se  trouvera  bien  au  milieu  de  cette 
droite. 

Remarque  1,  Le  centre  de  gravité  du  prisme  est  le  centre  de  gravité 


Fig.  386. 

A 

<\ 


«u. 


c ,**  o 
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de  la  section  faite  à égale  distance  des  bases  par  un  plan  parallèle  à ces 

bases. 

Remarque  2.  Ce  qui  vient  d’être  dit  pour  le  prisme  est  applicable  à 
un  cylindre  quelconque  (776. 14à0). 

1 4.! >2.  Le  centre  de  gravité  d'une  pyramide  triangulaire  SABC  se 
trouve  sur  la  droite  SD  qui  joint  le  sommet  S de  la  pyramide  au  centre 

de  gravité  D de  la  base,  et  au  point  G,  tel  que  l'on  a GD=  ^ SD  ou 

GS  = ? SD. 
h 


Fig.  337. 


8 


E étant  le  milieu  de  AB,  en  prenant  ED  = * EC, 

ü 


le  point  D est  lecentre  de  gravité  de  la  base  (14AA). 
Menant  SE  et  SD,  si  l’on  coupe  la  pyramide  par 
un  plan  quelconque  parallèle  à la  base,  le  milieu 
de  la  base  de  la  section  qui  en  résultera  se  trou- 
vera sur  SE,  et  le  centre  de  gravité  de  cette  sec- 
tion sera  sur  SD.  Cela  établi,  considérant  la  py- 
ramide comme  composée  de  tranches  infiniment 
petites,  toutes  comprises  entre  des  plans  paral- 
lèles à la  base  ABC,  chacune  de  ces  tranches  aura  son  centre  de  gra- 
vité sur  SD  j par  suite,  leur  ensemble,  c’est-à-dire  la  pyramide,  aura  le 
sien  sur  cette  même  droite. 

De  même,  considérant  le  point  G comme  étant  le  sommet  de  la  pyra- 
mide, prenant  EF=  ^ ES,  le  centre  de  gravité  de  la  pyramide  se  trou- 
vera sur  CF  ! il  sera  dono  le  point  de  rencontre  G des  deux  droites 
SD,  CF. 

Menant  DP,  cette  droite  divisant  ES  et  EC  en  parties  proportionnelles, 
elle  est  parallèle  à SC,  et  les  deux  triangles  semblables  EDF  et  ECS 
donnent 

ED  : EC  = DF  : CS, 

d’où  l’on  conclut,  ED  étant  le  ^ de  EC,  DF—  l CS. 

o 3 

Les  deux  autres  triangles  semblables  GDF  et  GCS  donnent 
GD  : GS  = DF  : CS, 
d’où , DF  étant  le  | de  GS,  on  conclut  bien 

GD=  | GS,  c’est-à-dire  GD=  \ SD. 

o A 

Remarque.  Menant  la  hauteur  SH  de  la  pyramide  et  la  perpendicu- 
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laire  GI  à la  base,  on  a GI=  ^ SH.  Ainsi  la  distance  du  centre  de 
gravité  à la  base  est  égale  au  quart  de  la  hauteur  de  la  pyramide. 

14.13.  Considérant  une  pyramide  quelconque  comme  composée  de 
pyramides  triangulaires  ayant  même  sommet,  et  pour  bases  les  divers 
triangles  qui  composent  la  base  de  la  pyramide  proposée,  toutes  ces 
pyramides  partielles  ont  leurs  centres  de  gravité  situés  sur  un  même 
plan  parallèle  à la  base,  et  distant  de  cette  base  d’une  quantité  égale  au 
1/4  de  la  hauteur  de  la  pyramide  ; par  conséquent  leur  ensemble,  c’est- 
à-dire  la  pyramide  proposée,  a son  centre  de  gravité  situé  sur  le  même 
plan  ; et  comme,  d’après  des  considérations  analogues  à celles  posées 
pour  la  pyramide  triangulaire,  le  centre  de  gravité  se  trouve  aussi  sur 
la  droite  qui  joint  le  sommet  au  centre  de  gravité  de  la  base,  on  peut 
donc  dire  que  le  centre  de  gravité  d'une  pyramide  quelconque  se  trouve 
sur  la  droite  qui  joint  le  sommet  au  centre  de  gravité  de  la  base,  au 
quart  de  cette  ligne  à partir  de  la  base. 

1434.  Considérant  un  cône  comme  ‘étant  une  pyramide  dont  la 
base  est  un  polygone  d’une  infinité  de  côtés,  ce  qui  vient  d’être  dit 
pour  la  pyramide  s’applique  également  au  cône  (782). 

1488.  Remarque.  Deux  corps  égaux , dont  les  centres  de  gravité  sont 
les  sommets  A et  B ( Jig . 387) , ont  pour  centre  de  gravité  le  point  E 
(3*.  Ià37)  ; si  un  troisième  corps,  égal  à chacun  des  premiers,  a le  som- 
met C pour  centre  de  gravité,  le  centre  de  gravité  de  l'ensemble  des 
trois  corps  est  le  point  Dj  S étant  le  centre  de  gravité  d’un  quatrième 
corps  égal , le  centre  de  gravité  de  l’ensemble  est  le  point  G.  D’où  l’on 
conclut  : 

1”  Que  deux  corps  égaux  ont  même  centre  de  gravité  que  la  droite 
qui  joint  leurs  centres  de  gravité  ; 

2’  Que  trois  corps  égaux  ont  pour  centre  de  gravité  celui  du  triangle 
qui  a pour  sommets  les  centres  de  gravité  des  trois  corps  ; 

3“  Que  le  centre  de  gravité  de  quatre  corps  égaux  est  celui  de  la  py- 
ramide dont  les  sommets  sont  les  centres  de  gravité  des  corps. 

148G.  Centre  de  gravité  d'un  tronc  de  pyramide  à bases  paral- 
lèles (8ù8).  Ce  centre  de  gravité  se  trouve  sur  la  droite  qui  joint  les 
centres  de  gravité  des  deux  bases  du  tronc , droite  qui  passe  par  le 
sommet  commun  des  deux  pyramides;  11  s’agit  d’avoir  sa  distance  x à 
ce  sommet  commun.  Par  rapport  à ce  sommet,  le  moment  du  tronc  T 
est  égal  au  moment  de  la  pyramide  totale  P,  moins  celui  de  la  pyra- 
mide retranchée  p.  U et  à étant  les  distances  des  centres  de  gravité 
des  pyramides  à leur  sommet  commun , on  a donc 

_ „ „ , ,,  . PxD  — pxd  . 

Txï  = PxD—  pxd,  d’où  x= l.  r — • 
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Fig.  388. 

A 


Le  centre  de  gravité  d'un  tronc  de  cône  à bases  parallèles  se  trou- 
verait à l'aide  de  la  même  expression. 

1487.  Centre  de  gravité  d'un  secteur  sphérique  OABCD,  engendré 
par  le  secteur  circulaire  OAC  qui  fait  une  révolu- 
tion autour  du  rayon  extérieur  OE. 

Considérant  ce  secteur  comme  composé  de  pyra- 
mides infiniment  petites,  ayant  pour  sommet  com- 
mun le  centre  O,  et  pour  bases  les  divers  éléments 
de  la  zone  ABCD,  base  du  secteur,  les  centres  de 
gravité  de  ces  pyramides  élémentaires  seront  ré- 
partis uniformément  sur  la  zone  abcd,  dont  le 

rayon  Oa  = - OA  (1452).  Le  centre  de  gravité  cher- 
ché est  donc  celui  de  cette  zone,  et  il  est  par  con- 
séquent le  point  G , milieu  do  if  (1450). 

Prenant  ie  = Of,  on  a OG  = ^ Oe=  | (0/+Oi),ou,  en  remarquant 
que  0/=  y OF  et  Oi  = ? 01,  OG  = f (OF  4-  01). 

a a o 


Si  le  secteur  sphérique  était  engendré  par  le  secteur  circulaire  OAE 
tournant  autour  de  OE,  l’expression  de  OG  serait  encore  la  môme, 
seulement  01  serait  remplacé  par  le  rayon  OE. 

1488.  Détermination  du  centre  de  gravité  (Tune  surface  plane  quel- 


conque. 

On  décompose  la  surface  en  un  nombre  pair 
n de  bandes,  par  des  droites  parallèles  équidis- 
tantes dont  les  extrêmes  sont  tangentes  à la  sur- 
face. Le  moment  de  chaque  bande  par  rapport  à 
la  première  parallèle  est  égal  au  produit  de  sa 
surface  par  la  distance  de  son  centre  de  gravité  à 
cette  parallèle.  Soient  a„,  a„  a,...  a„  les  lon- 
gueurs des  parallèles,  et  y0,  y„  y,...  yn  leurs  dis- 
tances respectives  à la  première  parallèle  Oa;;  les 
moments  des  parallèles  par  rapport  à Ox  sont  res- 
pectivement atxy0,  a,  x y, , a, x y,...  a,  x y, , 
et  si  l’on  considère  ces  moments  comme  étant  les  ordonnées  Y0,  y,, 
Y,...  Yn  d’une  courbe  dont  les  abscisses  sont  les  distances  y0,  y, , y,...  des 
diverses  parallèles  à la  première  Ox,  l’aire  de  cette  courbe  représen- 
tera le  moment  de  la  surface  donnée  par  rapport  4 Ox.  Ainsi,  Ii  étant  la 
hauteur  de  la  surface,  c’est-à-dire  la  distance  des  deux  parallèles  ex- 
trêmes, S la  surface,  et  Y la  distance  de  son  centre  de  gravité  à la  pre- 
mière parallèle  Ox,  on  a,  en  appliquant  la  formule  de  Simpson  (1178), 


Fig.  389. 


Sx  Y — — [Y0  + Y,  + 4(Y,  + Yj  +...  -f  Yn-, 


) + 2(Y,  + Yt+...  + Yn-J]. 
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Formule  de  laquelle  on  tire  la  valeur  de  Y. 

Ayant  y,  = 0,  on  a aussi  a,xy,  = ïo=0. 

Si  la  surface  a un  axe  de  symétrie  perpendiculaire  à Or,  le  centre  de 
gravité  se  trouve  sur  cet  axe,  et  il  est  déterminé  par  la  seule  valeur  de 
Y.  Dans  le  cas  où  il  n’y  aurait  pas  d’axe  de  symétrie,  en  opérant  pour 
un  second  axe  O y,  comme  on  vient  de  le  faire  pour  Or,  on  détermine- 
rait la  distance  X du  centre  de  gravité  de  la  surface  à cet  axe,  et  con- 
naissant Y et  X,  le  centre  de  gravité  serait  déterminé. 

14<59.  Détermination  du  centre  de  gravité  d’un  corps  quelconque.  Si 
le  corps  est  cylindrique  (776),  son  centre  do  gravité  est  celui  de  la  sec- 
tion faite  au  milieu  de  sa  longueur  par  un  plan  parallèle  aux  bases  du 
cylindre,  et  le  problème  est  ramené  à celui  du  n°  précédent 

Dans  le  cas  où  le  corps  est  quelconque,  on  suit  encore  une  marche 
analogue  à celle  du  n“  précédent.  Ainsi  on  partage  le  corps  en  un  nom- 
bre pair  n de  tranches  par  des  plans  parallèles  équidistants , dont  le 
premier  zOx  et  le  dernier  sont  tangents  au  corps;  on  détermine  les 
surfaces  a0,  a,,  a,...  des  sections  faites  dans  le  corps  par  ces  plans,  et 
les  distances  y,,  y,,  y,...  de  ces  sections  à la  première  iOz.  Les  pro- 
duits a,xy0,  a,xy,,  o,xyr..  senties  moments  des  sections  par  rap- 
port au  plan  xOz,  et  considérant  ces  moments  comme  étant  les  ordon- 
nées Y0,  Y,,  Y,...  d’une  courbe  dont  les  abscisses  sont  les  distances  y0 , 
y, , y,...  des  sections  à la  première  zOz,  l’aire  de  cette  courbe  repré- 
sente le  moment  du  corps  par  rapport  au  plan  iOz,  Ainsi  V étant  le 
volume  du  corps  et  Y la  distance  de  son  centre  de  gravité  au  plan  iOz, 
on  a 

V X Y = £ [Y,  + Y„  + U(  Y,  + Y,  +...  + Y,_j)  + 2(Y,  + Y»  +...+  Y»-,)]. 

Formule  de  laquelle  on  tire  la  valeur  de  Y. 

On  trouverait  de  même  les  distances  X et  Z du  centre  de  gravité  du 
corps  à deux  autres  pians  yOz  et  xOy  tangents  au  corps.  On  a soin  de 
choisir  les  trois  plans  tangents  perpendiculaires  entre  eux,  et  le  contre 
de  gravité  se  trouve  déterminé  par  ses  distances  X,  Y et  Z à ces 
plans  (960). 

1460.  Théorème  de  Gulditu 

Ce  théorème,  qui  repose  sur  les  propriétés  des  centres  de  gravité,  se 
divise  en  deux  parties  : 

1”  fn  surface  S,  engendrée  par  une  courbe  plane  quelconque  AB,  qui 
fait  une  révolution  entière  autour  d'un  axe  CD  situé  dans  son  plan,  a 
pour  mesure  la  longueur  h de  la  courbe  génératrice,  multipliée  par 
la  circonférence  2^Y  que  décrit  le  centre  de  gravité  de  la  courbe; 
ainsi  (667) 

S=feYxL. 
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Fig'  3»o.  Considérons  un  élément  quelconque  MN  de  la 

courbe.  Pendant  la  révolution*  cet  élément  en- 
ü gendre  la  surface  latérale  d'un  tronc  de  cône. 
Cette  surface  a pour  mesure  2 ny  x MN,  y étant 
mené  au  milieu  de  MN  (867).  y xMN  est  le  mo- 
c " 1 b ment  de  l'élément  MN  par  rapport  à CD.  La 

surface  décrite  par  chacun  dœ  autres  éléments 
ayant  pour  mesure  une  expression  analogue,  la 
surface  décrite  par  tous  les  éléments,  c’est-à-dire  par  la  courbe  AB,  a 
pour  mesure  la  somme  de  toutes  ces  expressions,  c’est-à-dire  2 r.  multi- 
plié par  la  somme  des  moments  des  divers  éléments,  ou  2*  multiplié 
par  le  moment  Y x L de  la  courbe;  on  a donc  bien 


S = 2ttïxL. 

Remarque.  SI  la  révolution  de  la  courbe  génératrice  n’était  pas  com- 
plète, la  surface  décrite  aurait  pour  mesure  la  courbe  génératrice  mul- 
tipliée par  l’arc  décrit  par  son  centre  de  gravité. 

2"  Le  solide  engendré  par  une  surface  plane  quelconque  ABC,  pen- 
dant une  révolution  entière  autour  de  l'axe  DE  situé  dans  son  plan, 
a pour  mesure  le  produit  de  la  circonférence  2itY,  décrite  par  son 
centre  de  gravité  G,  multipliée  par  la  surface  génératrice  S;  ainsi  on 
a (667) 

Yt=27iïx8. 


Considérant  le  solide  engendré  par  la  sur- 
face ABC  comme  composé  de  tranches  infini- 
ment minces,  déterminées  par  des  plans  per- 
pendiculaires à DE,  l’une  quelconque  de  ces 
tranches,  par  exemple  celle  engendrée  par  le 
trapèze  MNnm,  peut  être  considérée  comme 
étant  très-approximatlvement  la  différence 
de  deux  cylindres  droits  ayant  PO  pour  hau- 
teur commune,  et  pour  rayons,  l’unIp  = R,  et  l’autre  ip—r;  son  vo- 
lume est  donc  (859) 

k(R>— r*)xPO=:-(R  + r)(R— r)xPO.  (646) 

Remarquant  que  (R— r)xPO  est  la  surface  s du  trapèze  MNtwi  (640), 
R -j-  r 

*lue  g — l’ordonnée  y du  centre  de  gravité  de  ce  trapèze  et  que 

par  suite  tt(R  + r)  = 2ry,  il  en  résulte  que  le  volume  de  la  tranche  est 
2-ys;  c’est  2 TT  multiplié  par  le  moment  du  trapèze.  Toutes  les  autres 
tranches  ayant  même  expression,  et  le  volume  de  toutes  ces  tranches 
étant  la  somme  de  toutes  ces  expressions,  il  est  donc  2-  multiplié  par 
la  somme  des  moments  de  tous  les  trapèzes  qui  composent  la  surface, 


Kig.  39t. 
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c'est-à-dire  2 « multiplié  par  le  moment  de  la  Surface,  ce  qui  donne 
bien 

V = 2-Yx§. 

Remarque.  Comme  au  1”,  si  la  révolution  n’était  pas  complète,  le 
volume  engendré  serait  S multiplié  par  l’arc  décrit  par  le  centre  de 
gravité. 

CORPS  EXÉCUTANT  UN  MOUVEMENT  DE  ROTATION  AUTOUR  D’üN  AXE  FIXE. 

1461.  Ixi  vitesse  angulaire  d'un  corps  solide  qui  tourne  autour  d'un 
axe  est  la  longueur  de  l'arc  décrit , ou  qui  serait  décrit  si  le  mouvement 
en  restant  uniforme  était  suffisamment  prolongé , pendant  l’unité  de 
temps,  par  un  point  situé  à l’unité  de  distance  de  l’axe  et  lié  invaria- 
blement au  corps  (1305). 

1462.  •»  étant  la  vitesse  angulaire  d'un  corps,  et  t la  vitesse  d’un 
quelconque  de  ses  points  situé  à une  distance  r de  l’axe,  on  a , en  re- 
marquant que  les  vitesses  des  divers  points  sont  proportionnelles  à 
leurs  distances  à l’axe , 

c : «o  = r : 1,  d’où  v = mr. 

1465.  Force  vire  d'un  corps  tournant  autour  d'un  axe  Jtie.  Lors- 
qu’un élément  matériel  m tourne  autour  d’un  axe,  sa  vitesse  étant  <->r, 
sa  force  vive  est  (1355) 

1 ! i 

- /HUI*/'1. 

Lorsqu'un  corps  solide  quelconque  tourne,  chacun  de  ses  points  ma- 
tériels possède  une  force  vive  d’une  expression  analogue  à la  précé- 
dente ; eu  faisant  la  somme  de  toutes  ces  forces  vives  élémentaires , on 
a la  force  vive  du  corps,  qui  peut  alors  être  représentée  par 

P = 2*  imo¥, 

1 signifiant  somme. 


peut  le  mettre  en  facteur  commun , et  poser 
P = | <>>*2.111^. 

mr-,  produit  d’un  élément  matériel  par  le  carré  de  sa  distance  à Taxe 
de  rotation , est  ce  qu’on  appelle  le  moment  <T inertie  de  l'élément  m 
par  rapport  à f axe. 
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Imr *,  somme  des  moments  d’inertie  de  tous  les  éléments  matériels 
d’un  corps  par  rapport  à un  axe,  est  le  moment  d'inertie  de  ce  corps  par 
rapport  à cet  axe. 

La  formule  précédente  fait  voir  que  la  foroe  vive  d'un  solide  tour- 
nant. autour  d'un  axe  fixe  est , à un  instant  quelconque , égale  à la 
moitié  du  produit  du  carré  de  la  vitesse  angulaire  du  corps  à cet  in- 
stant par  le  moment  d'inertie  du  corps  par  rapport  à l'axe  de  rotation. 

1464.  Rayon  de  gyration.  Il  existe  une  valeur  R de  r telle , que  si 
toute  la  matière  du  corps  se  trouvait  à la  distance  U de  l’axe , la  force 
vive  et  par  suite  le  moment  d’inertie,  pour  une  même  vitesse  angulaire 
par  rapport  au  même  axe,  n’auraient  pas  changé. 

R est  ce  qu’on  appelle  le  rayon  de  gyration. 

M = 2m  étant  la  masse  du  corps,  posant  (1463) 

P = | M’S»tr*  = | <ü’R*Im  = ^ w*MR*. 


d’où 


2mri  — R’im  = MR1, 


(«) 


on  a 


Zwr*  2mr* 

~2^=~ TT* 


Lorsque  les  corps  sont  homogènes,  on  peut  substituer  aux  masses 
élémentaires  m,  les  volumes  élémentaires  u,  qui  leur  sont  proportion- 
nels, dans  l’équation  (a),  qui  devient  alors 

2«r*  = R’2u  = ÜR*,  d'où  R*=  -g-  ; 


alors  le  rayon  de  gyration  peut  être  défini  et  déterminé  indépendam- 
ment de  toute  notion  de  mécanique. 

La  détermination  des  rayons  de  gyration  des  cor,>s  homogènes  et  de 
figures  géométriques  est  du  domaine  du  calcul  intégral  ; aussi  allons- 
nous  nous  contenter  d’énoncer  leurs  valeurs  pour  les  corps  qui  ont 
des  formes  employées  dans  la  pratique. 

Ayant  le  rayon  de  gyration,  MR*  sera  le  moment  d’inertie,  et 


2 w’MR*  la  force  vive.  P étant  le  poids  du  corps 


M = — , et  par  suite 
9 


tournant,  on  a (1332) 


MR* sa  - R*,  et  P=s“*-R* 
9 2 g 
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I46JJ.  Pour  une  tige  homogène  AB  d'une  très-petite  section , tour- 

Fig.  39î.  nant  autour  de  l'axe  Ay  passant  par  son  extrémité, 
on  a 


Ü 

R rayon  de  gyration  ; 
l longueur  de  la  tige  ; 
a angle  que  fait  la  tige  avec  l'axe. 

Remarquant  que  l’on  a (995)  1 sin  « = BC  ou 
1*  sin * a = BC*,  il  s’ensuit  que 

R*  = g BC*. 


Le  moment  d’inertie  est  alors,  P étant  le  poids  de  la  tige  (i(i6(i) , 


et  la  force  vive 


?r*=|Ebc\ 

9 3 g 


^ - (dsBC*, 


Pour  la  tige  BB',  qui  est  rencontrée  par  Paie  en  un  point  quelconque 
de  sa  longueur,  r étant  le  rayon  de  gyration  de  la  partie  AB,  et  r’  celui 
de  la  partie  AB',  on  a 


et  r'* 


P et  P'  étant  les  poids  des  parties  AB  et  AB'  de  la  tige,  les  moments 
d’inertie  de  ces  parties  sont  respectivement 


p i p 

- r*  = | - BC* 
9 3 g 


et 


P*  IP'  — , 

- r’*  = 1 - B'C'\ 
9 3 g 


Le  moment  d’inertie  de  la  tige  totale  étant  égal  à la  somme  des  mo- 
ments d’inertie  des  deux  parties,  on  a donc,  R étant  le  rayon  de  gyra- 
tion de  la  tige  totale, 


P+P' 

9 


i P — i 

R’=5  -BC 
3 9 


iP'j» 
3 ÿ BC  * 


d’où 


R*= 


PxBc’  + P'x  BC'* 
3(P+F) 


Bans  le  casoù  le  point  A est  le  milieu  de  la  longueur  de  la  tige,  c’est- 
à-dire  quand  il  est  le  centre  de  gravité  de  la  tige,  on  a B’C'=BC, 
P'  = P ou  P + P'=2P,  et  la  formule  précédente  donne 


R*=  \ BC*. 
o 

33 
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Ce  qui  fait  voir  qu'alors  le  rayon  de  gyration  de  la  tige  totale  est  le 
même  que  celui  de  chacune  de  ses  parties  considérées  séparément. 

Si  l’axe  rencontrait  le  prolongement  delà  tige  BB",  on  remarquerait 
que  le  moment  d’inertie  de  BB"  est  la  différence  des  moments  d’inertie 
des  tiges  BA  et  B"A , et  on  le  déterminerait  en  suivant  la  même  marche 
que  pour  déterminer  le  moment  d’inertie  de  BB'.  ûu  reste , nous  ver- 
rons (1477)  comment,  étant  connu  le  moment  d’inertie  d’un  corps  par 
rapport  à un  axe  passant  par  son  centre  de  gravité,  on  peut  détermi- 
ner son  moment  d'inertie  par  rapport  à un  axe  quelconque  parallèle  au 
premier. 

1406.  Pour  une  tige  en  arc  de  cercle  AB,  d'une  très-pelile  section , 
tournant  autour  de  son  rayon  OA  passant  par  une  de  ses  extrémités , 
on  a 


Fig.  393. 


P 

I 


j 

i 


Ï ^ (1_~  Ï.  \ •S‘,n2a)  i (°) 

P = OA  rayon  de  courbure  de  la  tige  ; 
l.—  arc  AB,  longueur  de  la  tige  ; 
a angle  au  centre  correspondant  à l'arc  AB. 

Pour  un  quart  de  cercle,  ou  un  demi-cercle,  ou  trois 
quarts  de  cercle...,  c’est-à-dire  pour*  = 90”,  * = 180% 
« = 270°. ..  on  a sin  2*=0,  et  par  suite 


Ayant  R*,  on  aura  le  moment  d’inertie  en  multipliant  H‘  par  la  masse 

P i 

- de  la  tige;  et  ce  moment  d'inertie  multiplié  par  - <o‘,  moitié  du 

carré  de  la  vitesse  angulaire  à un  certain  Instant,  donnera  la  force  vive 
à l’instant  considéré  (1464). 

A l’aide  de  la  formule  (o),  et  en  suivant  la  même  marche  qu’au  nu- 
méro précédent,  on  déterminerait  le  rayon  de  gyration,  le  moment 
d’inertie  et  la  force  vive,  soit  que  l’axe  OA  rencontre  l’arc  AB  en  un 
point  quelconque  compris  entre  A et  B,  soit  qu’il  rencontre  le  prolon- 
gement de  cet  arc. 

On  verrait  encore  que  quand  l’axe  rencontre  l’arc  au  milieu,  c’est-à- 
dire  quand  il  passe  par  son  centre  de  gravité,  le  rayon  de  gyration 
de  l’arc  entier  est  le  môme  que  pour  chacune  des  deux  moitiés  prises 
séparément. 

4407  Pour  un  disque  en  quart  decocle  d'une  très-faible  et  uniforme 
épaisseur,  tournant  autour  d'un  des  rayons  qui  le  limitent,  ou  pour 
un  demi-cercle  qui  tourne  autour  du  diamètre  qui  le  limite,  ou  encore 
pour  trois  quarts  de  cercle  et  pour  un  cercle  entier,  on  a 
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étant  le  rayon  du  disque. 

Ayant  U’,  on  obtiendra  facilement  le  moment  d’inertie,  puisque,  con- 
naissant les  dimensions  du  disque,  on  a son  volume,  lequel,  multiplié 
par  la  densité  de  la  matière,  donne  le  poids  du  disque.  Ayant  le  moment 
d’inertie,  on  obtient  la  force  vive  en  le  multipliant  par  la  moitié  du 
carré  de  la  vitesse  angulaire  (14GS). 

1 404Î.  Un  cylindre  droit  à base  circulaire  tournant  autour  de  son 
are,  ou  un  secteur  quelconque  de  ce  cylindre  tournant  autour  de  cet  axe , 
donne,  R étant  le  rayon  de  gyration  et  p le  rayon  du  cylindre. 

Ayant  It!,  on  détermine  le  moment  d’inertie,  puis  la  force  vive, 
comme  au  numéro  précédent 

1489.  Pour  une  jante  à section  rectangulaire , ou  pour  une  portion 
de  cette  jante  tournan  t autour  de  l'axe,  on  a 

R,=  £ (P,  + P'*|. 


ou , en  remplaçant  les  rayons  intérieur  et  extérieur  p et  p'  de  la  jante  en 
fonction  du  rayon  moyen  p,=  ~~  et  de  la  dimension  de  la  jante 
mesurée  suivant  le  rayon , b = p — p', 


1470.  Un  cône  droit  à base  circulaire  tournant  autour  de  son  axe 
donne,  p étant  le  rayon  de  cette  base, 


R,=:  Ü)  ?* 


1471.  Pour  un  tronc  de  cône  tournant  autour  de  son  axe,  on  remar- 
queraitque  le  moment  d’inertie  du  tronc  est  égal  au  moment  d’inertie  du 
cône  total , moins  le  moment  d inertie  du  cône  retranché  pour  obtenir 
le  tronc.  Ayant  le  moment  d'inertie  du  tronc,  en  le  divisant  par  la  masse 

du  tronc,  on  aurait  ll!  (1464). 
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1472.  Un  segment  sphérique  ABC,  à une  base,  tournant  autour  du 
diamètre  BB'  perpendiculaire  au  plan  dosa  base , c'est-à-dire  passant 
par  son  centre  de  gravité , on  a 


Fig.  394. 


h ...  20p’  — 15pA  4 3A1  _ 

R ~ 10  X 3p — h ' 

p rayon  de  la  sphère  ; 
h — BP  hauteur  du  segment; 

Pour  une  demi-sphère , h = p,  et  la  formule  précé- 
dente devient 


Pour  la  sphère  entière,  R’  a aussi  cette  dernière  valeur. 

1473.  Pour  une  zone  sphérique  ABC,  à une  base  (fig.  394),  tournant 
autour  du  diamètre  BB'  perpendiculaire  à sa  base,  rèpaisseur  de  la 
calotte  étant  très-mince,  on  a,  p et  h ayant  les  mêmes  significations 
qu’au  numéro  précédent , 

RI  = A (<*-§)• 

% 

Si  la  calotte  était  une  demi-sphère , on  aurait  h = p,  et,  par  suite, 

"•-l* 

Pour  une  sphère  creuse  entière  et  très-mince  on  aurait  aussi  cette 
dernière  valeur  pour  R*.  • 

1474.  Un  parallélipipède  rectangle  ayant  a,  b,  c pour  arêtes,  et 
tournant  autour  de  Varêle  c , donne 


R’ =3  (a'  + b-). 


{«) 


Cetto  valeur  étant  indépendante  de  c , on  en  con- 
clut qu’un  disque  rectangulaire  très-mince,  tour- 
nant dans  son  plan  autour  d’un  sommet,  donne  une 
même  expression. 

Si  le  parallélipipède,  au  lieu  de  tourner  autour 
de  c , tournait  autour  d'un  axe  parallèle  à c , mené 
par  le  milieu  de  b,  par  rapport  4 cet  axe,  le  rayon  de  gyration  serait 
le  même  pour  le  parallélipipède  donné  que  pour  chacune  de  ses  moi- 
tiés déterminées  par  un  plan  mené  suivant  l’axe  parallèlement  au  plan 
de  c et  a;  or  chacune  de  ces  deux  moitiés  étant  un  parallélipipède 


1 

rectangle  ayant  a,  - b et  c pour  arêtes,  et  tournant  autour  de  l’arête 
menée  par  b parallèlement  à c , on  a 
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b’=s(“'+H1 

i 

ce  qui  revient  à remplacer  6 par  - 6 dans  la  formule  (a). 

Si  l'aie  était  mené  parallèlement  à c par  le  centre  de  figure,  qui  est 
aussi  le  centre  de  gravité , par  un  raisonnement  analogue  au  précé- 
dent, on  verrait,  en  décomposant  le  parallélipipède  en  quatre  autres 
par  deux  plans  passant  par  l’axe,  qu’il  faudrait,  dans  la  formule  (a), 

remplacer  6 par  ^ et  a par  * a ; d’oü  il  résulte  que  l’on  aurait 

R’ = ^ («’+&’)• 

1473.  Pour  un  ellipsoïde  quelconque,  c’est-à-dire  pour  un  ellipsoïde 
dont  le  plan  perpendiculaire  au  grand  axe  la  détermine,  non  pas  un 
cercle  de  diamètre  2 b,  comme  pour  l’ellipsoïde  de  révolution  (1081), 
mais  une  ellipse  ayant  26  et  2c  pour  axes,  suivant  que  l’ellipsoïde 
tourne  autour  de  l’axe  2c,  ou  26,  ou  2a,  on  a respectivement 

R*  = \ (a5  + 6’) , R’  = | (a* + c*),  R*=  | (6*  + c*). 

Lorsque  l'ellipsoïde  est  de  révolution,  on  a c=6,  et  les  trois  for- 
mules précédentes  se  réduisent  aux  deux  suivantes  : 

R*=î(a>  + 6‘),  R‘=|(6>  + 6*)=?6*, 


applicables  respectivement  aux  cas  où  l’ellipsoïde  tourne  autour  de  son 
petit  ou  grand  axe. 

Le  volume  de  l’ellipsoïde  quelconque  étant  ^ rubc,  et  celui  de  l’ellip- 

6 

soïde  de  révolution,  ^ -a’6,  ou  r,  r-b'a,  suivant  que  l’ellipse  généra- 

ü O 

trice  tourne  autour  du  petit  ou  grand  axe  (1083),  multipliant  ce  vo- 
lume par  la  densité  de  la  matière,  on  aura  le  poids  P,  on  en  conclura 

P P 

la  masse  - , et  par  suite  le  moment  d’inertie  - R*. 

9 9 

Faisant  a — b — p,  les  formules  relatives  à l’ellipsoïde  do  révolution 
donnent 


Ce  qui  devait  être,  puisqu’alors  l’ellipsoïde  est  une  sphère  (1672). 
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1476.  Pour  un  cylindre  droit  à base  demi-parabolique  ABC  tour- 
nant autour  de  l'arête  qui  se  projette  en  A,  on  a 

R’=  5(1  »’+*’)• 

a — Ali,  * 

6=  AC. 

Pour  un  cylindre  droit  à base  parabolique 
CBC',  on  a la  même  valeur  pour  B*. 

2 

On  a (1130)  surface  ABC  ab;  connaissant 

O 

la  hauteur  du  cylindre,  on  déterminera  son  volume , puis  son  poids,  et 
ensuite  le  moment  d’inertie. 

1477,  Étant  donné  le  moment  d’inertie  d’un  solide  par  rapport  à un 
axe  Oz  passant  par  son  centre  de  gravité  G , trouver  celui  du  même 
solide  par  rapport  à un  axe  quelconque  AB  parallèle  au  premier . 

On  mène  un  système  de  trois  axes  coordon- 
nés perpendiculaires;  on  prend  Oz  pour  l’un 
d’eux  et  Ox  dans  le  plan  des  deux  axes  de  rota- 
tion Oz  et  AB. 

Considérant  alors  un  point  quelconque  m du 
solide,  ses  coordonnées  x,  y,  2 sont  respec- 
tivement égales  à OP,  CP  et  Cm  ; ses  rayons  de 
gyration  r'  et  r,  par  rapport  aux  axes  Oz  et  AB, 
sont  égaux  aux  droites  CO  et  CA;  soit  k — OA 
la  distance  des  axes. 

Cela  établi , le  triangle  rectangle  CAP  donne 

AC*  = CP*  + AP* 

OU 

r,  — y,  + (k — xY—  y'  + x*+  k * — Iks. 


Fig.  397. 


Fig.  396. 


Remarquant  que  y*  + x’=r'*,  il  vient 

r*=r'*+  A’—  2*r. 

Multipliant  par  m les  deux  membres  de  cette  équation,  on  a le  moment 
d’inertie 

mr>  = 7«r’’  + m k* — ikmx. 

Chacun  des  autres  points  matériels  a une  expression  analogue  pour 
moment  d’inertie;  et  en  faisant  la  somme  de  toutes  ces  expressions  on 
a le  moment  d’inertie  cherché,  qui  est 

Swir*  = iw'1  + jjnk* — 2 k Isnx. 
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Remarquant  que  Zmx  est  le  moment  du  solide  par  rapport  au  plan 
yOz y et  que  ce  moment  est  nul,  puisquo  le  centre  de  gravité  G est  sur 
ce  plan  (1406),  on  a 

> ‘Xki.mx  — O, 


et  par  suite 


E/nr’  = Emr'*  4-  A-’Em. 


Ce  qui  fait  voir  que  le  moment  d'inertie  dun  corps  solide  par  rapport 
à un  axe  quelconque , est  égal  au  moment  d'inertie  du  corps  par  rajj- 
port  à un  axe  mené  parallèlement  au  premier  par  le  centre  de  gra- 
vité, plus  le  produit  de  la  masse  entière  par  le  carré  de  la  distance 
des  deux  axes. 

Appelant  R et  R'  les  rayons  de  gyration  du  solide  par  rapport  à l’axe 
quelconque  et  à l’axe  passant  par  le  centre  de  gravité,  la  formule  pré- 
cédente devient,  en  appelant  M la  masse  totale 

MR’  = MR'1  + MA:*, 

d’OÙ 

R*  = R'*+ A*. 

Ce  qui fait  voir  quels  carré  du  rayon  de  gyration  d'unsystème  solide  par 
rapport  à un  axe  quelconque , est  égal  au  carré  du  rayon  de  gyration 
du  même  système  par  rapport  à rare  mené  parallèlement  au  premier 
par  le  centre  de  gravité , plus  le  carré  de  la  distance  des  deux  axes. 

Cette  formule  est  employée  dans  la  pratique , où  il  arrive  souvent  que 
l’on  a à déterminer  le  rayon  de  gyration  par  rapport  à un  axe,  pour  un 
corps  dont  on  connaît  le  rayon  de  gyration  par  rapport  à un  axe  paral- 
lèle passant  par  le  centre  de  gravité. 


CALCUL  DU  TRAVAIL  DES  FORCES  APPLIQUÉES  AUX  DIVERS  POINTS 
d’un  SYSTÈME  MATÉRIEL. 

1478.  Avant  d’entrer  en  matière  proprement  dite,  nous  allons  éta- 

AA'  ayant  une  longueur  détermi- 
née; la  droite  BB'  étant  quelconque, 
mais  telle  que  les  distances  AB  et 
A’B'  soient  infiniment  petites,  la  dif- 
férence entre  BB'  et  sa  projection 
PP'  sur  AA'  est  une  portion  infini- 
ment petite  de  la  somme  infiniment 
petite  AB  + A'B';  ce  que  l'on  peut 
énoncer  en  disant  que  cette  différence  est  une  quantité  infiniment  petite 
du  second  ordre.  Cela  établi , on  pourra  dans  les  applications  supposer 

BB'=PP\ 


blir  le  théorème  suivant  : 
Fig.  m. 


B’ 
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Faisons,  pour  abréger,  BB'=/,  PP'=p,  AB=t  et  k'B'—s';  on  a 
BC  = y,  CP  = z,  B'C'=:y'  et  C'P'=r2' (960). 

Menant  CD  parallèle  à BB',  et  CE  à PP',  on  voit  que  CD  = BB'  est  la 
diagonale  d’un  parallélipipède  rectangle  dont  les  côtés  sont  CE=p, 
C'D  = C'B’ — CB=y' — y et  C'E  = C'ly — CP=  z' — 2;  on  peut  donc 
poser  (763) 

P = p*  + (y  — y)’  + (*'—  *)*  ; 


d’où  11  résulte  que  l’on  a,  en  ajoutant  trois  termes  de  valeurs  positives 
au  second  membre  de  cette  équation , 


p + 


Remarquant  que  le  second  membre  de  cette  inégalité  est  le  carré  de 

(y-y)1  , (g'-z)» 


2 P 


2 P 


(422) , il  en  résulte  que  l'on  a 

/ p g (y-y)1 1 
1 p<  2 P + 2 P • 


w 


La  figure  fait  voir  que  l’on  a (680)  *>y,  s>z  et  s > y’,  s’>z';  d'où 
il  suit  que  quels  que  soient  les  signes  do  ces  quantités,  on  peut  poser 

(y' — y)*  < (*+*')*,  et  (2'-  2)*  < (s +✓)*. 

Substituant  ces  quantités  plus  grandes  dans  l’inégalité  (à) , il  vient , à 
plus  forte  raison , 


l-P< 


(s  + sY  , 
2 P + 


(£+£}!  = Ç£±f2!==î±f:(,+0. 

2/>  p P 


Ce  qui  fait  voir  que  la  différence  /— p est  moindre  que  la  fraction 

s 4-  sf 

infiniment  petite  — — de  la  quantité  infiniment  petite  j+î';  on  peut 

donc  considérer  cette  différence  comme  nulle,  et  supposer  BB'  égal 
à PP'  dans  les  applications. 

1470.  Travail  de  deujc  forces  F et  F',  égales,  constantes  et  toujours 
directement  opposées,  agissant  sur  deux  points  d'un  système. 

Soient  AB  et  A'B'  les  courbes 
suivies  par  les  points  sollicités 
respectivement  par  les  forces 
F,  r. 

Soient  A a et  A 'a'  deux  arcs 
élémentaires  parcourus  simul- 
tanément par  les  deux  points 
sollicités.  On  peut  considérer 
ces  arcs  comme  étant  des  lignes  droites,  et  si  l’on  appelle  « et  a’  les 


Fig.  39». 
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angles  qu’ils  font  avec  AA',  les  travaux  élémentaires  produits  par  F et 
F sont  (1343) 

Fx  Aa.  cos  n = Fx  AP,  et  F'  x A'a'  cos  «'=  F'  x A'P\ 

Le  travail  produit  par  les  deux  forces  est  donc , en  remarquant  que 

P p' 

F (AP+  A'P')  = F^PP' — AA')  ; 

et  comme,  d’après  le  numéro  précédent,  on  peut  remplacer  PP'  par 
aa',  on  a donc,  pour  la  somme  des  travaux  élémentaires, 

F(aa'  - AA'). 

Ce  qui  fait  voir  que  cette  somme  est  égale  au  produit  de  l’une  des  forces 
par  la  quantité  dont  a varié  la  distance  des  deux  points  mobiles. 

Pendant  le  parcours  simultané  de  chacun  des  éléments  de  ABetA'B', 
la  somme  des  deux  travaux  élémentaires  des  forces  aurait  la  même  ex- 
pression ; donc  le  travail  total  produit  par  les  deux  forces  pendant 
tout  le  parcours  est  égal  à la  somme  de  tontes  ces  sommes  élémentaires; 
c'est-à-dire  à l'une  des  forces  multipliée  par  la  quantité  dont  les  deux 
points  se  sont  éloignés  ou  rapprochés. 

Ce  travail  est  le  môme  que  si  l’un  des  points  était  fixe,  et  que  l’autre, 
sollicité  par  l’une  des  forces  agissaut  dans  la  direction  de  la  droite  qui 
joint  les  deux  points,  s’en  soit  éloigné  ou  rapproché  de  la  même  quan- 
tité. 

On  voit  que  le  travail  ne  dépend  nullement  du  mouvement  absolu 
du  système , mais  seulement  du  mouvement  relatif  des  deux  points. 

Il  est  évident  que  le  travail  est  positif  ou  négatif,  suivant  que  les 
forces  étant  répulsives,  il  y a écartement  ou  rapprochement  des  points, 
ou  qu’étant  attractives,  il  y a rapprochement  ou  éloignement. 

Si  les  forces,  tout  en-restant  égales  et  directement  opposées,  variaient 
d'intensité,  on  pourrait  les  considérer  comme  étant  constantes  pendant 
le  parcours  de  chacun  des  éléments  du  chemin  ; on  aurait  alors  chaque 
travail  élémentaire  comme  dans  le  cas  précédent,  et  en  faisant  la  somme 
de  tous  les  travaux  élémentaires,  on  aurait  le  travail  total,  qui  serait 
d’autant  plus  exact  que  l'on  aurait  opéré  sur  des  valeurs  plus  rappro- 
chées des  forces.  On  pourrait  encore , pour  évaluer  ce  travail  total , 
tracer  une  courbe  dont  l’aire  représenterait  ce  travail , comme  au 
n°  1344. 

1480.  Travail  des  forces  appliquées  à un  corps  solide  ayant  un 
mouvement  de  translation. 

1”  Supposotis  d'abord  que  les  forces  restent  constantes  et  paral- 
lèles. 

Pendant  un  temps  quelconque  du  mouvement , tous  les  points  du 
système  décrivant  des  chemins  égaux  et  parallèles , le  travail  produit 
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par  une  force  F faisant  un  angle  « avec  la  direction  du  mouvement  est, 
pour  un  chemin  parcouru  E (1343), 

E x F cos  <x. 

Menant  un  axe  Or  parallèle  à la  direction  du  mouvement,  E se  pro- 
jette en  véritable  grandeur  sur  cet  axe , et  désignant  par  E*  cette  pro- 
jection , on  a E=E„  Ea  projection  de  F sur  Ox  est  égale  à sa  projection 
sur  la  direction  du  mouvement,  et  on  voit  que  désignant  par  F»  cette 
projection , on  a 

Fcosa=Fx. 

Représentant  par  TF  le  travail  de  F,  on  a donc 

TF  = E«F,. 

Pour  toutes  les  autres  foroes,  on  a un  travail  d’une  même  expression  ; 
et  en  faisant  la  somme  de  tous  ces  travaux  partiels , on  a le  travail 
total , que  l’on  peut  alors  mettre  sous  la  forme , en  remarquant  que  Ex 
est  commun  h toutes  les  parties  de  la  somme , 

23TF  = E,Sf.. 

Ce  que  l'on  peut  énoncer  en  disant  que  la  somme  des  travaux  des  forces 
appliquées  à un  corps  solide,  pendant  le  mouvement  de  translation , 
est  égale  au  chemin  parcouru  par  un  point  quelconque  du  solide , mul- 
tiplié par  la  somme  des  projections  des  forces  sur  un  axe  parallèle  à 
la  direction,  du  mouvement.  Cette  somme  de  projections  étant  égale  à la 
projection  de  la  résultante  (1398),  on  voit  que  la  somme  des  travaux 
des  forces  est  égale  au  travail  de  la  résultante  (1379), 

2"  Si  les  forces,  au  lieu  de  rester  constantes  et  parallèles  à elles- 
mêmes,  changeaient  d’intensité  ou  de  direction,  on  établirait,  pour  un 
quelconque  e des  éléments  de  l’espace  parcouru , l'équation  que  nous 
avons  posée  dans  le  cas  précédent  pour  l’espace  total  E,  et  on  aurait 
pour  une  force  F 

TF  = exFx, 

et  pour  toutes  les  forces, 

SïT  = e*2F,; 

ce  que  F on  peut  énoncer  en  disant  que  la  somme  des  travaux  élémen- 
taires des  forces  appliquées  à un  système  solide , pendant  le  mouve- 
ment de  translation  du  système , est  égale  au  chemin  élémentaire  par- 
couru par  l'un  de  ses  points  , multiplié  par  la  somme  des  projections 
des  forces  sur  un  axe  parallèle  à la  direction  du  mouvement. 

Pour  avoir  le  travail  produit  pendant  une  portion  quelconque  du 
parcours,  il  suffirait  d’ajouter  toutes  les  sommes  de  travaux,  que  l’on 
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obtiendrait  corame  dans  le  cas  précédent , pour  tous  les  éléments  du 
chemin  considéré. 

On  pourrait  encore,  comme  au  n“  13 44,  pour  évaluer  ce  travail  total , 
tracer  une  courbe  dont  l’aire  représenterait  ce  travail  ; seulement  cha- 
cune des  ordonnées  de  la  courbe,  au  lieu  d’être  égale  à une  seule  force, 
représenterait  une  somme  de  projections  de  forces. 

1481.  Travail  des  forces  appliquées  à un  solide  doué  (Fun  mouve- 
ment de  rotation  autour  d'un  are. 

Soit  M un  point  du  corps  et  F une  force  appliquée  à ce  point.  Par  le 
point  M menons  un  plan  perpendiculaire  à l’axe;  sup- 
posons que  ce  plan  soit  celui  du  papier,  et  que  le 
point  O soit  la  projection  de  l’axe  sur  ce  plan. 

Le  point  M se  déplaçant  d’une  quantité  infiniment 
petite  MM' dirigée  suivant  la  tangente  MT,  pendant  ce 
déplacement,  le  travail  de  la  force  F est  égal  à MM' 
multiplié  par  la  projection  de  F sur  MT  (1343).  Or,  re- 
marquant que  si  MC  représente  en  grandeur  et  en  di- 
rection la  projection  P de  F sur  le  plan  perpendiculaire  à l’axe , et 
qu’on  mène  CT  perpendiculaire  à MT,  MT  est  la  projection  de  F sur  MT 
(684),  et  par  suite  le  travail  élémentaire  dû  à F est 

MT  X MM'. 

Ce  travail  est  positif  ou  négatif  suivant  que  MC  et  MM  font  un  angle 
aigu  ou  obtus. 

Représentant  par  * l’angle  TMC,  on  a (995) 

MT  = MCcoja  = Pcoja; 

et  faisant  MM'  = e,  le  travail  élémentaire  dû  à F est 
3TF  = Pcoja  x e. 

Désignant  par  a le  déplacement  angulaire  du  système , c’est-à-dire 
la  longueur  de  l’arc  décrit  par  un  point  situé  à l’unité  de  distance  de 
l’axe  O,  pendant  que  le  point  M décrit  l’arc  e,  on  a (665) 

e = a X OM  i 

et  par  suite 

VF  = P x a x OM  cos  a. 

Abaissant  la  perpendiculaire  OK  sur  MC , on  a l’angle  O = « (54i) , et 
par  suite 

OK  = OM  cos  a. 

Représentant  par  l la  perpendiculaire  OK,  que  nous  avons  appelée  bras 
de  levier  de  la  force  F et  de  sa  projection  P (1408),  on  a 

3TF  =;  aPf.  (1) 


Fig.  400, 

T MM 
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pl  est  ce  que  nous  avons  appelé  le  moment  de  la  force  F et  de  sa  pro- 
jection P;  ce  moment  prend  le  signe  de  la  force  P. 

Le  travail  élémentaire  de  chacune  des  autres  forces  est  analogue  à 
celui  de  F,  et  en  faisant  la  somme  de  toutes  les  expressions  obtenues , 
on  a le  travail  total  élémentaire,  que  l’on  peut  exprimer  par 

2TF  = alPl—  aSMoF, 


en  représentant  par  IM„F  la  somme  des  moments  de  toutes  les  forces. 

Cette  expression  s'énonce  en  disant  que  la  somme  des  travaux  élé- 
mentaires des  forces  appliquées  à un  système  solide  pendant  le  mou- 
vement de  rotation  de  ce  système  autour  d'un  axe  fixe,  est  égale  au 
déplacement  angulaire  infiniment  petit  du  système,  multiplié  par  la 
somme  des  moments  des  forces  par  rapport  à l'axe  de  rotation . 

1482.  Si  la  force  F est  constante  et  conserve  toujours  par  rapport  à 
l’axe  la  même  position  relative,  ce  qui  a ordinairement  lieu  dans  la 
pratique , le  travail  est  exprimé  par  l'équation  (1)  du  n°  précédent  pour 
chacun  des  éléments  d'un  espace  angulaire  quelconque  parcouru , et  en 
faisant  la  somme  de  tous  les  travaux  élémentaires,  on  a le  travail  total 
produit  par  F pour  l’espace  parcouru.  Cette  somme  est,  en  mettant  Pl 
en  facteur  commun,  et  en  représentant  par  A la  somme  a + a’  + a"... 
de  tous  les  éléments  angulaires  parcourus , c’est-à-dire  l’espace  total 
parcouru  par  le  point  situé  à l’unité  de  distance  de  l’axe , on  a 

TP  = Al>/.  (1) 


Pour  une  autre  force  F',  le  travail,  pour  un  même  espace  angulaire, 
serait 


TF'  = APT; 


et  de  même  pour  toutes  les  forces  du  système. 

Faisant  la  somme  de  tous  ces  travaux,  on  a le  travail  total,  qui  est 


T—  A(P/  + PT  + ); 

ce  qui  fait  voir  que  les  forces  étant  constantes,  et  conservant  tou- 
jours la  même  position  relative  par  rapjiort  à l'axe , le  travail  pro- 
duit pendant  le  parcours  d'un  espace  angulaire  quelconque  est  égal  à 
cet  espace  angulaire  multiplié  par  la  so?nme  des  moments  de  toutes  les 
forces. 

1483.  Le  travail  élémentaire  produit  par  une  force  F dans  le  mou- 
vement de  rotation  étant  (1481; 

TF  = aPl  = Pal , 


comme  les  arcs  parcourus  sont  comme  les  rayons , ainsi  [fig.  400  ) 
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* a : KK'  = 1 : OK  ou  /,  d'où  KK ' = «/, 

représentant  KK'  par  e,  le  travail  élémentaire  dû  à la  force  F a aussi 
pour  expression 

5TF  — Pu  ; 

c'est  le  produit  de  la  projection  P de  la  force  F par  Parc  élémentaire 
ayant  le  bras  de  levier  pour  rayon. 

La  force  F restant  constante  en  grandeur  et  en  position  relative  par 
rapport  à l’axe,  le  travail  reste  le  même  pour  chacun  des  éléments 
e,e!...  parcourus  par  l’extrémité  du  bras  de  levier,  et  on  conclut, 
E étant  la  somme  de  tous  ces  éléments,  que  le  travail  total  produit  par  F 
pendant  ce  parcours  est 

5TF=PE; 

expression  que  l’on  pouvait  obtenir  directement  en  remarquant  que 
dans  la  formule  (1)  du  n“  1482  A/=E. 

Ainsi , dans  le  cas  d'une  force  constante  en  grandeur  et  en  direction 
relative,  le  travail  est  représenté  par  le  produit  de  la  projection  de  la 
force  sur  un  plan  perpendiculaire  à l'axe  par  Parc  que  décrit  l'extré- 
mité de  son  bras  de  levier. 

Toutes  les  autres  forces  produiraient  un  travail  d’une  expression  ana- 
logue, et  en  faisant  la  somme  de  toutes  les  expressions  on  aurait  le 
travail  total  produit. 

1484.  Remarque  i.  On  voit  que  le  travail  produit  par  une  force 
quelconque  est  le  même  que  celui  produit  par  sa  projection  sur  un  plan 
perpendiculaire  à l’axe,  et  que  l’on  peut  supposer  cette  projection  ap- 
pliquée à l’extrémité  de  son  bras  de  levier  (1425,  1481). 

148i».  Remarque  2.  La  force  F étant  dans  un  même  plan  avec  l’axe , 
elle  lui  est  parallèle,  et  alors  P = 0;  ou  elle  le  rencontre,  et  on  a l—  0. 
Dans  l’un  et  l’autre  cas,  le  moment  P/  = 0. 

La  réciproque  est  également  vraie;  car  pour  avoir  Pf  = 0,  il  faut  que 
P=0,  c’est-à-dire  que  F soit  parallèle  à l’axe,  ou  que  /=0,  et  alors  F 
rencontre  l’axe. 

Quand  P/  = 0,  le  travail  aPf  = 0;  donc,  toutes  les  fois  que  la  force 
sera  dans  un  même  plan  avec  l’axe,  son  travail  sera  nul. 

La  réciproque  est  également  vraie  pour  aPf=0,  car  a ne  pouvant 
.être  nul , il  faut  que  P/  = 0 ; ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu’autant  que  la 
force  est  dans  un  même  plan  avec  l’axa 

DYNAMIQUE  D’UN  SYSTÈME  MATÉRIEL  QUELCONQUE. 

1480.  Lorsqu'un  point  matériel  M se  meut  dans  l'espace  en  vertu 
d'une  vitesse  initiale  v.  , et  de  l'action  d'une  force  constante  F,  qui 
peut  être  la  résultante  de  plusieurs  autres,  sa  projection  sur  un  axe 
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V jl=lè  = mi  («O»,  133/1) 

2*  >»!:,  _ ».,•„  = F„0,  + F*.®,  +...  (1341) 

il 

3 ^ wit/*  j (1347) 

Résultats  faciles  à énoncer  verbalement. 

14U7.  Dans  la  pratique  on  a généralement  à considérer  un  système 
de  points  matériels;  mais  ordinairement  ces  points  matériels  consti- 
tuent un  seul  corps  solide,  ou  s’ils  en  constituent  plusieurs,  ceux-ci 
n’exercent  aucune  action  mutuelle  les  uns  sur  les  autres,  de  sorte 
qu'on  peut  considérer  chaque  corps  comme  formant  un  système  à part. 

Dans  un  corps  solide,  pour  les  mouvements  compatibles  avec  la  soli- 
dité du  système,  les  mouvements  relatifs  des  molécules  pouvant  être 
supposés  nuis  (1383),  il  en  résulte  que  le  travail  des  actions  mutuelles 
égales  et  directement  opposées  est  nul  (1479),  et  qu’il  n’y  a qu’à  tenir 
compte  des  forces  extérieures  qui  sollicitent  le  système.  De  plus  on 
peut  considérer  tout  .le  système  comme  étant  concentré  à son  centre 
de  gravité,  s il  s’agit  d’un  mouvement  de  translation  (1480),  ou  concen- 
tré à l’extrémité  de  son  rayon  de  gyration,  s’il  s’agit  d’un  mouvement 
de  rotation  (1481)  ; et  alors  tout  ce  qui  a été  dit  relativement  à un  point 
matériel  peut  se  répéter  pour  un  corps  solide. 

Cependant,  comme  l’on  peut  avoir  à étudier  un  système  composé  de 
plusieurs  corps  solides,  et  qu’il  pourra  être  commode  et  même  quelque- 
fois nécessaire  de  considérer  les  corps  comme  ne  formant  qu’un  sys- 
tème (1525),  nous  allons  citer  les  résultats  que  l'on  obtient  pour  un 
système  de  deux  ou  d’un  plus  grand  nombre  de  points  matériels  liés 
entre  eux  par  des  actions  mutuelles,  résultats  que  l’on  pourra  appli- 
quer à un  système  quelconque  de  corps,  en  considérant  ces  corps 
comme  étant  concentrés  à leurs  centres  de  gravité  ou  aux  extrémités 
de  leurs  rayons  de  gyration. 

Considérons  un  système  composé  de  deux  éléments  matériels  M'  et 
M"  sollicités  respectivement  par  les  actions  mutuelles,  variables  ou  non , 
f et  /".  Soit  F'  la  résultante  des  forces  extérieures  qui  sollicitent  M' et 
F"  celle  des  forces  extérieures  qui  sollicitent  M";  soient,  de  plus,  v'o  et 
v", , r'  et  r"  les  vitesses  initiales  et  les  vitesses  des  points  matériels 
M’  et  M"après  le  temps  t = 0 -f  0'...  En  ajoutant  l’indice  x pour  dési- 
gner les  projections  de  ces  forces  et  de  ces  vitesses  sur  un  axe  quel- 
conque Ox,  la  relation  entre  la  quantité  de  mouvement  et  l’impulsion 
suivant  cet  axe  devient  respectivement  pour  chacun  des  points  maté- 
riels considérés  séparément  (1486) 

mV,- m' r'..-  = EF',!)  + S/,0 , 

m"»".  — m'V'o,  = £F',*  + X/'r®. 
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Faisant  la  somme  de  ces  deux  équations  on  a , en  remarquant  que  les 
forces  /',  et  J"x  étant  toujours  égales  et  de  signes  contraires,  les  im- 
pulsions 2 /'*0  et  2f"x 0 sont  égales,  de  signes  contraires  et  se  dé- 
•v  truisent, 

(m'v'x  + wiV',)  — (m't'oM  + — 2F',0  + 

Ce  qui  fait  voir  que  l'accroissement  de  la  somme  des  quantités  de 
mouvement  projetées  suivant  un  axe  quelconque  est  égal  à la  somme 
des  impulsions  des  forces  extérieures  projetées  sur  le  même  axe , et 
indépendant  des  actions  mutuelles. 

Dans  le  cas  où  F'  et  F"  seraient  constantes  en  grandeur  et  en  direc- 
tion , F»  et  F",  seraient  constantes,  et  l’équation  précédente  deviendrait 

+ m"v"j)  — (mV„  + m"  v"ox)  = T’xt  + F'*/. 

Ce  qui  vient  d’être  dit  pour  un  système  de  deux  points  matériels 
s’applique  à un  système  composé  d’un  nombre  quelconque  de  points. 
Ainsi  on  a 

2mvx—  2mv„=s  £f,0. 


1488.  Mouvement  du  centre  de  gravité  d'un  système  matériel. 

La  somme  des  moments  de  différents  points  matériels  par  rapport  à 
un  plan  quelconque  étant  égale  au  moment  de  tout  le  système  concen- 
tré à son  centre  de  gravité  (1437),  on  a,  en  désignant  par  x',  x"...  les 
distances  des  points  matériels  au  plan , par  X celle  du  centre  de  gravité 
au  même  plan,  et  par  m',  m"...  les  masses  de  ces  points  : 

• m'x’  + m"x"  + ...  = X2m. 

Soit  Ox  un  axe  parallèle  aux  distances  x',  x"...  X.  Projetant  tous  les 
points  matériels  et  le  centre  de  gravité  du  système  sur  cet  axe,  les  lon- 
gueurs x',  x"...  X se  projetteront  en  véritable  grandeur,  et  on  aura 
encore  pour  ces  projections 

m'x’+  = xE/m.  (1) 

Ce  qui  fait  voir  que  la  projection  du  centre  de  gravité  dun  système  de 
points  matériels  sur  un  axe  quelconque  est  le  centre  de  gravité  des  pro- 
jections des  points  matériels  sur  le  même  axe.  C’est  également  vrai 
pour  les  projections  sur  un  plan. 

Supposant  maintenant  que  les  points  matériels  se  déplacent  d’une 
quantité  infiniment  petite , et  que  leurs  ordonnées  suivant  le  même  axe 
Ox  deviennent  x'+e’*,  x"+e”x  + ...;  X + ex  étant  l’ordonuée  du 
centre  de  gravité , on  a pour  cette  nouvelle  position 

wi'(x'+  e'm)  + m"(x"+  e"x)  + .. . = (X+ ex)  2m. 
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Retranchant  membre  à membre  l’équation  (l)  de  cette  dernière,  il  vient 


m'e'x  + m"e"T  + ...  = ex2m. 

Divisant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  0,  instant  pendant  le- 
quel le  système  s’est  déplacé , on  a 


rrie'r  , mV,  , e*  v 

— + — +•••=  T 2w’ 


e'  c"x 

Remarquant  que  —■  = r", , -g-  = v"*...  sont  les  vitesses  des  projec- 

e * 

tions  de  m',  m"...  sur  l’axe  Ox  (1305),  et  que  y =u* est  celle  de  la  pro- 
jection du  centre  de  gravité,  on  a 

m'v'x  + 4- ...  = u,2m. 


Ce  qui  montre  que  la  somme  des  quantités  de  mouvement  projetées  sur 
un  are  est  égale  à la  quantité  de  mouvement  de  tout  le  système  con- 
centré au  centre  de  gravité  projetée  sur  le  même  are;  ce  qu’en  abrégé 
on  peut,  écrire  ainsi  : 

2,mv*  = Uj-Zm. 


De  cette  formule  on  pourra  tirer  u*. 

Menant  trois  axes  coordonnées,  on  aura  une  expression  semblable 
pour  chacun  d'eux , et  on  pourra  déterminer  la  vitesse  de  la  projection, 
c’est-à-dire  la  projection  de  la  vitesse  u du  centre  de  gravité  sur  chacun 
d’eux,  et  par  suite  la  valeur  et  la  direction  de  cette  vitesse  (13G0, 1373). 
On  a (1/187) 

2mvx — — 2FjO. 

Remplaçant  et  Smc»,  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  la  vitesse 
du  centre  de  gravité,  on  a 


u, 2m  — u„x2m  = 2F,0 


ou 

£m(a, — Moi)  = 2F,0. 

Cette  équation  fait  voir  que  la  variation  de  la  projection  de  la  vitesse 
du  centre  de  gravité  d’un  système  sur  un  axe  dépend  uniquement  en 
grandeur  et  en  direction  des  forces  extérieures,  et  nullement  des  ac- 
tions mutuelles  et  du  rapprochement  ou  écartement  des  points  maté- 
riels du  système. 

Cette  vérité  étant  indépendante  de  l’axe,  elle  s'applique  à trois  axes 
coordonnés,  et  il  en  résulte  que  ce  qui  vient  d’ètre  dit  pour  les  varia- 
tions des  projections  peut  se  répéter  pour  la  vitesse  elle-même;  ce  qui 

»v 
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prouve  lo  théorème  remarquable  connu  sous  le  nom  de  principe  de  la 

conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité. 

Ce  principe  consiste  en  ce  que  le  centre  de  gravité  se  meut  comme  un 
point  matériel  réunissant  à lui  seul  la  masse  totale  — m de  tous  les 
poinis  du  système,  et  qin  serait  sollicité  par  les  Jarres  extérieures 
transportées  en  ce  point  parallèlement  éi  elles-mêmes. 

La  résultante  de  toutes  ces  forces  extérieures  transportées  parallèle- 
ment à elles-mêmes  en  un  même  point  a été  appelée  par  M . Belaiiger 
résultante  de  translation. 

Exemples  où  le  théorème  du  mouvement  du  centre  de  gravité  se 
réalise. 

1"  Un  projectile  lancé  faisant  explosion , tant  que  les  éclats  ne  ren- 
contrent pas  d'obstacle,  sauf  la  modification  due  à la  résistance  de  l'air, 
le  centre  de  gravité  continue  son  mouvement  de  la  même  manière  que 
si  l’explosion  n’eût  pas  eu  lieu. 

T Si  un  homme  en  tombant  d’une  certaine  hauteur  s’agite,  son 
centre  de  gravité  peut  changer  de  position  dans  sou  corps,  mais  il  con- 
tinue son  mouvement  comme  si  l'agitation  n’avait  pas  eu  lieu. 

Sien  tombant  l’homme  lance  un  projectile  qui  l’accompagnait,  il 
modifie  son  mouvement  ainsi  que  celui  du  projectile,  mais  il  ne  mo- 
difie en  rien  celui  du  centre  de  gravité  de  l’ensemble  de  son  corps  et  du 
projectile. 

15  Ut).  Extension  du  principe  des  forces  rives  à un  système  quelconque 
de  points  matériels.  Cas  des  machines.  Effets  des  volants. 

1°  Pour  le  seul  point  M décrivant  une  courbe  quelconque , animé  de 
la  vitesse  initiale  v,  et  sollicité  par  la  résultante  constante  K,  la  formule 
3“  du  u“  1A80  devient , en  prenant  l’axe  parallèle  à la  direction  de  F, 

1 1 

2 mr.J  — - mv„x%  = Fie,  = FE„. 

Pour  deux  autres  axes  rectangulaires  entre  eux  et  au  premier,  la 
même  formule  donne,  en  remarquant  que  F„  = 0 et  F,  = 0 , 

1,1  *«.1*1  , „ 

- mty — - mv0y  = 0 et  - mtv  — - mc„.  = 0. 

Ajoutantes  trois  équations,  il  vient,  en  remarquant  que  u*î-f-u,*+e,l=c* 

Ct  U,**  "p  -f“  U,,*  — l'n"  , 

1 1 

- TOU*  — j mv«  — FE»  — 5TF. 

Formule  qui  fait  voir  que,  quelle  que  soil  la  courbe  décrite  par  le  mo- 
bile , f accroissement  de  force  vive  est  égal  au  travail  de  la  résultante 
des  forces  (13è6). 

Pans  le  cas  où  F varie  en  Intensité  ou  en  direction , on  poutlaconsi- 
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dérer  comme  constant»  pendant  des  temps  infiniment  petits,  et  on  a 
pour  ces  instants  successifs, 

1 1 

2 5 *nt)o*  = TF, , 

1 i 


| mv*  — | m»V,  = TF». 

Faisant  la  somme  de  toutes  ces  équations,  on  a,  en  supprimant  les 
quantités  qui  se  détruisent,  et  en  représentant  par  TF  la  somme  des 
travaux  élémentaires, 

^ wm*  — | wtv*  — 3TF. 

Ainsi , dans  tous  les  cas,  l'accroissement  de  force  vive  est  égal  à la 
somme  des  travaux  des  forces. 

ü”  Système  composé  d'un  nombre  quelconque  de  points  matériels  liés 
entre  eux  jxtr  des  actions  mutuelles. 

Pour  deux  points,  en  conservant  les  mêmes  notations  qu’au  n"  11187, 
on  a successivement  pour  les  points  matériels  M’ et  M"  considérés  sépa- 
rément (1°) 

^ = TF'  + Tf, 

i — i m"vf  = TF"  + Tf  ", 

Ajoutant  ces  deux  équations,  on  a pour  tout  le  système 

2 - mv * — 2 | mvf  = X T F + 2 Tf  ; (a) 

équation  qui  s’applique  à un  nombre  quelconque  de  points  matériels, 
et  qui  fait  voir  que  V accroissement  algébrique  de  la  force  vive  du 
système  est  égal  au  travail  des  forces  extérieures,  plus  celui  des  forces 
intérieures  mutuelles. 

Ce  dernier  travail,  qui  s’évalue  en  grandeur  absolue  et  en  signe 
comme  il  a été  indiqué  au  n°  1479  pour  deux  forces  égales  et  con- 
traires, dépend  uniquement  du  mouvement  relatif  des  différentes  par- 
ties du  système. 

Ordinairement  dans  la  pratique  les  systèmes  que  l’on  étudie  peuvent 
être  considérés  comme  entièrement  solides;  alors  les  mouvements  rela- 
tifs de  leurs  différents  points  matériels  sont  nuis,  et  le  travail  des  actions 
mutuelles  est  aussi  nul.  Si  ces  mouvements  ne  sont  pas  nuls.ee  qui  ar 
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rive  quand  les  solides  sont  soumis  à de  certains  efforts , tant  que  ces 
efforts  ne  compromettent  pas  la  solidité  du  système,  ces  déplacements 
sont  négligeables,  et  on  peut  encore  considérer  comme  nul  le  travail 
de  ces  actions  mutuelles;  de  sorte  que  dans  ces  deux  cas,  qui  se  pré- 
sentent généralement  dans  la  pratique,  on  a 

— wc.*=23TF; 

expression  qui  généralise  celle  du  n”  1346,  donnée  pour  un  point  ma- 
tériel. 

Dans  les  cas  où  les  vitesses  v et  r«  sont  les  mêmes  pour  tous  les  points 
du  système , on  a , en  représentant  la  masse  totale  1m  du  système 
par  M, 

^ Mt*—  | Mr.1  = 1TF.  (6) 

Kr marque  1.  Lorsqu’un  système  est  composé  de  deux  ou  d’un  plus 
grand  nombre  de  corps  matériels  qui  se  meuvent  en  glissant  l'un  sur 
l'autre,  de  ce  glissement  en  contact  nait  un  frottement  qui  est  réelle- 
ment une  force  mutuelle  qui  s’oppose  au  mouvement,  et  dont  on  évalue 
le  travail  d’après  le  mouvement  relatif,  comme  il  a été  indiqué  au 
n”  1479.  L'existence  de  ce  frottement  oblige  d'avoir  recours  à la  for- 
mule (a);  cependant  comme  cette  résistance,  qui  joue  un  très-grand 
rôle  dans  toutes  les  machines,  peut  être  évaluée  d’après  les  grandeurs 
et  directions  des  forces  extérieures  du  système,  on  peut  la  considérer, 
pour  la  facilité  des  applications,  comme  étant  une  force  extérieure,  et 
l’on  voit  que  la  formule  (b)  s'applique  encore  dans  ce  cas,  qui  est  le 
plus  général  de  la  mécanique. 

Remarque  2.  Lorsqu’un  système  quelconque  (que  les  points  ou  corps 
matériels  soient  isolés  ou  composent  une  machine)  est  en  mouvement, 
il  peut  être  sollicité  par  des  forces  positives,  que  nous  appellerons 
puissances,  qui  agissent  dans  le  sens  où  le  mouvement  se  produit  ou 
doit  se  produire,  et  par  des  forces  négatives,  appelées  résistances,  qui 
s'opposent  au  mouvement.  Appelant  Tm  le  travail  des  forces  mo- 
trices, et  Tr  le  travail  des  résistances,  on  a le  travail  total  des  forces 
extérieures , 

1TV-Tn  — Tr, 

et  la  formule  (b)  devient 

\ Mf*-Î  Mr.*=  Tm-Tr.  (c) 

Si , à deux  instants  du  mouvement,  la  vitesse  est  la  même,  qu'elle  ait 
ou  non  varié  entre  ces  deux  instants,  la  variation  de  force  vivo  est 
nulle,  et  par  suite  la  formule  précédente  donne 
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Tm—  VT. 

Si,  à purtird’un  instant  déterminé,  les  forces  motrices  cessent  leur  effet, 
et  que  les  résistances  continuent  d’agir,  après  un  certain  temps  on  aura 

\ Mr*—  ^ Mt-,*  = 0 — Tr  = — Tr. 

Ainsi  le  travail  résistant  fait  décroître  la  vitesse.  On  conçoit  alors 
qu’elle  pourra  décroître  de  manière  à devenir  nulle , et  on  aura 

|m«*  = o, 

et  par  suite 


ce  qui  fait  voir  que  le  travail  résistant  que  le  système  M , animé  de  la 
vitesse  v,,  est  capable  de  vaincre,  est  représenté  par 

2 Mt\*  = ü 2 mt'°!  — § m'v*  + \ »«"  r."*  H- 

c’est-à-dire  que,  comme  pour  un  point  matériel  (13éG),  ce  travail  est 
égal  à la  force  vive  que  possède  le  système. 

C’est  sur  cette  propriété  de  la  matière  qu’est  fondé  l’usage  des  volants, 
pour  régulariser  la  vitesse  des  machines.  Le  travail  des  puissances  étant 
momentanément  supérieur  à celui  des  résistances,  la  vitesse  de  la  ma- 
chine et  par  suite  celle  du  volant  augmentent  de  manière  à ce  que  l’é- 
quation (c)  soit  satisfaite.  Le  travail  résistant  devenant  ensuite  supé- 
rieur au  travail  moteur,  la  vitesse  diminue  ; mais  comme  les  organesde 
la  machine  restituent  ie  travail  qu’ils  avaient  accumulé,  la  vitesse  di- 
minue moins  rapidement 

Il  convient  de  remarquer  en  passant  que  les  volants  n’augmentent 
nullement  la  puissance  dynamique  des  machines.  Le  travail  moteur 
devenant  supérieur  au  travail  résistant,  le  volant  et  les  autres  organes 
de  la  machine  en  accumulent  l’excès,  pour  le  restituer  quand  le  travail 
moteur  devient  inférieur  au  travail  résistant  ; mais  le  volant , comme  les 
autres  organes,  ne  restitue  que  ce  qui  lui  a été  transmis , et  même 
moins,  vu  que  le  frottement  de  ses  tourillons  et  la  résistance  de  l’air 
en  absorbent  toujours  une  partie. 

THÉORÈME  DO  TRAVAIL  VIRTOEL. 

1490.  Lorsque,  sans  avoir  égard  aux  obstacles  que  des  corps  envi- 
ronnants peuvent  opposer  au  mouvement  d’un  point  matériel , on  sup- 
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pose  par  la  pensée  que  ce  point  se  déplace  d'une  quantité  infiniment 
petite, sans  cesser  d’étre  accompagné  par  las  forces  réelles,  extérieures 
ou  mutuelles,  le  mouvement  idéal  qui  en  résulte  est  appelé  mouvement 
virtuel. 

1 491.  Le  travail  de  chacune  des  forces,  résultant  de  ce  mouvement, 
est  appelé  travail  virtuel  de  la  force  considérée. 

1492.  lorsqu'un  point  matériel  est  en  équilibre  ou  se  meut  unifor- 
mément suivant  une  droite , la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces 
qui  le  sollicitent  est  égale  à 0. 

En  effet,  ce  point  étant  en  équilibre  ou  ayant  un  mouvement  uni- 
forme rectiligne,  la  résultante  des  forças  qui  le  sollicitent  doit  être  égalo 
à zéro  ainsi  que  son  travail  virtuel  (1489).  Mais  le  travail  de  la  résul- 
tante F ast  égal  à la  somme  des  travaux  des  composantes  F',  F"...(iû80); 
on  a donc  aussi , en  accompagnant  les  forces  qui  sollicitent  le  point 
matériel  do  Tt  pour  désigner  le  travail  virtuel, 

TtV=  3T„F'+  W.F"  4-  = 0. 

Considérant  un  système  de  points  matériels  en  équilibre  ou  possédant 
un  mouvement  uniforme  rcctiligue;  M',  M"...  étant  les  points  maté- 
riels ; F’,  F". ..  las  résultantes  des  forces  extérieures  qui  sollicitent  res- 
pectivement les  points  M',  M". les  actions  mutuelles  qui 
sollicitent  M celles  qui  sollicitent  M",  et  de  môme  pour 
tous  les  autres  points  du  système,  on  a successivement  pour  les  divers 
points  du  système  ! 

T,  F'  + TV/,'  + TV,/,’  + TV/,'  +...  = 0 , 

TVF"+  TV/,''+  TV/,"+  = 0, 

et  ainsi  de  suite. 

Ajoutant  toutes  ces  équations,  on  aura,  en  représentant  par  -TV  F la 
somme  des  travaux  de  toutes  les  forces  extérieures,  et  par  £TV  la 
somme  des  travaux  virtuels  des  actions  mutuelles , 

lTv?  + lT,.f=o. 

Ce  qui  fait  voir  que  le  système  étant  en  équilibre  ou  ayant  un  mouve- 
ment uniforme  de  translation,  la  somme  des  travaux  virtuels  de  toutes 
les  forces  tant  extérieures  qu'intérieures  est  égale  à 0. 

Toutes  les  fois  que  dans  le  mouvement  virtuel  les  distances  mutuelles 
des  points  du  système  restent  constantes,  ce  qui , par  exemple , a tou- 
jours lieu  pour  tous  les  mouvements  virtuels  d’un  système  d’une  soli- 
dité parfaite,  les  travaux  virtuels  de  toutes  les  actions  mutuelles  sont 
nuis;  par  suite,  2Tt/=0,  et  l’équation  d’équilibre  précédente  devient 

E*\,F  = 0. 
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Ainsi,  dans  tout  mouvement  virtuel  compatible  avec  la  solidité, par- 
faite du  système,  la  somme  alyébrique  des  travaux  virtuels  des  forces 
extérieures  est  nulle  lorsqu'il  y a équilibre.  C'est  la  même  condition 
que  pour  un  point  matériel.  i 

1 495.  La  réciproque  n'est  pas  vraie  pour  des  corps  non  d'une  soli- 
dité parfaite , c’est-à-dire  susceptibles  de  changer  de  forme  sous  l'ac- 
tion des  forces  extérieures.  Un  corps  élastique,  par  exemple,  soumis  à 
l'action  de  deux  forces  égales  et  contraires,  n’est  pas  en  équilibre 
quoique  ces  deux  forces  se  fassent  équilibre. 

1494.  Cette  réciproque  est  toujours  vraie  pour  les  corps  parfaite- 
ment solides. 

En  effet , si  un  tel  corps  supposé  en  repos  ou  en  mouvement  se  mettait 
en  mouvement  ou  modifiait  celui  qu’il  possède,  il  acquerrait  dans  un 
temps  très-court  une  force  vive  très-petite,  mais  réelle,  ou  la  force 
vive  qu’il  possède  serait  augmentée  ou  diminuée,  ce  qui  ne  peut  avoir 
lieu  dans  l’un  et  l’autre  cas  qu’autant  que  le  travail  des  forces  n’est 
pas  nul  (1489);  or  le  travail  des  forces  intérieures  étant  nul,  puisque  le 
système  est  solide,  et  celui  des  forces  extérieures  l’étant  par  hypothèse, 
il  («t  donc  impossible  que  le  système,  d’abord  en  repos,  se  soit  déplacé, 
ou  que,  d’abord  en  mouvement , ce  mouvement  se  soit  modifié. 

149B.  De  ce  qui  précède,  il  résulte  le  théorème  fondamental  sui- 
vant : 

Pour  qu'un  corps  solide  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
somme  alyébrique  des  travaux  virtuels  des  forces  extérieures  soit  nulle 
pour  tous  les  mouvements  compatibles  avec  la  condition  de  solidité. 

Lorsqu'il  s'agit  d'un  corps  ou  système  matériel  susceptible  de  défor- 
mation, les  mêmes  conditions  générales  d'équilibre  sont  encore  néces- 
saires, mais  non  suffisantes. 

CONDITIONS  D'ÉQUILIBRE  D’UN  SYSTÈME  MATÉRIEL  DÉDUITES 
DES  MOUVEMENTS  VIRTUELS. 

1400.  Mouvements  virtuels  les  plus  simples  d'un  système  matériel 
quelconque.  Pour  un  système  matériel , on  peut  supposer  une  infinité 
de  mouvements  virtuels  plus  ou  moins  définis,  parmi  lesquels  il  y en  a 
deux  espèces  de  parfaitement  déterminées;  la  première  comprend  les 
mouvements  virtuels  de  translation,  c’est-à-dire  ceux  dans  lesquels  tous 
les  points  se  déplacent  parallèlement  à une  môme  direction  ; la  deuxième 
comprend  les  mouvements  virtuels  de  rotation , c’est-à-dire  ceux  dans 
lesquels  tous  les  points,  restant  à la  môme  distance  d’un  axe,  ont 
même  vitesse  angulaire  autour  de  cet  axe  (1461). 

1497.  Des  trois  équations  d'équilibre  d'un  système  déduites  des 
mouvements  virtuels  de  translation. 

Supposant  que  le  mouvement  virtuel  de  translation  a lieu  parallèle- 
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ment  à un  axe  quelconque  Ox,  chacun  des  points  d'application  des 
forces  décrit  un  chemin  infiniment  petit,  égal  à e,  parallèle  à Ox,  et 
qui  se  projette  en  véritable  grandeur  sur  cet  axe , soit  ç,  cette  projec- 
tion. Les  projections  des  forces  sur  la  direction  des  chemins  c sont 
égales  aux  projections  dé  ces  forces  sur  l’axe  Ox.  F, , F",  étant  ces 
projections,  les  travaux  virtuels  de  ces  forces  sont  respectivement 
ez¥j,  e»F''.r...  Ajoutant  tous  ces  travaux  partiels,  on  a le  travail  virtuel 
de  toutes  les  forces , qui  est 

*»Fj  + b»F,j+...  ou  e»(F',  + ¥"z  -+- ...) , 
travail  que  l’on  peut  exprimer  par 

2e,  F,  ou  e,2F,. 

Cette  somme  algébrique  devant  être  égale  à 0 pour  l’équilibre  (1495), 
on  doit  avoir 

Ci  (F,  + F',  + ...)  = 0 ou  e*  2F,  = 0 ; 
d’où  l’on  conclut,  e,  n’étant  pas  nul , 

F'.  + F',  +...  = 0 ou  2F,  = 0. 

Équation  qui  fait  voir  que,  quand  il  y a équilibre , la  somme  algébrique 
des  projections  des  forces  sur  un  axe  quelconque  est  nulle. 

Cette  propriété  des  forces  en  équilibre  ne  dépend , comme  le  fait  voir 
la  formule  précédente,  que  des  intensités  absolues  des  forces  et  des 
angles  qu’elles  font  avec  l’axe,  et  non  des  positionsde  leurs  points  d’ap- 
plication. 

En  transportant  toutes  les  forces  parallèlement  à elles-mêmes  en  un 
même  point  d’application,  la  somme  de  leurs  projections  ne  changera 
pas . et  elle  sera  encore  égale  à 0.  Ces  forces,  ainsi  transportées,  ont  uuo 
résultante  unique  appelée  résultante  de  translation,  laquelle,  ayant 
même  projection  sur  un  axe  quelconque  que  toutes  les  forces  (1398) , il 
en  résulte  que  la  condition 

F'«  + F',  + ...  = 0 ou  2F,  = 0 

signifie  que  la  projection  sur  un  axe  quelconque  de  la  résultante  de 
translation  (Tutt  système  de  forces  en  équilibre  est  égale  à zéro. 

Lorsque  cette  condition  est  vérifiée  pour  (rois  axes  Ox , Oy  et  Oz  qui 
se  rencontrent  sans  être  situés  dans  un  même  plan , elle  est  satisfaite 
pour  un  autre  axe  quelconque. 

En  effet,  ayant  2F*  = 0 , la  projection  sur  Ox  de  la  résultante  de 
translation  est  nulle,  d’où  il  résulte  que  la  résultante  de  translation  est 
nulle  ou  perpendiculaire  ù Ox. 

Si  l’on  a en  même  temps  2f,  =0  et  2 F,  = 0,  les  projections  sur  Ox 
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et  O y de  la  résultante  de  translation  sont  nulles,  ce  qui  ne  peut  avoir 
lien  qu’autant  que  la  résultante  est  nulle  ou  perpendiculaire  à la  fois  à 
Ox  et  Oy,  c’est-à-dire  au  plan  xOy, 

Enfin,  si  l’on  a à la  fois  iF,  = 0 , 2F,  = 0 et  il’,  =0,  les  projec- 
tions de  la  résultante  de  translation  sur  les  trois  axes  sont  nulles,  ce  qui 
ne  peut  avoir  lieu  qu’autant  que  cette  résultante  est  nulle  ou  perpendi- 
culaire à la  fois  aux  trois  axes  ; comme  cette  dernière  condition  est  im- 
possible puisque  les  trois  axes  ne  sont  pas  dans  un  même  plan,  il  faut 
donc  que  cette  résultante  de  translation  soit  nulle.  Cette  résultante 
étant  nulle,  sa  projection  sur  un  axe  quelconque  l'est  aussi,  et  comme 
cette  projection  est  égale  à la  somme  des  projections  de  toutes  les 
forces  sur  le  même  axe,  il  en  résulte  bien  que  cette  somme  est  aussi 
égale  à 0. 

Ainsi  déjà  les  trois  équations  distinctes 

2F,  = 0,  ÏV,  = 0 et  2F,  =0 

étant  satisfaites,  on  est  sûr  que  le  système  ne  prendra  aucun  mouve- 
ment de  translation. 

1498.  Ces  équations  renferment  comme  cas  particulier  celles  du 
n”  1377  relatives  à un  point  matériel  sollicité  par  un  nombre  quelconque 
de  forces.  Dans  ce  cas,  le  mouvement  virtuel  ne  pouvant  qu’être  de 
translation  , on  est  sûr  que  les  équations  précédentes  étant  satisfaites , 
il  y a équilibre  ; c’est  ce  que  nous  avons  établi  au  n“  1377  sans  avoir 
recours  aux  mouvements  virtuels. 

1499.  Des  trois  équations  d'équilibre  d'un  système  déduites  des 
mouvements  virtuels  de  rotation. 

Dans  le  mouvement  de  rotation  autour  d’un  axe,  tous  les  points  con- 
servant la  même  position  relative,  ils  ont  même  vitesse  angulaire  (1461). 
Supposant  un  mouvement  virtuel  de  rotation , et  désignant  par  a le  dé- 
placement angulaire  virtuel,  le  travail  virtuel  de  chacune  des  forces 
du  système  étant  égal  au  déplacement  a multiplié  par  te  moment  pris 
par  rapport  à l’axe  (1481) , pour  une  force  F',  dont  le  bras  de  levier  est 

on  a 

= nP7'. 

Chacune  des  autres  forces  donnera  une  expression  analogue , et  en 
faisant  la  somme  de  toutes  ces  expressions  on  aura  le  travail  virtuel 
total 

T,  = o(P7'+  VI" +...)  = a2Pf , 

ou  (1481) 

= a2M„F. 

Ce  travail  total  devant  être  nul  pour  qu’il  y ait  équilibre  (1495),  on 
doit  avoir 
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alM.F=0; 


d'où,  a n’étant  pas  nul, 

2M„F  = 0. 

Ce  qui  fait  voir  que  dans  le  eau  d’équilibre  la  somme  algébrique  des 
moments  des  forces  extérieures  par  rapport  à un  axe  quelconque  est 
égale  à 0.  C’est  ce  qui  a été  établi  au  n“  1426  saus  le  secours  des  mou- 
vements virtuels. 

Considérant  trois  axes,  Ox,  Oy  et  Os,  se  rencontrant  sans  être  dans 
un  môme  plan,  on  aura  pour  ces  axes  respectifs  : 

Sm„»F  = 0,  2M„,F=0  et  2M„,F=0. 

Les  moments  dépendant  des  distances  des  forces  à l'axo,  ces  équa- 
tions sont  distinctes  de  celles  du  n*  1497,  qui  ne  dépendent  nullement 
de  ces  distances.  De  plus , elles  sont  distinctes  entre  elles  ; car  si , par 
exemple,  toutes  les  forces  étaient  situées  dans  le  plan  xOy,  les  deux 
premières  équations  seraient  satisfaites  puisque  toutes  les  forces  étant 
ou  parallèles  aux  axes  Ox,  Oy,  ou  les  rencontrant,  leurs  moments  se- 
raient nuis,  et  cependant  l’équation  2Mo,F=0,  pourrait  ne  pas  être 
satisfaite. 

l.îOO.  Prouvons  maintenant  que  toutes  les  conditions  iV équilibre 
d'un  système  solide  quelconque  se  réduisent  aux  six  équations  dis- 
tinctes des  iï“  1497  et  1499. 

Soient  F',  F ",  F®...  les  forces  qui  sollicitent  le  système,  et  soient  S et 
T les  équivalentes  de  ce  systôme(1399).  Considérant  trois  axes  Ox,  Oy 
et  Ox  uon  situés  dans  le  môme  plan  : 

1“  Les  forces  F',  F",  F''...  satisfaisant  aux  conditions 

2F„  = 0,  B\  = 0,  2F,  = 0, 

leur  résultante  de  translation  est  nulle  (1497);  la  résultante  de  transla- 
tion des  équivalentes  S et  T est  aussi  nulle,  ce  qui  no  peut  avoir  lieu 
qu’autant  que  les  deux  forces  S et  T sont  égales,  parallèlles  et  de  sens 
contraires,  c'est-à-dire  forment  un  couple  (1392).  Ainsi  les  sommes 
des  projections  des  forces  sué  chacun  des  trois  axes  non  situés  dans  un 
même  plan  étant  nulles,  les  forces  peuvent  se  réduire  à un  couple 
équivalent. 

2“  Les  forces  F’,  F'...  satisfaisant  à l’équation 


2M„F=0,  (1499) 

la  somme  des  moments  des  forces  équivalentes  S et  T sera  aussi  égale 
à 0.  L’équivalente  S passant  par  l'origine  des  axes,  son  moment  est  nul; 
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le  moment  de  l’équivalente  T doit  donc  aussi  être  nul  ; ce  qui  ne  peut 
avoir  lieu  qu’autant  qu’elle  est  dans  un  même  plan  avec  l’axe  Oï. 

L’équation 

2M0*F  = 0 

étant  satisfaite.  Il  en  résulte,  comme  dans  le  cas  précédent,  quo  l’é- 
quivalente T est  encore  située  dans  un  même  plan  avec  l’axe  Oy  ; les 
deux  équations  précédentes  étant  réalisées,  il  en  résulte  doncqueT 
est  dans  le  plan  xOy,  ou  bien  elle  passe  par  le  point  O. 

Enfin  l'équation 

lM,F=0 

étant  satisfaite  en  même  temps  que  les  précédentes,  la  force  T doit  être 
dans  un  même  plan  avec  chacun  des  axes;  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu 
qu’autant  que  la  force  T passe  par  le  point  O.  Comme  déjà  S passe  par 
ce  point,  ces  deux  forces  se  réduisent  à une  force  unique.  Ainsi  lors- 
que les  sommes  des  moments  des  forces  par  rapport  à trois  oses  sont 
séparément  milles,  ces  forces  peuvent  sc  réduire  à une  résultante 
unique  passant  par  F origine  commune  des  axes. 

Les  forces  satisfaisant  à la  fois  aux  six  conditions 

2F*  = 0,  2F,  = 0 , 2f,=  o, 

3Mo,F  = 0,  2MO!,F=0,  i'M„:F  = 0, 

il  résulte  du  1*  que  les  deux  équivalentes  S et  T peuvent  être  égales  et 
de  sens  contraires,  et  du  2“,  qu’elles  passent  par  le  même  point  O,  et 
que  par  ronséquent  elles  sa  réduisent  à 0. 

Ainsi,  ces  six  équations  étant  satisfaites,  la  résultante  de  toutes  les 
forces  est  nulle;  son  travail  est  donc  nul , et  par  suite  aussi  celui  de 
toutes  les  forces.  On  peut  donc  affirmer  alors  que,  dans  tous  les  mou- 
vements virtuels  compatibles  avec  la  solidité  du  système , le  travail 
des  forces  F est  nul,  et  que  par  conséquent  te  système  matériel,  s'il 
est  solide,  ne  peut  prendre  aucun  mouvement  ; il  est  par  conséquent  eu 
équilibre  sous  l’action  des  forces  qui  le  sollicitent. 

DD  FROTTEMENT.  PLAN  INCLINÉ. 

litOl.  La  surface  d'un  corps  n'étant  jamais  parfaitement  unie,  quel 
que  soit  son  poli , il  en  résulte  que  quand  on  met  deux  surfaces  eu  con- 
tact, elles  se  pénètrent  toujours  plus  ou  moins.  Cet  enchevêtrement 
n’est  pas  seulement  dû  ü l’Imperfection  du  poli  des  pièces,  mais  aussi  à 
ce  que  les  surfaces  en  contact  se  pressant  mutuellement,  il  y a défor- 
mation d’autant  plus  grande  que  les  corps  sont  moins  durs  et  que  ia 
pression  de  l’un  sur  l’autre  est  plus  grande. 
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Do  l'enchevêtrement  des  molécules  de  deux  surfaces  en  contact , U 
résulte  que  si  l'on  imprime  un  mouvement  à l’un  des  corps,  mais  do 
manière  à le  laisser  toujours  en  contact  avec  la  surrace  de  l'autre 
corps,  il  naît  une  résistance  qui  n’est  autre  chose  qu'une  action  mu- 
tuelle (1382,1489),  qui  s’oppose  directement  au  mouvement  et  qui 
agit  par  conséquent  dans  le  plan  tangent  aux  deux  surfaces  do  contact. 
Si,  par  exemple,  l’une  des  surfaces  frottantes  est  plane,  la  résistance 
agit  dans  ce  plan  et  directement  en  sens  contraire  du  mouvement. 

Cette  résistance , qui  naîtdu  mouvement  des  corps  en  contact,  prend 
le  nom  de  frottement. 

liJOît.  Si  la  môme  partie  de  la  surface  d’au  moins  un  des  corps  reste 
toujours  en  contact , c'est-à-dire  s’il  y a glissement  d’un  ou  de  chacun 
des  corps  sur  l’autre,  lo  frottement  prend  le  nom  de  frottement  de 
glissement. 

' Si , au  contraire , les  parties  de  surfaces  en  contact  varient  à chaque 
instant , comme  dans  le  mouvement  d’une  bille  sur  un  tapis  de  billard , 
ou  d’une  roue  de  voiture  sur  iine  route,  le  frottement  prend  le  nom  de 
frottement  de  roulement. 

11103.  L’expérience  prouve  que  le  frottement  est  proportionnel  à la 
pression  normale  que  les  surfaces  exercent  l’une  sur  l'autre,  qu'elle 
varie  selon  la  nature  et  l’état  des  surfaces  en  contact,  et  qu’elle  est  in- 
dépendante de  la  vitesse  et  de  l’étendue  des  surfaces  en  contact. 

Des  expériences  récentes,  faites  par  M.  Jules  Poirée  sur  le  chemin  de 
fer  de  Lyon , ont  fait  voir  que  pour  des  vitesses  supérieures  à U ou 
5 mètres  par  seconde,  le  frottement  diminue  à mesure  que  la  vitesse 
augmente.  Dans  ces  expériences,  on  a serré  les  freins  d'un  wagon  do 
manière  à empêcher  les  roues  de  tourner,  et  on  l’a  fait  mouvoir  sur  les 
rails  comme  un  traîneau  ; la  vitesse  a été  portée  jusqu’à  22  mètres  par 
seconde,  et,  à l’aide  d un  dynamomètre,  on  a constaté  que  le  frotte- 
ment de  glissement  des  roues  sur  les  rails  diminuait  à mesure  que  la 
vitesse  devenait  plus  grande. 

Il  convient  de  remarquer  que  dans  les  cas  habituels  de  la  pratique , 
dans  les  machines  par  exemple,  la  vitesse  est  loin  d’atteindre  U mètres 
par  seconde,  et  que  l’on  peut  admettre  que  le  frottement  est  indépen- 
dant de  la  vitesse. 

En  lubréfiant  les  surfaces  en  contact  avec  des  corps  onctueux,  tels 
que  l'huile,  la  graisse ,*le  savon...  on  diminue  considérablement  le 
frottement. 

Nous  venons  de  dire  que  le  frottement  est  proportionnel  à la  pres- 
sion des  surfaces  entre  elles  ; mais  cela  n’a  lieu  que  jusqu'à  une  cer- 
taine limite;  au  delà,  les  surfaces  grippent , c'est-à-dire  s’entament  en 
s'échauffant,  et  le  frottement  devient  considérable  sans  varier  suivant 
aucune  loi.  Les  corps  onctueux , tout  en  diminuant  le  frottement,  re- 
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culent  considérablement  la  limite  à laquelle  les  surfaces  commencent  à 
gripper. 

D'après  des  expériences  de  Wood,  la  pression  des  essieux  de  wagons 
dans  leurs  boîtes  ne  doit  pas  dépasser  6k,33  par  centimètre  carré  de 
surface  de  contact  ; au-dessus  de  cette  limite,  la  graisse  qui  lubréfie  les 
surfaces  est  écrasée  et  chassée  ; alors  les  corps,  frottant  à sec,  s’enta- 
ment. et  le  frottement  devient  considérable.  Aujourd’hui  que  le  grais- 
• sage  se  fait  avec  soin  et  régulièrement,  la  pression  peut  atteindre  25  et 
jusqu’à  30  kilog.  par  centimètre  carré. 

L’expérience  prouve  aussi  que  quand  deux  surfaces  ont  été  en  con- 
tact et  en  repos  relatif  pendant  un  certain  temps , le  frottement  de 
glissement  est  plus  considérable  au  premier  instant  du  mouvement  que 
quand  le  mouvement  a lieu.  Cela  est  d’autant  plus  sensible  que  la 
pression  est  plus  grande  et  que  les  corps  sont  plus  compressibles;  ces 
deux  circonstances  tendant  à faire  pénétrer  les  surfaces  et  à chasser  , 
l'enduit. 

1304.  Le  rapport  entre  le  frottement  F,  c’est-à-dire  la  résistance  qui 
s'oppose  directement  au  mouvement , et  la  pression  P qui  s’exerce  nor- 
malement entre  les  deux  surfaces  de  contact , est  ce  que  l’on  appelle 
coefficient  de  frottement  ; ainsi , désignant  ce  coefficient  par/,  on  a 

/=§,  d’où  F=/P; 

ce  qui  fait  voir  que  ce  coefficient  varie  comme  F. 

On  a formé,  d’après  l’expérience,  un  tableau  des  valeurs  de  / pour 
les  corps  généralement  employés  dans  les  machines  et  placés  dans  les 
circonstances  de  cet  emploi.  Dans  ce  tableau , donné  au  complet  dans 
notre  Aide-mémoire,  on  trouve  que  pour  le  chêne,  l’orme,  le  poirier 
sauvage,  la  fonte,  le  fer,  l’acier  et  le  bronze,  glissant  l’un  sur  l’autre, 
ou  sur  eux-mêmes,  on  a /=0,07  à 0,08  quand  les  surfaces  frottantes 
sont  lubréfiées  à la  manière  ordinaire  de  suif,  d’huile,  de  saindoux  ou 
de  cambouis  mou. 

La  formule  précédente  fait  voir  que  pour  obtenir  le  frottement  F 
dû  à une  pression  P entre  les  deux  surfaces , il  suffit  de  multiplier  P 
par  la  valeur  de  / donnée  au  tableau  pour  les  corps  frottants  placés 
dans  les  circonstances  où  ils  se  trouvent.  Ainsi  pour  P=  500  kilog.  et 
/=  0,08,  on  a F=/P=  0,08  x 500  = 50  kilog. 

1303.  Équilibre  du  plan  incliné  en  tenant  compte  du  frottement 

(153/1). 
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V Supposons  d'abord  que  le  corps  n'est  sollicité  que  par  la  pesanteur. 

Il  est  évident  que  dans  ce  cas  le  mouvement 
aura  lieu  suivant  la  ligne  de  plus  grande 
pente  du  plan. 

Suivant  cette  ligne , le  corps  est  soumis  à 
deux  forces , dont  l’une,  p=Psina,  est  la 
force  mouvante,  et  dont  l’autre,  qui  est  le 
frottement,  est  la  force  résistante  (1433).  Ce 
frottement  étant  dû  à la  pression  = P cos  a 
normale  au  plan  incliné,  il  est,  en  désignant 
par /le  coefficient  de  frottement  qui  convient  aux  surfaces  frottantes 
(1504), 

/P  COS  a. 

Le  frottement  étant  toujours  une  force  qui  s'oppose  au  mouvement, 
on  voit  que  si  le  mobile  se  meut  ce  sera  en  vertu  de  la  résultante 

P sina  — /P cos  a. 


Fig.  40Ï. 


Pour  a — 0 , on  a îin«=0  et  cosa  = 1 (968);  mais  à mesure  que  a 
augmente,  sina  augmente  et  cos  a diminue;  on  conçoit  alors  que  les 
valeurs  de  P et  / étant  constantes,  il  y a une  valeur  de  a pour  laquelle 
on  a 

P fin  a = / P cos  a, 


d’où  (981) 


/ = 


sin  a 
co  s a 


= tang  au 


(i) 


L’angle  qui  satisfait  4 cette  équation  prend  le  nom  d 'angle  de  glisse- 
ment. 

De  l’expression  (1)  résulte  un  moyen  de  déterminer  les  valeurs  du 
coefficient  de  frottement  des  corps.  Il  suffit  d’incliner  le  plan  jusqu’à  ce 
que  le  mouvement  commence;  de  déterminer  l’angle  a,  et  tanga  est  la 
valeur  de  /. 

Ainsi  l’on  voit  que  pour  l’angle  de  glissement  il  y a égalité  entre  la 
composante  mouvante  P sin  a et  le  frottement  fVcosa  ; le  corps  est  en 
équilibre  instable,  c’est-à-dire  que  le  plus  petit  effort  le  mettrait  en 
mouvement. 

Sitôt  que  l’angle  a dépasse  la  valeur  de  glissement,  la  force  mou- 
vante P sin  a devient  supérieure  au  frottement,  et  il  y a mouvement. 

Si  au  contraire  a est  inférieur  à la  valeur  de  glissement,  la  compo- 
sante P sina  ost  inférieure  au  frottement  fVcosa,  et  comme  le  frotte- 
ment n'est  jamais  force  mouvante  , il  en  résulte  que  le  corps  est  en 
équilibre  stable. 

L’équation  précédente  (l/fait  voir  que  le  coefficient  de  frottement  est 
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égal  à la  tangente  de  l’angle  de  glissement  des  corps  frottants,  l’our 
* = 11"  par  exemple,  on  a (1011) 

/ = lang  11* = 0,194. 

Supposant  le  frottement  nul,  ou  arriverait  aux  relations  du  n*  1433. 

2°  Le  corps  peut  être  sollicité,  en  outre  de  la  pesanteur,  par  diffé- 
rentes forces.  Dans  ce  cas,  pour  qu’il  suive  ta  ligne  de  plus  grande 
pente  du  plan,  il  faut  que  ia  résultante  des  autres  forces  soit  dans  le 
plan  vertical  passant  suivant  cette  ligne. 

Soit  Q la  résultante  des  forces  qui  sollicitent  un  corps  dont  le  poids 
est  1*  ( fi  g.  402) , £ l’angle  que  la  force  Q fait  avec  ia  ligne  de  plus 
grande  pente , et  a l’inclinaison  du  plan. 

Chacune  des  forces  P et  Q se  décompose  en  deux,  l’une  parallèle  au 
plan  incliné,  et  l’autre  normale  à ce  plan. 

La  résultante  des  deux  composantes  parallèles  au  plan  est  la  force 
mouvante.  Dans  le  cas  de  la  figure  402,  cette  résultante  est,  en  re- 
marquant que  les  composantes  agissent  en  sens  contraires, 

P sin  a — Q cos  3.  (t  ) 

La  résultante  dos  composantes  normales  au  plan  est  la  pression  entre 
les  surfaces  frottantes  ; c’est  la  force  qui  donne  naissance  au  frottement. 
Cette  résultante  est,  puisque  dans  le  cas  de  la  figure  402  les  compo- 
santes agissent  en  sens  contraires , 

P «Ma  — Q«n(l}  (2) 

valeur  qui  devra  toujours  être  positive  pour  que  le  corps  se  meuve  sur 
le  plan  avec  frottement.  Si  elle  est  égale  à 0,  le  corps  se  meut  parallè- 
lement au  plan,  mais  sans  frottement;  si  elle  est  négative,  le  corps 
s’écarte  du  plan. 

L’expression  précédente  étant  la  pression  normale  aux  surfaces  frot- 
tantes, le  frottement  est  (1504) 

/ (P  cos  a — Q sin  £). 

Le  frottement  agissant  toujours  en  sens  contraire  du  mouvement , il 
en  résulte  que  si  l’on  a P sin  a>Qcos  c’est-à-dire  si  l’expression  (I) 
est  positive,  le  corps,  s’il  se  meut,  ne  pourra  que  descendre  le  plan 
incliné , et  il  se  mouvra  comme  si , étant  tout  à fait  libre,  il  n’était  sol- 
licité que  par  la  résultante  unique 

P sin  a — Q eus  'p  — /(  P cos  a — Q sin  ?). 

Comme  dans  le  cas(l°),  le  corps  se  mouvra,  ou  sera  en  équilibre  In- 
. stable,  ou  en  équilibre  stable,  quand  cette  résultante  sera  respective- 
ment positive,  nulle  ou  négative. 
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Quand,  au  contraire,  on  a P«>is  < Q cos , c’est-à-dire  quand  l’ex- 
pression (1)  est  négative,  s’il  y a mouvement , le  corps  remontera  le  plan 
et  se  mouvra  comme  s’il  n'était  sollicité  que  par  la  force  unique 

Q cos  p — Pmn  a — /(P  cos  a — Q sin  (5). 

Comme  dans  le  cas  précédent  , le  corps  se  mouvra,  mais  en  remon- 
tant le  plan , ou  sera  en  équilibre  instable,  ou  en  équilibre  stable,  selon 
que  cette  résultante  sera  positive , nulle  ou  négative. 

Quelle  que  soit  la  direction  de  la  force  Q autour  du  point  A,  c’est-à- 
dire  la  valeur  de  on  déterminera  les  conditions  de  mouvement  ou 
d’équilibre  comme  nous  venons  de  le  faire.  Tant  que  Q agit  à droite  de 
BC  , l’expression  (1)  reste  la  môme;  mais  si  Q agissait  à gauche  de  BC, 
sa  composante  Q cos  (3  s’ajouterait  à P sin  a , et  l’expression  (1)  serait 

Paina-t- Qcosp  ; 

P étant  toujours  le  plus  petit  des  angles  que  fait  la  force  Q avec  le  plan. 

Tant  que  Q agit  au-dessus  du  plan,  l'expression (2)  reste  la  môme; 
mais  quand  cette  force  agit  en  dessous,  Qsinÿ  s’ajoute  à Pccwa , et 
l’expression  (2)  devient 

P cos  a + Q sin  ?. 

ItfOC.  Mouvement  d'un  corps  qui  plisse  sur  un  plan  incliné. 

D’après  ce  que  nous  venons  de  voir,  toutes  les  forces  constantes  qui 
sollicitent  le  mobile  pouvant  être  ramenées  à une  force  constante  unique 
agissant  suivant  la  ligne  de  plus  grande  pente,  le  mobile  se  mouvra  sui- 
vant cette  ligne,  et  avec  un  mouvement  uniformément  accéléré  (1322). 

En  divisant  la  force  unique  F qui  le  sollicite  par  la  masse  M = - du 

g 

mobile,  on  aura  l’accélération  de  vitesse  J (1332,  1334);  ayant  J,  la 
vitesse  r acquise  par  le  mobile  après  le  temps  t est  31;  l’espace  E, 
parcouru  après  ce  temps,  est  i J/1  (1311). 

Pour  F = 20k,  P=100k  et  f=10”,  on  a : 


9,81 

20 

10,2 


= 100x0,102  = 10,2, 

= 1,96, 


v = Jf  = 1,96  x 10  = 19", 6, 


Nous  conseillons  aux  élèves  de  faire  quelques  applications  analogues, 
qui  sont  très-propres  à leur  faire  bien  comprendre  les  principes  fonda- 
mentaux de  la  mécanique. 
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1U07.  Examinons  le  cas  particulier  où  l’on  suppose  que  le  mobile 
n’est  sollicité  que  par  son  propre  poids  et  glisse  sans  frottement. 

Dans  ce  cas , la  force  unique  qui  produit  le  mouvement  est  la  com- 
posante P-sin  a du  poids,  parallèle  au  plan  ; l’accélération  de  vitesse  du 
mobile  est  alors  (1505, 1506) 

, Pst«*  P sin  a 
J = — j£—  = — p — = g nn  a. 

g 


La  vitesse  acquise  après  le  temps  t est 

v — g sin  ut. 

(1) 

Après  le  temps  t , l’espace  parcouru  est 

E=  ^ g sin  ut*. 

(2) 

Si  E est  la  longueur  totale  l du  plan , et  que  l soit  le  temps  que  le  mo- 
bile met  à descendre  du  sommet  du  plan  à son  pied , on  a 


l=\-  g si  il  a/%  d’où  t — \/  — ~ — . (3) 

2 * ’ \ gsm*  K l 

Substituant  cette  valeur  de  t dans  celle  de  r,  il  vient 

v — g tin  a V / — ~ — = <Jigl  sin  a. 

J \ gsm  a J 

Remarquant  que  l sin  » est  égal  à la  hauteur  h du  plan  (995),  on  a 
v = sj^gh. 


Ainsi  la  vitesse  que  possède  le  mobile,  quand  il  arrive  au  pied  du 
plan  incliné,  est  égale  à celle  qu’il  aurait  acquise  en  tombant  verticale- 
ment de  la  hauteur  h sous  l'action  unique  de  la  pesanteur  (1319). 

Ce  qui  vient  d’être  dit  pour  la  longueur  totale  l du  plan  incliné  est 
applicable  à une  partie  quelconque  l' de  cette  longueur.  Ainsi,  quand 
le  mobile  a parcouru  /',  on  a 

v'=  \Jïgh,'\ 

c’est-à-dire  que  le  mobile  ayant  parcouru  un  espace  quelconque  suivant 
le  plan  incliné,  il  possède  une  vitesse  v'  égale  à celle  qu’il  acquerrait  en 
tombant  librement  de  la  hauteur  h'  dont  il  est  descendu. 

La  valeur  de  v étant  indépendante  de  l , on  voit  que  des  mobiles  par- 
tant sans  vitesse  initiale  d’un  même  point  acquièrent  tous  la  même 

35 
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vitesse  en  arrivant  à un  même  plan  horizontal,  quelles  que  soient  les 
inclinaisons  des  plans  suivis  par  les  mobiles.  SI  la  vitesse  acquise  est  in- 
dépendante de  l’inclinaison  et  par  suite  de  la  longueur  du  plan , il  n’en 
est  pas  de  même  du  temps  que  mettent  les  mobiles  pour  arriver  au  plan 
horizontal  ; c'est  ce  que  fait  voir  la  formule  (3). 

Si  le  mobile  avait  possédé  une  vitesse  initiale  r„ , on  en  aurait  tenu 
compte  dans  les  formules  (1)  et  (2),  comme  aux  formules  générales 
des  n"  1310, 1311,  et  on  aurait  ensuite  conclu,  des  nouvelles  formules 
(1)  et  (2),  ia  vitesse  après  un  parcours  quelconque  l\  comme  ci-dessus. 

Remarque.  La  durée  de  la  descente  étant 


t 


\/3C  = \/-JL. 

y g sut*  V gl  stn  * 


P 

h' 


l’ig.  403. 


\ 


on  voit  que  cette  durée  est  la  même  pour  divers 

p 

plans  inclinés  donnant  pour  ^ une  quantité  con- 
stante; ce  qui  a lieu  pour  tous  les  plans  dont  les 
longueurs  l sont  en  grandeurs  et  inclinaisons  les 

cordes  AB,  AC AU,  AC....  d’une  sphère  ou 

d’un  cercle,  aboutissant  toutes  aux  extrémités 
d’un  même  diamètre  vertical  AA’. 


En  effet,  si  d’un  point  quelconque  B de  la  circonférence  d’un  cercle 
on  abaisse  une  perpendiculaire  BK  sur  un  diamètre  AA’=  D,  on  a (619) 


h:i=st:D, 


D — constante  : 


Eig.  404. 


ce  qu’il  fallait  démontrer. 

1B08.  Étant  donné  un  plan  BC,  déterminer  le  plan  incliné  sur  le- 
quel devra  se  mouvoir  le  mobile  partant  de  A sans 
vitesse  initiale  , pour  qu'il  arrive  au  plan  BC  dans 
le  temps  le  plus  court  possible. 

11  suffit  de  déterminer  la  ligne  de  plus  grande 
pente  du  plan  cherché.  Pour  cela,  menant  la  verti- 
cale AB  et  la  perpendiculaire  AP  au  plan  BC,  la  bis- 
sectrice AD  de  l'angle  BAP  est  la  ligne  de  plus 
grande  pente  cherchée.  En  effet,  menons  DO  paral- 
lèle à PA  , c’est-à-dire  perpendiculaire  à BC;  du 
point  O comme  centre,  avec  OD  pour  rayon,  dé- 
crivons une  demi-circonférence  ; elle  passera  par  le  point  A;  car  les 
angles  ADO  et  DAO  étant  égaux  chacun  à DAP  d’après  les  construc- 
tions, le  triangle  ADO  est  isocèle,  et  on  a OA  = OD. 

Cela  établi , toutes  les  cordes  menées  par  A dans  le  cercle  seraient 
parcourues  par  le  mobile  dans  le  même  temps  que  AD  (1507);  mais  le 
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plan  BC  étant  tangent  en  D,  tous  ses  points,  autres  que  D,  sont  exté- 
rieurs au  cercle,  et  par  conséquent  le  mobile  ne  pourra  les  atteindre 
que  dans  des  temps  plus  longs  que  celui  employé  & parcourir  AD. 

FORCES  CESTRirÈTE  ET  CENTRIFUGE.  PENDULES. 

1809.  Lorsqu’un  mobile  suit  une  circonférence  ou  seulement  un 
arc  de  cercle,  c’est  qu’il  est  sollicité  par  une  force  indépendante  de 
celles  qui  lui  ont  imprimé  son  mouvement  actuel , et  qui  peut  être  la 
résultante  de  plusieurs  autres.  En  effet , de  l’action  des  forces  primi- 
tives, il  résulterait  que  le  mobile  se  mouvrait  en  ligne  droite,  suivant  la 
direction  de  la  vitesse  acquise,  et  d’un  mouvement  uniforme. 

Ce  qui  suit  s’applique  au  cas  où  le  corps  part  du  repos,  comme  à ce- 
lui où  il  possède  une  vitesse  rectiligne  initiale. 

1810.  La  résultante  B des  forces  qui  sollicitent  actuellement  le  mo- 
bile se  trouve  évidemment  dans  le  plan  de  la  circonférence  qu’il  décrit. 
On  peut  alors  la  décomposer  en  deux  : l’une , T,  tangentielle  à la  cir- 
conférence, et  qui  modifie  la  vitesse  du  mobile;  elle  l'accélère  ou  la 
diminue  selon  qu'elle  agit  dans  le  mômesensque  la  vitesse  initiale  ou  en 
sens  contraire  ; l’autre,  C,  agissant  suivant  le  rayon  de  la  circonférence 
décrite , et  destinée  à modifier,  à infléchir  à chaque  instant  le  mouve- 
ment , de  manière  à le  rendre  circulaire,  de  rectiligne  qu'il  eût  été  sous 
l’influence  de  la  vitesse  initiale  et  de  la  composante  tangentielle  T.  „ 

La  direction  de  la  composante  C lui  a fait  donner  le  nom  de  force 
centripète,  et  sou  efl'et  l’a  fait  appeler  aussi  force  infléchissante. 

1811.  Détermination  de  ta  force  centripète  G en  fonction  de  la 
masse  m du  mobile,  de  sa  vitesse  v à V instant  considéré , et  du  rayon  r 
de  la  circonférence  qu'il  décrit. 

D’abord , si  pendant  l’instant  infiniment  petit  0 la  vitesse  v varie  de  la 
quantité  infiniment  petite  dv,  cette  variation  est  due  à la  composante 
tangentielle  T,  qui  a la  même  direction,  et  on  a (1309, 133Û). 


Revenons  à la  force  centripète  C.  Soit  A la  position  du  mobile  à l’in- 
stant considéré,  et  AA’— s l’espace  infiniment 
petit  qu’il  parcourt  pendant  le  temps  infiniment 
petit  0.  La  projection  du  mobile  sur  le  rayon  AO 
décrit  l’espace  infiniment  petit  AB  = st  dans  le 
même  temps  0,  et  la  figure  fait  voir  que  la  vi- 
tesse initiale  de  la  projection  est  nulle,  puisque 
le  premier  élément  de  AA'  étant  perpendicu- 
laire à OA , sa  projection  sur  cette  droite  est  un 
point. 


Fig.  «5. 

A 
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Au  point  A la  vitesse  initiale  tangentielle  et  la  composante  tangen- 
tielle  T sont  perpendiculaires  à OA  ; à ce  même  point  la  force  centri- 
pète C agit  suivant  AO;  or  le  chemin  AA'  étant  infiniment  petit,  on 
peut  supposer  que  pendant  tout  son  parcours  la  vitesse  initiale,  la 
force  T et  la  force  C conservent  par  rapport  à AO  la  même  direction  ; 
d’où  il  résulte  que  l’espace  AB  est  parcouru  uniquement  sous  l’in- 
fluence de  la  force  constante  C,  qui  agit  seule  suivant  AB  (1359).  Le 
mouvement  suivant  AB  peut  alors  être  supposé  uniformément  accé- 
léré, et  on  a (1311, 1334). 


Cette  formule  n’est  rigoureusement  vraie  qu’autant  que  9 et  par  suite 
s et  j,  sont  infiniment  petits;  car  autrement  la  force  tangentielle  T ne 
serait  pas  constamment  perpendiculaire  à AO,  de  même  que  la  force  C 
n’agirait  pas  constamment  suivant  AO,  ni  parallèlement  à AO. 

Puisque  dans  la  formule  précédente  il  entre  des  quantités  infiniment 
petites,  il  faut  les  faire  disparaître,  afin  qu’elle  donne  la  valeur  de  C 
d’une  manière  évaluable. 

On  peut  supposer  que  la  vitesse  moyenne  g pendant  le  parcours  de 
l’espace  infiniment  petit  $ est  égale  à v ; ainsi 

' ou  *=j.  (2) 


L’arcf  étant  infiniment  petit,  il  se  confondavec  sa  corde,  etona  (619), 
en  faisant  AD  = 2r, 

. ; s = s ; 2r,  d’où  s*  = 2«,.  (3) 

On  pourrait  éliminer  les  quantités  s,  f,  et  9 entre  les  équations  (1),  (2) 
et  (3),  mais  elles  disparaissent  en  multipliant  membre  à membre  ces 
trois  équations;  ce  qui  donne,  en  supprimant  les  facteurs  communs. 


1 = 


O 

mr*  > 


d’où 


C = 


ni  p* 

~F‘ 


Ainsi,  à un  instant  quelconque,  la  force  centripète  est  égale  au 
double  de  la  force  vive  que  possède  le  mobile  à cet  instant , divisé  par 
le  rayon  (1345). 

Remarque.  Lorsque  la  force  tangentielle  T est  nulle,  la  vitesse  v reste 
constante,  et  par  suite  aussi  la  force  centripète;  et  réciproquement. 

1312.  En  vertu  du  principe  de  la  réaction  égale  et  contraire  à l’ac- 
tion (1381) , il  résulte  que  la  mobile  exerce  sur  le  point  fixe  une  réaction 

77i  r* 

égale  à — , et  directement  apposée  à la  force  centripète  ; c’est  cette 
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réaction,  que  l’on  nomme  force  centrifuge,  qui  fait  que  le  mobile  s’é- 
loigne du  centre  suivant  la  direction  du  rayon  quand  on  supprime 
tout  à coup  la  force  centripète.  La  fronde  rend  bien  compte  de  cet 
effet. 


1315.  Appelant  p le  poids  du  mobile,  on  a ni=  par 
forces  centripète  et  centrifuge  ont  pour  expression  (1511) 


suite  les 


d’où 


C = 


Pv' 
9r  ' 


c : p 


f1  # r 
2 g 1 2’ 


A étant  la  hauteur  due  à la  vitesse  v,  on  a (1319) 


, r*  . _ 2pA 

h = Tg'  et’  par  sulte’  c=  r • 

La  proportion  précédente  fait  voir  que  les  forces  centripète  et  centri- 
fuge sont  chacune  au  poids  du  mobile  comme  la  hauteur  due  à la  vi- 
tesse du  mobile  est  à la  moitié  du  rayon  de  la  circonférence  qu’il 
décrit. 

1314.  Autres  expressions  de  la  valeur  des  forces  centripète  et  cen- 
trifuge : 

1"  Le  mouvement  étant  uniforme,  et  t étant  la  durée  d’une  révolu- 
tion entière  du  mobile,  on  a 


v — 


2 r.r 

T' 


et,  par  suite, 


2»  w étant  la  vitesse  angulaire  du  mobile  (1462) , on  a aussi 


vs=*> r,  et,  par  suite,  C = wiw’r. 

1313.  Forces  centripète  et  centrifuge  quand  le  mobile , au  lieu  de 
suivre  une  circonférence  ou  un  arc  de  cercle,  décrit  uiw  courbe  quel- 
conque. 

Considérant  un  arc  infiniment  petit  AA'  de  la  courbe  décrite  (Jig.  405), 
on  peut  supposer  qu’il  est  tout  entier  situé  dans  un  même  plan , et 
qu’il  est  un  arc  de  cercle  ayant  pour  rayon  le  rayon  de  courbure  r de 
la  courbe  à l’élément  AA'  (1148). 

Ayant  la  masse  m du  mobile , le  rayon  de  courbure  r de  la  courbe  au 
point  considéré  AA'  et  la  vitesse  c,  les  forces  centripète  et  centrifuge 
en  ce  point  sont  encore  (1511) 

C=22£. 

T 
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Ainsi,  en  donnant  à r cette  dernière  signification,  les  expressions  des 
forces  centripète  et  centrifuge  s'appliquent  à une  trajectoire  quel- 
conque. 

1816.  Applications  : 

1*  lin  mobile,  qui  est  attaché  à l’une  des  oxtrémités  d’un  fil  dont 
l’autre  est  fixe,  est  mis  en  mouvement  par  une  cause  quelconque  qui 
tout  à coup  cesse  son  effet  ; on  demande  ce  que  devient  alors  la  tension 
du  fil,  en  négligeant  la  masse  do  ce  fil,  l’action  de  la  pesanteur  sur 
tout  le  système  et  la  résistance  de  l’air  7 

Le  mobile  n’étant  plus  soumis  qu'à  la  vitesse  acquise  et  à la  force 
centripète,  qui  est  alors  la  tension  du  fil,  prend,  normalement  à ce  fil, 
un  mouvement  uniforme,  et  si  v est  la  vitesse  acquise,  ona,m  étant 
la  masse  du  mobile  et  r la  longueur  du  fil. 


Fig.  4Ù6. 


2*  Le  mobile  M,  au  Heu  de  n’être  fixé  qu’à  un  fil,  est  retenu  par 
deux,  MA  et  MA';  on  demande  quelles  sont  les 
tensions  des  deux  fils,  en  négligeant  la  masse  de 
ces  fils,  l’action  de  la  pesanteur  et  la  résislance 
de  l’air,  quand  les  forces  motrices  ont  cessé  leur 
action,  c’est-à-dire  quand  le  mouvement  est 
devenu  uniforme  7 

. La  circonférence  décrite  par  M a pour  rayon 
MO  = r et  son  plan  est  perpendiculaire  à AA'.  La 
force  centripète  a pour  intensité  (1511) 


C- 


mxr 


De  plus,  elle  agit  suivant  MO,  et  comme  elle  est  la  résultante  des  ten- 
sions des  fils,  si  on  la  représente  par  MB,  ses  composantes  MD  = c et 
M£  = c'  suivant  les  directions  des  fils  MA  et  MA'  sont  respectivement 
les  tensions  de  ces  fils,  et  on  a (1372) 


C _ n c 

* .vin  (a  4-  a')  vin  a'  sin  a ’ 

d’où 

_ sin  a'  . sin  a 

C — C ~z — - — ; — -,  et  C = C-r— ; 

.vin  («  + «}’  ym(a  + a') 

La  force  centrifuge  étant  encore  égale  et  contraire  à la  force  centripète, 
il  résulta  du  mouvement  considéré,  que  les  tensions  des  fils  et  par  suite 
les  tractions  exercées  par  eux  sur  les  points  fixes  A et  A’  sont  les  mêmes 
que  si  le  mobile  était  en  repos,  et  que  le  point  M , appartenant  aux  deux 
fils,  fût  sollicité  par  une  force  égale  à la  force  centrifuge. 
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Fig.  »#: 


3”  Supposons  que  le  mobile  M au  lieu  de  se  mouvoir  dans  un  plan 
vertical  tourne  dans  un  plan  horizontal  perpendi- 
culaire à la  droite  AA',  et  qu’il  s’agisse  de  trbuver 
la  tension  de  chacun  des  fils  MA  et  MA',  en  négli- 
geant toujours  la  masse  de  ces  fils,  mais  en  tenant 
compte  du  poids  p du  mobile  M. 

Conservant  les  mêmes  notations  que  dans  le 
cas  précédent , on  a toujours 

G = 

r <7r‘ 


L’axe  M y étant  perpendiculaire  à la  vitesse  initiale  et  au  déplacement, 
la  somme  des  projections  des  forces  c , c'  et  p sur  cet  axe  est  nulle 
'I486) , et  on  a 

c sin  x — c'  sin  a'  — p = 0. 


De  plus  les  tensions  c et  r',  et  le  poids  p ayant  la  force  centripète  pour 
résultante,  considérant  0.r  comme  axe,  la  somme  des  projections  do 
ces  forces  est  égale  la  projection  de  la  résultante,  et  on  a 

. , pu* 

r cos  a 4-  c'  cos  a = - — . 

9T 


Ces  deux  équations  du  premier  degré  entre  les  deux  tensions  c et 
c'  donnent  les  valeurs  de  ces  inconnues  (456). 

Dans  le  cas  particulier  où  on  arriverait  à une  valeur  négative  pour 
c',  il  faudrait  remplacer  le  fil  flexible  A'M  par  une  tige  rigide,  qui  alors 
supporterait  une  pression  égale  à la  valeur  négative  trouvée. 

1317.  Pendule  conique.  Supposons  que  le  fil  inférieur  MA' soit  sup- 
primé, et  que  le  mobile  M tourne  comme 
dans  le  cas  précédent. 

Quand  le  mouvement  de  M sera  devenu 
uniforme,  la  somme  des  projections  de  la 
tension  c et  du  poids  p sur  l’axe  M y sera 
nulle  (i486),  et  on  aura,  en  désignant  par  » 
l’angle  O AM, 


Fig.  io«: 


p — ccos3—  0,  d’où 


V ; 
cos  a' 


Ce  problème  sc  trouve  réalisé  par  le  pendule  conique , dans  lequel  le 
fil  AM  est  une  tige  rigide  articulée  4 un  manchon  A,  de  manière  4 
pouvoir  tourner  dans  le  sens  vertical  et  4 être  entraîné,  ainsi  que  le 
mobile  M,  par  le  manchon  dans  son  mouvement  de  rotation  horizontal. 

Ce  qu’il  y a surtout  d’important  4 déterminer  dans  le  pendule  co- 
nique , qui  est  destiné  4 régler  le  mouvement  des  machines  d’après  sa 
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vitesse,  c’est  de  déterminer  la  relation  entre  la  vitesse  angulaire  de 
M Xlàpl)  et  l’angle  *. 

Or  la  tension  c = et  le  poids  p ayant  la  force  centripète 

C=  ? w*r  (151A)  pour  résultante,  considérant  Ox  comme  axe,  la 

somme  des  projections  de  ces  forces  étant  égale  à la  projection  de 
la  résultante  (1375),  on  a 


— — sin  a + 0 = - wV,  d'où  w* 
cos  a g 


g sin  a 
r cos  a.' 


Faisant  AM=L,  longueur  du  pendule,  on  a 


(1) 


r — h sin  a. 


Remplaçant  r par  cette  valeur  dans  la  formule  (1) , il  vient 


L cosa 


OU  w 


= \PsI. 

y Lcosa 


Pour  avoir  la  durée  T d’une  révolution  entière  du  pendule,  il  suffit 
de  remarquer  que  <o  étant  la  vitesse  angulaire,  la  vitesse  du  point  M 
est  <»r,  et  que  par  suite  on  a 

t=2z  = 2:, 

ojr  u> 

ou , en  remplaçant  w par  sa  valeur, 

T = 2-  \J^~  = 2,006  v' LrôJZ 


Quand  la  vitesse  du  manchon  change,  la  rigidité  de  la  tige  AM  fait 
que  la  vitesse  du  mobile  M ainsi  que  *>  varient  de  la  même  manière. 

Comme  dans  la  valeurV/;—^ — de»»  il  n’entre  de  variable  que  cos  a, 

y Lcosa  t » 

cette  quantité  étant  en  dénominateur,  quand  o>  augmente,  cos  a doit 
diminuer  et  par  suite  a augmenter.  Le  contraire  arrive  quand  <*>  di- 
minue. 

On  conçoit  que  l’on  peut  utiliser  cette  oscillation  de  la  tige  AM  quand 
la  vitesse  varie , pour  faire  mouvoir  l’organe  qui  Introduit  la  vapeur 
dans  le  cylindre  d'une  machine  à vapeur,  ou  l eati  sur  une  roue  hydrau- 
lique, et  par  suite  régler  l’arrivée  de  ces  matières  motrices,  de  manière 
à obtenir  une  vitesse  que  l’on  peut  considérer  comme  constante  dans  la 
pratique. 

Appelant  l la  hauteur  AO=  L cosa  du  pendule,  on  a 
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IJS18.  Le  mobile,  au  lieu  de  tourner  dans  un  plan  horizontal 
comme  dans  le  pendule  conique  (1517) , décrit  dans 
un  plan  vertical  des  révolutions  dont  le  rayon  est 
la  longueur  du  fil  OM  ; on  suppose  que  le  mobile , 
qui  a reçu  une  impulsion  tangentielle  initiale , . 
est  soumis  aux  actions  de  la  pesanteur  et  de  la 
force  centripète , et  il  s'agit,  toujours  en  négli- 
geant rinfiuence  du  fil  et  la  résistance  de  Pair, 
de  déterminer  : 1*  la  vitesse  y du  mobile,  quand 
celui-ci  occupe  une  position  quelconque  M ; 2”  la 
tension  C du  fil  pour  cette  même  position , sachant  qu'au  point  culmi- 
nant M„,  sa  vitesse,  que  l'on  peut  considérer  comme  vitesse  initiale, 
était  V0. 

1 1 

1°  Le  gain  de  force  vive  ^ ^ m».1  du  mobile  pendant  le  par- 

cours M„M  est  égal  à la  somme  des  quantités  de  travail  des  forces  qui 
sollicitent  le  mobile  pendant  le  même  parcours  ;lù89 f.  Ces  forces  étant 
la  tension  du  fil  et  l’action  de  la  pesanteur,  comme  la  première  est  à 
chaque  instant  perpendiculaire  au  chemin  parcouru,  son  travail  est 
nul  ; on  a donc , en  désignant  par  e la  projection  M„A  du  chemin  par- 
couru M.M  sur  la  direction  verticale  M„0  de  la  pesanteur, 


d’où 


1 ,1  , lt)  , li)  , 

- mv* — £ Hir.*  ou  “ 2 g'  =pe' 


rs=-i'.,  + 2 ge. 


Expression  dans  laquelle  tout  est  connu , et  qui  fait  voir  qu’en  un  point 
quelconque  de  la  descente  du  mobile , le  carré  de  la  vitesse  est  égal  au 
carré  de  la  vitesse  au  point  culminant  plus  le  carré  de  la  vitesse  due  <* 
la  hauteurverticale  dont  le  mobile  est  descendu  (1319). 

Au  point  inférieur  M'.  la  vitesse  étant  v\  on  a,  en  faisant  OM=r, 


v’.'^v.'  + hgr. 


(1) 


Passé  le  pointM'. , le  mobile  commence  à remonter,  sa  vitesse  dimi- 
nue, et  on  établit,  comme  pour  la  descente,  que  la  vitesse  en  un  point 
quelconque  étant  r’,  on  a,  en  faisant  M'.A'=e',  ou  M'.A'=  2 r—e, 

»'*  = c'.’—  2 g (2 r — e). 

Remplaçant  o'.*  par  sa  valeur  (1),  il  vient,  en  simplifiant , 
ti'*  = t>„’  -f  2 ge. 


Digitized  by  Google 


554 


SEPTIÈME  PARTIE.  — MÉCAMQI  E. 


Ce  qui  fait  voir  que  non-seulement  pendant  la  partie  descendante,  mais 
bien  pour  toute  la  révolution , le.  carré  de  la  vitesse  en  un  point  quel- 
conque est  égal  au  carré  de  la  vitesse  au  point  culminant,  plus  le  carré 
de  la  vitesse  due  à la  distance  verticale  du  point  considéré  au-dessous  du 
ftoint  culminant.  De  plus,  on  voit  qu’à  une  môme  distance  de  ce  point 
culminant , la  vitesse  est  la  môme , que  le  mobile  monte  ou  descende  ; 
on  voit  aussi  que  dans  les  hypothèses  où  nous  nous  sommes  placés, 
c’est-à-dire  en  supposant  qu’il  n’y  a ni  frottement  ni  résistance  d’air,  le 
mouvement  est  uniforme  périodique  (1304);  les  révolutions  sont  de 
môme  durée,  et  pour  cette  raison  dites  isochrones. 

En  un  mot,  i>„  étant  la  vitesse  connue  en  un  point  quelconque  de  la 
circonférence,  et  v la  vitesse  en  un  point  situé  à une  distance  verticale 
quelconque  e du  premier,  on  a 

r*  = r„*  + 2 ge  ; 


2 ge  est  positif  ou  négatif  suivant  que  e est  compté  au-dessous  ou 
au-dessus  du  point  de  départ. 

Ce  qui  vient  d’être  posé  est  vrai  pour  tous  les  cas  où  un  point  maté- 
riel soumis  à l'action  de  la  pesanteur  se  meut  sur  une  courbe  quelconque 
qui  ne  lui  oppose  qu’une  résistance  normale  (1489). 

2“  Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  la  tension  c. 

La  tension  c et  le  poids  p ayant  pour  résultante  la  force  centripète, 
la  somme  de  leurs  projections  surOM  comme  axe  est  égale  à la  projec- 
tion de  la  résultante  (1375),  et  on  a 

mvî 

c + p cos  b = . 

' r 


Remplaçant  m par?,  et  r1  par  sa  valeur  v,l  + îge  (!•),  il  vient,  en 
remarquant  que  cosu  = rnL  (964), 


d’où 


c-pp 


p»„*  2 pe 

~gr  r ’ 


Expression  dans  laquelle  tout  est  connu,  et  qui  fait  voir  que  les  valeurs 
de  t’.*  et  de  e peuvent  être  telles  que  la  tension  c soit  négative;  c’est 
alors  une  compression,  et  le  fil  doit  être  une  tige  rigide. 

Les  formules  précédentes  s'appliquent  à toutes  les  positions  du  mo- 
bile autour  du  point  O,  pourvu  que  « soit  toujours  l’angle  du  fil  OM 
avec  la  partie  OM„  du  diamètre  vertical,  ce  qui  fait  varier  en  consé- 

quence  le  signe  de  cos  a et  par  suite  celui  de  p cos  a = p . 
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lo!9.  Prndulc  simple.  Supposons  que,  comme  dans  le  cas  précé- 
dent, lo  mobile  se  meuve  dans  un  plan  verti- 
cal ; mais  qu'au  lieu  de  lui  imprimer  une  vitesse 
initiale  capable  de  lui  faire  décrire  une  révolu- 
tion entière,  on  ne  fasse  que  l'écarter  de  la  po- 
sition verticale  OM'. , et  qu'on  l’abandonne  à 
l'action  seule  de  la  pesanteur. 

Négligeant  la  résistance  de  l'air  et  le  frotte- 
ment, on  calculerait  la  vitesse  du  mobile  en  un 
point  quelconque  de  sa  course  comme  dans  le 
cas  précédent,  en  remarquant  que  la  vitesse  «. 
est  nulle.  Ainsi  le  mobile  étant  arrivé  au  pointM 
de  sa  course,  c’est-à-dire  ayant  parcouru  l’espace  vertical  AA'=  e,  on  a 

t>*  = 2<7e  ou  v = y'2  ge. 

Arrivé  au  point  inférieur  M'„  de  sa  course,  le  mobile  décrirait  à 
gauche  de  OM'0  un  arc  égal  à puis  redescendrait  pour  remonter 
en  M.  et  redescendre  de  nouveau , et  ainsi  de  suite , eu  reprenant  tou- 
jours la  même  vitesse  en  un  même  point;  d'où  il  résulterait  à l’infini 
des  oscillations  égales  en  amplitude  et  en  durée. 

Dans  la  pratique,  il  n'y  a que  pour  de  très-petites  oscillations  que 
l’on  peut  négliger  l'influence  du  frottement  et  la  résistance  de  l’air  sur 
le  mouvement  ; aussi  est-ce  pour  ce  cas,  et  en  négligeant  la  matière  de 
la  tige , que  nous  allons  déterminer  la  durée  do  l’oscillation  de  cette 
machine  élémentaire,  appelée  pendule  simple. 

Supposons  qu'arrivé  au  point  M le  mobile  parcourre  l’élément  infini- 
ment petit  MM'  dans  l’instant  infiniment  petit  0;  on  aura  (1305. 1319) 


Fie.  410. 


MM'  or—  ,,  . 
* = — = V%ë.  d où 


MM' 

\Jîÿc' 


expression  du  temps  employé  à parcourir  un  élément  infiniment  petit  s 
de  l’arc  M0M'o  en  fonction  de  cet  élément  et  de  l’abaissement  vertical  e. 

Menant  M'N  parallèle  à OM'» , les  deux  triangles  OA'M  et  MM'N  sont 
semblables  comme  ayant  les  côtés  perpendiculaires,  et  donnent 


MM  ; M'N  — OM  : MA'; 


d’où , en  faisant  OM  — l , longueur  du  pendule , 


MM'=Z 


M'N 

MA'’ 


La  perpendiculaire  MA'  différant  très-peu  de  la  corde  MM', , puisque 
l’arc  MM',  est  très-petit  par  rapport  à son  rayon , en  posant 
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„ . , corde  MM'. 

MA  = -k , 

k aura  une  valeur  de  très-peu  supérieure  à l'unité. 

Ayant  (619) 

2/  : corde  MM'.  = corde  MM'.  : A'M'„ , d'où  corde  MM'.  = \ 2/xA’M. , 
on  a MA'=  | v^xA'M'o; 

M'N 

par  suite,  MM'=  kl  , 

V21  x A'M'„ 


ki 

B ^2 1 x A'M'.  k * /7  M'N 
et  0 = — î— — .*  — - x • 

y2  ge  2 V J \Je  xAM, 

Décrivant  une  demi-circonférence  sur  AM'„  comme  diamètre,  et  pro- 
longeant la  perpendiculaire  MA' jusqu’à  cette  circonférence  au  point  B, 
on  a (619),  en  faisant  AA'=e, 

e : A'B  = A'B  : A'M'. , d’où  A'B  = V ex  A’M'.  ; 


doue 


M'N  _ M'N 
V'e  X A'M'.  A'B 


Prolongeant  M'A",  menant  la  perpendiculaire  BC  et  le  rayon  Bl , les 
triangles  semblables  BB  C et  BA'I  donnent 


BC  ou  M'N  : A'B  = BB' : Bl  ; 

d’où  on  conclut,  en  remplaçant  A'B  par  sa  valeur, 

M'N  _ BB' 
y'e  X A'M'.  ~ Bl  * 


Remplaçant  le  premier  membre  de  cette  égalité  par  le  second  dans  la 

£ 

valeur  de  9,  on  a,  en  remarquant  que  Bt  = ^ AM'., 


6 


x BB'; 


valeur  dans  laquelle  toutes  les  quantités  ont  des  valeurs  réelles  et  con- 
stantes , à l’exception  de  BB'. 

Pour  chacun  des  éléments  du  parcours  M.M'.  le  temps  0 aura  une  ex- 
pression analogue,  et  en  faisant  la  somme  de  toutes  les  expressions  on 
aura  la  durée  du  parcours  de  M.M',.. 
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Cette  somme  est , en  mettant 


AM'.  Vï  en  facteur  commun  , et  en 


remarquant  que  pour  Tare  M.M'.  la  somme  de  tous  les  éléments  analo- 
gues à BB'  est  la  demi-circonférence  de  diamètre  AM'. , 

Doublant  cette  valeur,  on  a,  pour  la  durée  de  l’oscillation  complète, 

T=feV? 


k est  une  quantité  qui  varie  pour  toutes  les  positions  du  mobile  sur 
l’arc  M.M',  ; mais  dans  la  pratique  on  la  supposera  constante  et  égale 
à une  moyenne  arithmétique  eutre  sa  plus  grande  et  sa  plus  petite  va- 
leur. Pour  de  très-petites  valeurs  de  l’angle  M.OM’.  on  peut  faire  k=l, 
et  poser 

T-'Vi- 

Telle  est  l’expression  de  la  duréede  l’oscillation  du  pendule  simple  pour 
de  très-petites  oscillations.  On  voit  que  cette  durée  est  moitié  de  celle 
du  pendule  conique  d’une  hauteur  égale  à / (1517). 

11J20.  Remarques.  Pour  un  pendule  d’une  longueur  /',  oscillant 
dans  un  lieu  où  g = g,  on  aurait 


donc  T:r=V/î:  V? 


Lorsque  g =g\  cette  proportion  devient 

t : r = <fi  : Vf'; 

et  pour  l = 

t:t=v1:V5“ 


proportions  faciles  à traduire  verbalement. 

1S21.  Application.  Quelle  est  la  longueur  du  pendule  qui  bat  les 
secondes  à Paris  7 

De  la  formule  T— r.  on  tire  l = 
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Remplaçant  r.,  g et  T par  leurs  valeurs,  on  a (1318) 


9,8088  X 1 
~ 3,14159  x 3,14159 


ü», 99384. 


On  trouverait  de  môme  la  longueur  du  pendule  devant  battre  une 
durée  quelconque. 

1392.  Détermination  de  la  valeur  de  g (1320).  Ayant  (1519) 

T = r^l’  d'où  9=**  T'’ 

mesurant  exactement  la  longueur  l du  pendule,  et  déterminant  la 
durée  T de  ses  petites  oscillations,  l’expression  précédente  donnera  la 
valeur  de  g dans  le  lieu  où  l’on  opère. 


CHOC  DES  CORPS  SOUDES. 

1325.  Tant  que  deux  corps  solides  eu  repos  ou  en  mouvement  sont  à 
distance,  les  actions  mutuelles  qu’ils  exercent  l'un  sur  l’autre  sont  né- 
gligeables; mais  si,  en  vertu  de  vitesses  acquises  sous  l'influence  de 
causes  quelconques,  ils  tendent  à occuper  au  même  instant  une  même 
partie  de  l’ospace,  dès  qu’ils  arrivent  à être  ce  que  l’on  appelle  en  con- 
tact, il  se  déclare  des  actions  mutuelles  répulsives  qui  atteignent  un 
degré  suffisant  d’intensité  pour  modifier  en  grandeur  ou  en  direction, 
ou  4 la  fois  en  grandeur  et  en  direction  les  vitesses  primitives  des  deux 
corps,  de  manière  que  ceux-ci  ne  viennent  pas  occuper  la  même  portion 
de  l’espace  au  même  instant , et  par  là  satisfont  à la  loi  générale  de 
Y impénétrabilité  de  la  matière  (1382). 

Lorsque  deux  corps  se  rapprochent  ainsi  de  manière  à donner  nais- 
sance à ces  actions  mutuelles  par  leurs  changements  plus  ou  moins  sen- 
sibles de  formes,  on  dit  qu’il  y a choc  ou  collision  entre  les  deux  corps. 

1324.  Du  principe  de  la  réaction  égale  et  contraire  à l’action  (1381), 
il  résulte  que  les  actions  mutuelles  qui  se  développent  pendant  le  choc 
de  deux  corps  sont  égales  et  directement  opposées,  et  elles  n'iiifluent 
en  rien  sur  le  mouvement  du  centre  de  gravité  du  système,  mouve- 
ment qui  ne  dépend  en  intensité  et  en  direction  que  des  forces  exté- 
rieures (1488). 

1323.  Vitesse  du  centre  de  gravité  de  rensemble  de  deux  corps  so- 
lides après  leur  choc. 

Supposons  le  cas ■ le  plus  simple,  celui  où  les  centres  de  gravité  des 
deux  corps  se  meuvent  suivant  une  même  droite,  par  raporl  à laquelle 
les  deux  corps  sont  symétriques.  C’est  à ce  cas  que  l’on  ramène  les 
applications  pratiques  sur  le  choc. 

Le  centre  de  gravité  de  l'ensemble  se  mouvra  sur  la  droite  suivie  par 
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les  deux  corps,  comme  si  le  choc  n'avait  pas  lieu  (1524).  De  plus , il  est 
évident  que  la  vitesse  de  chacun  des  corps  en  particulier  ne  change  pas 
de  direction,  mais  bien  d'intensité,  et  même  l’une  peut  changer  désigné. 

Soient  m et  m' les  masses  des  deux  corps,  v et  v'  leurs  vitesses  res- 
pectives avant  le  choc , et  u la  vitesse  du  centre  de  gravité. 

Dès  que  le  choc  commence,  les  actions  mutuelles  égales  agissent  en 
sens  contraire  sur  chacun  des  mobiles , et  produisent  des  changements 
de  formes  et  des  vibrations  qui  dépendent  de  la  nature  et  de  la  forme 
des  corps. 

Si  la  vitesse  relative  des  deux  corps  l’un  par  rapport  à l’autre  est 
faible,  et  que  les  corps  aient  une  certaine  consistance,  on  peut  ad- 
mettre que  le  changement  de  forme  pendant  le  choc  s’étend  à peu  de 
distance  du  point  do  contact , et  que  les  vibrations  des  molécules  sont 
très-faibles  ; d’où  il  résulte  que  le  mouvement  de  toutes  les  molécules 
de  chacun  des  corps  peut  être  considéré  comme  n’étant  qu’un  simple 
mouvement  de  translation , qui  est  le  même  pour  toutes  les  molécules. 

En  se  plaçant  dans  cette  hypothèse,  V étant  la  vitesse  commune  à 
tous  les  points  et  au  centre  de  gravité  du  solide  de  masse  m à un  instant 
quelconque  du  choc,  et  V'  celle  de  tous  les  points  et  du  centre  de  gra- 
vité du  solide  de  masse  m!  au  même  instant,  on  a (1487),  en  négligeant 
pendant  le  choc  les  impulsions  des  forces  extérieures,  s’il  y en  a,  ce 
que  l’on  peut  faire,  la  durée  du  choc  étant  très-petite, 


mV  + m'\’  — mv  -f  »iV, 


Il  y a toujours  pendant  le  choc  un  instant  où  les  centres  de  gravité 
des  deux  corps  ont  la  même  vitesse,  qui  est  aussi  la  vitesse  u du  centre 
de  gravité  du  système  ; à cet  instant , l’équation  précédente  devient 


{m  + m^u  — mv  + m'v', 


d’où 

_ mv  -f  m'v' 
m 4-  ni' 

u est  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  et  sensiblement  aussi  celle  de  tous 
les  points  du  système  à l’instant  considéré,  dans  le  cas  de  très-faibles 
vibrations. 

Lorsque  les  deux  corps  ne  sont  pas  élastiques , c'est-à-dire  quand  ils 
conservent  les  formes  que  des  forces  quelconques  peuvent  leur  donner, 
les  actions  mutuelles  cessent  leur  effet  dès  que  la  vitesse  u est  devenue 
commune  aux  deux  corps  ; alors  les  deux  corps  se  meuvent  en  restant 
en  contact,  tant  que  des  forces  extérieures  ne  viennent  pas  modifier  leur 
vitesse  comme  u. 

Les  formules  précédentes  s’appliquent  aux  cas  où  les  corps  marchent 
en  sens  contraires , comme  à celui  où  Ils  vont  dans  le  même  sens  ; seu- 
lement il  faut  avoir  égard  aux  signes  qu’il  convient  de  donner  aux 
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valeurs  de  v et  v,  et  par  suite  à celles  de  m e et  ni'v'.  Le  signe  de  u est 
toujours  celui  de  la  plus  grande  quantité  de  mouvement 

Si  les  deux  quantités  de  mouvement  sont  égales  et  de  signes  con- 
traires, la  formule  précédente  denne  u = 0;  ce  qui  montre  que  les 
corps  arrivent  au  repos , et  y restent  s'ils  sont  dénués  d'élasticité. 

1U26.  Perte  de  force  vive  due  au  choc  de  deux  corps  non  élas- 
tiques. 

Si  les  corps  restent  unis  après  s’ètre  comprimés , et  qu’on  néglige  les 
vibrations  auxquelles  peuvent  être  soumises  les  molécules  des  deux 
corps , il  est  évident  qu’il  y a perte  de  force  vive  dans  le  système, 
puisque , pendant  la  compression  des  deux  corps , et  jusqu’au  moment 
où  la  même  vitesse  est  devenue  commune  aux  deux  corps , les  molécules 
voisines  du  contact  se  sont  rapprochées,  et  par  suite  les  actions  mu- 
tuelles répulsives  de  ces  molécules  ont  produit  un  travail  négatif,  d’où 
il  est  résulté  une  perte  de  force  vive  (2°,  1A89). 

Le  travail  dû  aux  forces  moléculaires,  et  par  suite  la  perte  de  force 
vive  du  système  ne  dépendant  que  du  mouvement  relatif  des  deux  corps, 
il  en  résulte  que  pour  calculer  cette  perte  on  peut  supposer  que  l’un 
des  corps  est  en  repos,  et  que  l’autre  vient  le  choquer  avec  une  vitesse 
absolue  égale  à la  vitesse  relative  du  système. 

Soit  donc  u la  vitesse  de  la  masse  choquante  m , et  r’  = 0 la  vitesse 
de  la  masse  choquée  m'. 

1 

La  force  vive  du  système  avant  le  choc  est  - me*.  Après  le  choc, 

toutes  les  molécules  des  deux  corps  ayant  la  même  vitesse  u,  à cet  in- 
stant la  force  vive  du  système  est 


1 

j(m  + m>\ 

La  perte  de  force  vive  due  au  choc  est  alors 

1 1 

2Wl  2 + "0“  • 


Remplaçant  dans  cette  expression  u par  sa  valeur  en  remarquant  que 
u'  = o (1525),  la  perte  de  force  vive  devient 


1 

2 


m 4-  rn 


-,  - \ »«'  (* 


m + m J 


ou,  en  réduisant  au  même  dénominateur  et  en  simplifiant, 

1 mm'v* 

2 m + m" 


Comme  nous  l’avons  dit  plus  haut , cette  formule  s’applique  égale- 
ment aux  cas  où  les  corps  ont  tous  deux  une  vitesse  initiale  avant  le 
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choc  ; mais  alors  il  faut  dans  cette  formule  faire  v égal  à la  vitesse  rela- 
tive des  deux  mobiles  ; ainsi , selon  que  les  deux  mobiles  avanceront 
dans  le  mémo  sens  ou  en  sens  contraires  avant  le  choc,  v sera  égal  à la 
différence  ou  à la  somme  des  vitesses  que  possèdent  les  mobiles  avant 
le  choc. 

MACHINES. 

1327.  Une  machine  est  un  système  matériel  composé  de  différents 
corps  ou  organes  tellement  reliés  entre  eux,  que  tout  mouvement  de 
l’un , compatible  avec  la  solidité  du  système,  entraîne  des  mouvements 
relatifs  déterminés  pour  chacun  des  autres.  Son  but  est  de  transmettre 
le  travail  des  forces. 

. Les  mouvements  relatifs  des  différents  organes  d’une  machine  ne  sont 
pas  seulement  déterminés  en  direction,  mais  aussi  en  intensité.  Géné- 
ralement, les  mouvements  sont  périodiques  uniformes  (1304),  et  la 
vitesse  est  mise  en  harmonie  avec  les  exigences  des  travaux  industriels 
à produire , sans  que  jamais  elle  atteigne  la  limite  à laquelle  la  solidité 
de  la  machine  serait  compromise. 

1*>2«.  Sur  une  machine  en  mouvement  agissent  différentes  forces  que 
l’on  peut  diviser  en  trois  classes  : 

1“  Les  forces  mouvantes  on  motrices.  Ce  sont  les  forces  qui  agissent 
dans  le  sens  du  mouvement  des  organes  qu’elles  sollicitent  ; c’est  par 
conséquent  à elles  qu’est  dû  le  mouvement  de  la  machine  ; 

2“  Les  résistances  utiles,  qui  sont  les  forces  que  les  matières  sur  les- 
quelles opère  la  machine  opposent  au  mouvement  des  organes  qui  les 
sollicitent  ; 

3"  Les  résistances  passives  ou  nuisibles,  ou  les  forces  qui  naissent  du 
mouvement  des  différents  organes  de  la  machine  pour  s’opposer  à ce 
mouvement;  elles  sont  dues  au  frottement  des  différents  organes  entre 
eux  ou  sur  des  corps  étrangers , aux  chocs  qui  peuvent  avoir  lieu  entre 
les  différents  organes  par  suite  de  changements  brusques  de  vitesse  ou 
de  direction , à la  raideur  des  cordes  ou  courroies , etc. 

ii>29.  Considérant  les  forces  motrices  comme  positives , puisqu’elles 
agissent  dans  le  sens  du  mouvement,  les  résistances  utiles  et  les  résis- 
tances nuisibles  sont  négatives.  Par  conséquent , si  l’on  suppose  le  sys- 
tème animé  d’un  mouvement  uniforme,  lasomme  des  travaux  de  toutos 
les  forces  pour  un  temps  quelconque  sera  nulle , puisque  le  gain  ou  la 
perte  de  puissance  vive  est  nulle,  et  on  aura  (1489) 

Tm—  Tu—  3Tn  = 0 ou  Tm=T„+Tn; 

ce  qui  fait  voir  que  le  mouvement  étant  uniforme,  le  travail  moteur  Tm 
dû  aux  forces  motrices  est  égal  au  travail  utile  V,,  dû  aux  résistances 
utiles,  plus  le  travail  nuisible  ’M\  dû  aux  résistances  passives. 

3 fi 
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Réctjtroquement,  si,  à chaque  instant,  cotte  équation  subsiste,  le 
mouvement  est  uniforme;  car  la  vitesse  ne  peut  varier  qu’autant  que 
la  somme  des  travaux  do  toutes  les  forces  n’est  pas  nulle. 

Lorsque  dans  une  machine  celle  formule  existe,  on  dit  qu'il  y a v 
équilibre  dynamique. 

iifôo.  Quand  le  mouvement  d’une  machine  est  uniforme  périodique, 
le  gain  ou  la  perte  de  force  vive  n’est  nul  que  pour  la  durée  d'un 
nombre  entier  de  périodes;  pour  co  temps,  on  a encore 

Tm  = T„  + T,. 

On  dit  alors  que  la  machine  est  en  équilibre  dynamique  périodique; 
c’est  l’état  ordinaire  des  machines , non-seulement  à.  cause  de  la  forme 
de  leurs  organes,  mais  aussi  à cause  des  variations  plus  ou  moins 
grandes  des  forces  motrices  et  surtout  des  résistances. 

lbôl.  Impossibilité  du  mouvement  perpétuel.  Dans  le  cas  où  ou  né- 
glige les  résistances  passives , la  formule  précédente  devient 

Tm  - 'l'u. 

Ce  qui  fait  voir  que  le  travail  utile  3C„  est  égal  au  travail  moteur  3Tm. 

11  est  impossible  de  réaliser  ce  résultat  dans  la  pratique;  car,  dans 
une  machine  quelconque , il  y a toujours  des  résistances  passives  qui 
diminuent  le  travail  utile. 

Le  travail  nuisible,  inévitable,  des  résistances  passives  fait  voir  l’im- 
possibilité d'obtenir  le  mouvement  perpétuel.  Que  cette  vérité  n’a-t-elle 
été  mieux  répandue  plustOt,  et  que  ne  l’est-elle  davantage  encore  au- 
jourd'hui ; elle  aurait  évité  et  éviterait  bien  des  déceptions  à de  pauvres 
malheureux  qui  croient  ce  mouvement  réalisable! 

11  est  évident  que  s'il  n’y  avait  pas  de  résistances  passives,  c’est-à- 
dire  si  l’on  avait  3T»  — Vu,  on  pourrait  obtenir  le  mouvement  perpé- 
tuel, puisque,  par  exemple,  à l’aide  d’une  quantité  d'eau  tombant 
d’une  certaine  hauteur,  on  pourrait  en  élever  une  même  quantité  à la 
même  hauteur  ; ceile-ci  pourrait  ensuite  faire  monter  la  première  à la 
même  hauteur,  puis  la  première  élever  la  seconde,  et  ainsi  de  suite 
indéfiniment.  Un  pendule  écarté  du  la  verticale  oscillerait  indéfiniment 
sans  la  résistance  de  l'air  et  le  frottement  de  son  point  d’oscillation  (1519). 

41132.  P étant  la  force  motrice  agissant  sur  une  machine  quelconque, 
et  Q la  résistance  utile  vaincue  par  cette  machine,  E et  e étant  les  es- 
paces parcourus  par  les  points  d’application  de  P et  Q dans  la  direction 
de  ces  forces  et  dans  un  môme  temps  quelconque,  au  commencement 
et  h ia  fin  duquel  la  vitesse  de  la  machine  est  la  môme,  l’équation 
d’équilibre  dynamique  donne , en  supposant  nullcs  les  résistances  pas- 
sives, 

P x E = Q x c ou  P : Q = e : E. 
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De  l’égalité  entre  le  travail  de  la  puissance  et  celui  de  la  résistance, 
il  résulte  que  pour  un  même  travail  moteur  P x E,  selon  que  la  force  Q 
1 1 

sera  multipliée  par  - , - , 2,  3...  l’espace  e sera  respectivement  divisé 

ü 1 

par  les  mêmes  nombres  ; d’où  découle  la  maxime  bien  connue,-  Ce  qu'on 
gagne  en  force,  on  le  perd  en  espace , ou,  po  qui  revient  au  même,  en 
vitesse. 


La  proportion  précédente  permet  de  calculer  l’une  quelconque  des 
quatre  quantités  P,  Q,  E,  e,  quand  on  connaît  les  trois  autres. 

Pour  une  machine  quelconque,  simple  ou  compliquée,  s’il  s’agit  de 
trouver  quelle  est  la  résistance  y que  pourra  vaincre  une  puissance  P, 
ou  détermine  les  espaces  E et  e parcourus  dans  le  même  temps  par  les 
points  d'application  des  forces  P et  y.  E et  e sont  quelconques  si  ces 
points  d'application  ont  des  mouvements  uniformes;  mais  on  les  prend 
correspondants  à une  période  si  le  mouvement  de  la  machine  est  pério- 
dique. Lorsque  la  machine  est  construit^,  c’est  en  la  mettant  en  mou- 
vement d’une  mauière  quelconque  que  l’on  détermine  les  valeurs  de  E 
et  e.  Lorsque  la  machine  n’est  qu’eu  dessin,  d’une  valeur  de  E,  on  dé- 
duit celle  do  e d’après  les  rapports  des  espaces  parcourus  par  les  diffé- 
rents organes  qui  transmettent  le  mouvement  du  point  d’application 
de  P à celui  de  y. 

Supposons  que  la  résistance  à vaincre  y = 100k,  et  qu’il  s’agisse  do 
déterminer  quelle  sera  la  puissance  P en  négligeant  les  résistances  pas- 
sives. On  détermine  les  valeurs  correspondantes  de  E et  e comme  il 
vient  d’être  indiqué,  soit  E=  2", 5 et  e = 0“,80;  puis  on  remplace  les 
lettres  par  leurs  valeurs  dans  la  proportion  précédente,  ce  qui 
donne 


p : ioo‘  = 0,80 : 2,5,  d’où 


100  x 0,80 

a, 5 


= 32». 


Si  l'on  avait  donné  la  puissance  I’,  on  aurait  déterminé  Q en  opérant 
comme  pour  P. 

11535.  Pour  avoir  la  force  théorique  en  chcvaux-mpcur,  il  suffit  de 
constater  le  temps  pendant  lequel  l’espace  E ou  e est  parcouru , quand 
la  machine  est  eu  marche  normale  ; les  produits  égaux  P x E et  0 x e 
donnent  chacun  le  nombre  de  kilogram mètres  produit  par  P ou  ab- 
sorbé par  0 dans  ce  temps.  Divisant  ce  nombre  de  kilogrammètres 
par  ce  temps  exprimé  en  secondes,  on  a la  puissance  de  la  machine  ex- 
primée en  kilogrammètres  par  secondes.  Ce  nombre  do  kilogrammètres, 
divisé  par  75,  donne  la  puissance  de  la  machine  en  chevaux  (1353).  Si, 
dans  l’exemple  précédent,  E et  c sont  parcourus  en  1",5,  PxE  = 
32  x 2,5  = Q x c = 100  x 0,80  = 80Vm  est  le  nombre  de  kilognnunè- 

80 

très  produit  et  absorbé  en  i",5;  ry  = 63k01,33  est  la  puissance  do  la 

1,D 


Digitized  by  Google 


SEPTIÈME  PARTIE.  — MÉCANIQUE. 


SR» 

machine  en  kilogrammètres  par  seconde,  et  = 0.71  est  sa  puis- 
sance en  chevaux-vapeur. 

1554.  Souvent,  dans  la  pratique,  on  a la  puissance  dont  on  peut  dis- 
poser en  chevaux-vapeur  ; supposons  qu’elle  soit  de  25  chevaux.  Pour 
calculer  Pet  Q,  on  commence  par  déterminer  E = 5“  et  e = 0™,8 , 
comme  il  a été  indiqué  (1532).  La  durée  de  ces  parcours  étant  i",£i,  le 
travail  de  la  machine  dans  ce  temps  est  de  75  x 25  x i,ù  = 2625k,,,  ; 
donc 

2625 

PXE  = Px3=  2G25,  d’où  P = —5—  = 875k. 

U 

Ayant  P,  on  peut  calculer  Q à l’aide  de  la  proportion  du  n*  1532  ; du 
reste,  on  a en  core 

Q X e = Q x 0,8  = 2625,  d’où  Q = ~ = 3281k,25. 

U, o 

1333. 11  peut  arriver  qu’au  lieu  d’avoir  une  seule  force  motrice,  on  en 

ait  plusieurs  P,  P’,  P" et  que  l’on  ait  aussi  plusieurs  résistances 

utiles  O , Q'.  O" Constatant , comme  pour  deux  forces , les  espaces 

E,  E',  E".....  et  e,  c',  c".....  parcourus  dans  le  même  temps  par  les  points 
d’application  des  forces  dans  la  direction  de  ces  forces,  l'équation 

Tm=Tu,  (1531) 

au  lieu  de  fournir  l’équation  du  n°  1532,  donne 

P x E + P’  x E'  + P"  x E"  + = Qxe  + 0'xe'+Q"xe"+ 

Équation  à l’aido  de  laquelle  on  déterminera  une  de  ses  quantités  con- 
naissant toutes  les  autres.  Les  membres  de  cette  équation  donnent 
chacune  le  travail  théorique  produit  ou  absorbé  pendant  la  durée  du 

parcours  des  espaces  correspondants  E,  E'.....  e,e' Connaissant 

cette  durée , on  déterminera  le  travail  théorique  en  kilogrammètres 
produit  ou  absorbé  pendant  une  seconde,  et  ce  dernier  travail  divisé 
par  75  donnera  la  puissance  en  chevaux-vapeur  (1535).  Si  l’on  avait 
d’abord  donné  la  puissance  en  chevaux,  par  des  calculs  inverses  à ceux 
que  nous  venons  d’indiquer,  le  problème  aurait  fourni,  soit  pour  P, 
P'.....  E,  E' soit  pour  Q,  Q' c,  e! une  infinité  de  valeurs  sa- 

tisfaisant à l’équation  ; mais  les  valeurs  choisies  auraient  toujours  dû 
donner,  pour  le  premier  et  pour  le  deuxième  membre  de  l’équation , 
une  valeur  correspondant  à 25  chevaux  ou  à 25  x 76  = 1875km  par 
seconde. 

1356.  Dans  les  machines,  surtout  dans  les  machines  industrielles , 
les*résistances  passives  sont  assez  considérables  pour  que  l’on  ne  puisse 
négliger  le  travail  qu’elles  absorbent  ; l’équilibre  dynamique  de  la 
machine  est  alors  exprimé  par 
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T„  = Tu  + 'M\.  (1629) 

Pour  un  certain  déplacement  de  la  machine , les  travaux  T„ , Tu  et 
Tn  s'évaluent  comme  dans  le  cas  précédent  ; ainsi , P étant  la  puis- 
sance, Q la  résistance  utile,  R,  R'..  ..  les  différentes  résistances  pas- 
sives , et  E , e,  i,  i'.....  les  espaces  correspondants  parcourus  dans  le 
même  temps  par  les  points  d’application  dans  la  direction  de  cos 
forces , on  a 

PxE  = Qxe  + Rxt-fR'xi'  + 

Équation  qui  revient  à celle  du  n”  1535,  dans  laquelle  on  aurait  rem- 
placé différentes  résistances  utiles  par  des  résistances  nuisibles. 

Il  peut  arriver  qu’une  ou  plusieurs  résistances  nuisibles  proviennent 
de  chocs  entre  les  organes  de  la  machine.  Le  travail  absorbé  par  ces 
résistances  n’est  plus  évalué  par  un  produit  d’une  force  par  l’espace 
que  parcourt  son  point  d’application  , mais  par  la  perto  de  force  vive 
due  au  choc , et  cette  perte , évaluée  en  kilogrammètres  (1526) , entre 
dans  le  second  membre  de  l’équation  comme  tous  les  autres  travaux 
nuisibles  R x i , R’  x t 

A l’aide  de  l’équation  précédente , connaissant , dans  une  machine , 
deux  des  trois  travaux  suivants  : le  travail  moteur  Tm  — P x E,  le  tra- 
vail utile  Tu  — Qx  e,  et  le  travail  nuisible  T„  = R x i + R’x 
on  détermine  le  troisième. 

1837.  On  sc  propose  ordinairement  d’établir  une  machine  capable  de 
produire  un  travail  utile  T,  = Qxc  donné.  Il  faut  alors  déterminer 
Vm ~ P x E capable  de  produire  non-seulement  ce  travail  utile,  mais 
aussi  le  travail  nuisible.  On  doit  commencer  par  calculor  ce  travail  nuisi- 
ble ; ce  que  l’on  fait  en  déterminant  les  valeurs  des  différentes  résistances 
nuisibles  R,  R' en  fonction  de  0.  et  par  suite  T.  en  fonction  de  Tu. 

Ayant  T„  et  T„ , l’équation  du  n°  1536  donne  T,„ , et  on  peut  déter- 
miner le  travail  moteur  en  chevaux  comme  au  n°  1533. 

1338.  Le  travail  moteur  Tm  étant  représenté  par  100,  les  travaux 
utile  T„  et  nuisible  T„  étant,  par  exemple,  75  et  25,  on  dit  que  le 
rendement  est  de  75  pour  cent;  la  perte  est  alors  de  25  pourcent. 
S’il  était  possible  que  la  perte  fût  nulle , le  rendement  serait  de  100 
pour  cent  (1531). 

ce  qui  précède  fait  voir  l’importance  que  joue  la  formule  de  l’équi- 
libre dynamique  dans  l’établissement  des  machines.  Que  de  procès 
souvent  désastreux  sont  dus  à ce  que  cette  formule  n’ayant  pas  été  con- 
venablement comprise,  des  machines  établies  n’ont  pas  produit  le  tra- 
vail qu’on  en  attendait. 

Au  point  où  l’on  en  est  aujourd'hui,  la  pratique  a prononcé  sur  la 
quantité  de  travail  nuisible  T„  qui  a lieu  dans  les  différentes  machines 
industrielles , et  on  se  base  généralement  sur  ces  résultats  dans  les  con- 
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structlons  nouvelles , tout  en  cherchant  à diminuer  cette  perte  autant 
que  possible. 

Il  y a cependant  des  cas  où  11  peut  être  nécessaire  de  se  rendre  compte 
de  cette  perte;  c’est  pourquoi  nous  allons  établir  les  équations  d’équi- 
libre dynamique  des  différentes  machines  simples,  en  ayant  égard  aux 
résistances  passives.  De  ces  équations,  on  pourra  passer  à celles  des 
machines  les  plus  compliquées,  qui  no  sont  en  général  que  la  réunion 
d’un  certain  nombre  de  ces  machines  simples. 

ÉQUILIBRE  DTNAMIQCE  DES  MACHINES  SIMPLES. 

li>.”0.  Travail  absorbé  par  le  frottement  cPun  corps  qui  glisse  sur  un 
autre.  P étant  la  pression  normale  à la  surface  do  contact  des  deux 
corps,  le  frottement  est  /P  (1504),  et  pour  uu  espace  E parcouru  par 
chacun  des  corps  relativement  à l’autre,  le  travail  absorbé  est  /PE 
(1343). 

1 dit).  Travail  absorbé  par  le  frottement  d'un  tourillon  sur  son 
coussinet. 

P étant  la  réaction  normale  commune  du  tourillon  et  du  coussinet , 
le  frottement  est /P,  comme  dans  lo  cas  précédent.  Le  travail  absorbé 
par  ce  frottement  est  encore  égal  à/P  multiplié  par  l’espaco  parcouru  ; 
ainsi , pour  une  révolution  complète  du  tourillon , r étant  le  rayon  de 
ce  tourillon , le  travail  absorbé  est 

T=fV  X 2r.r  = 2.-//P. 

1S11.  Travail  absorbé  par  le  frottement  de  la  face  horizontale  AB 
d'un  pivot  sur  sa  crapaudinc. 

Soit  P la  pression  normale  du  pivot  sur  la  crapaudine. 
On  peut  admettre  que  cette  pression  se  répartit  uniformé- 
ment sur  tous  les  éléments  de  la  surface  de  contact  ; alors 
lo  travail  total  dû  au  frottement  est  égal  à la  somme  des 
travaux  dus  aux  frottements  élémentaires  de  tous  les  élé- 
ments de  la  surface  do  contact. 

Concevant  la  surface  de  contact  divisée  en  éléments  in- 
finiment petitspardes  rayons,  chacunde  ces  éléments  peut 
être  considéré  comme  étant  un  triangle.  Considérant  un 
de  ces  éléments  triangulaires , le  frottement  agit  avec  la 
mémo  intensité  en  chacun  de  ses  points  et  suivant  des  directions  que 
l’on  peut,  à la  limite,  considérer  comme  étant  parallèles  entre  elles. 

La  résultante  de  tous  ces  frottements  parallèles  est  égale  à leur 
somme,  et  son  point  d’application  est  situé  au  centre  de  gravité  du 
triangle  élémentaire , c’est-à-dire  aux  deux  tiers  du  rayon  à partir  du 
centre  (1444).  Le  travail  absorbé  par  cette  résultante  est  égal  à celui 
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absorbé  par  sus  composantes , et  il  ast,  pour  une  révolution  du  pivot 
dont  r est  le  rayon  de  la  surface  frottante , 

2 li 

fpx  2-  x g r=fp  x 3 w ; 

V pression  normale  sur  l’élément  triangulaire; 

/ coefficient  de  frottement  ; 

fp  frottement  de  l’élément  triangulaire  ; 

„ 2 

2~x  - r espace  parcouru  par  le  point  d’application  de  la  résultante  de 
frottement  pour  une  révolution  du  pivot. 

Tous  les  éléments  triangulaires  rjui  composent  la  surface  frottante 
du  pivot  donnent  chacun  le  même  frottement  et  le  mémd  travail  ab- 
sorbé. Le  travail  absorbé  par  le  frottement  do  fout  le  pivot  est  égal  à la 
somme  de  tous  ces  travaux  partiels,  et  il  est,  P étant  la  pression  to- 
tale du  pivot  sur  la  crapaudine, 

V — fP  x | w=|  :rr/P. 


Le  travail  absorbé  étant  proportionnel  à r,  on  le  diminue  en  arron- 
dissant les  surfaces  en  contact,  comme  l’indique  la  figure  ùll. 

tiLiS.  Travail  absorbé  jmr  le  frottement  de  ta.  surface  plane  d'un 


collet. 


r étant  le  rayon  extérieur  du  collet  et  r’  son  rayon 
intérieur,  appelant  p son  rayon  moyen  et  l la  largeur 
r — r1  de  la  couronne , on  a 

/ „ , l 

r = p+2  et  r=p—  2- 

La  surface  de  la  couronne  étant 

r*)  = « [ (p  + Q - (p  - Q *]  = 2 r.pl , 


et  celle  du  cerclo  do  rayon  r', 


r.r 


l’ étant  la  pression  sur  la  couronne,  en  supposant  que  la  pressiou  varie 
proportionnellement  à la  surface,  la  pression  qui  s’exercerait  sur  le 
cercle  de  rayon  r'  est 

P*+ J-Pf 

p Z . 

2p/ 

La  pression  qui  aurait  lieu  sur  le  cercle  de  rayon  r est 
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- =P 


n 

P*  + 4 + f l 
fy—' 


Le  travail  absorbé  par  le  frottement  de  la  couronne  est  égal  au  tra- 
vail absorbé  par  le  frottement  qui  aurait  lieu  sur  la  surface  totale  du 

cercle  de  rayon  r = p + ^ , moins  celui  qui  aurait  lieu  sur  la  surface  du 
cercle  de  rayon  r'—  p — il  est  donc  (1541) 


U F’+S’+P' 

T=r'p--ir- 


K)- 


ir,pelliza 

3 J 2 a 


H) 


ou , en  effectuant  les  calculs  et  simplifiant, 


V=J  Px2 


-('♦à?)- 


(a) 


Application.  Soit  à déterminer,  pour  une  révolution , le  travail  ab- 
sorbé par  le  frottement  du  collet  d’un  arbre  en  fonte  graissé  d’huile  , 
contre  la  joue  latérale  d’un  coussinet  en  bronze;  la  pression  P du  col- 
let contre  la  joue  du  coussinet  étant  de  55  kllog.,  le  grand  rayon 
r,  0“,06,  et  le  petit  r',  0”,05. 


On  a p = ^£®±MÊ  = o»,055,  1=  0,06  — 0,05  = 0“, 01, 


et  (1504)  /=0,08. 

Remplaçant  alors  les  lettres  par  leurs  valeurs  dans  la  formule  (a),  il 
vient 

T=  0,8x55x2x3,14  (o,055  + ^ =1‘",52. 

1343.  Travail  absorbé  par  la  roidcur  des  cordes. 

Lorsqu’on  vainc  une  résistance  0 au  moyen  d’une  corde  qui  s'enroule 
sur  une  poulie  ou  sur  un  tambour,  la  puissance  P doit,  pour  l'équilibre 
dynamique,  vaincre  non-seulement  la  résistance  Q et  le  frottement 
des  tourillons,  mais  aussi  une  résistance  due  à la  roideur  de  la  corde, 
et  dont  l'effet  consiste  à infléchir  la  corde. 

Appelant  R cette  résistance,  ou  mieux  la  force  qui , d’après  les  expé- 
riences, ert  agissant  à très-peu  près  tangentiellement  au  cylindre  sur 
lequel  s’enroule  la  corde  , fait  équilibre  à cette  résistance,  l’équilibre 
dynamique  donnera,  pour  un  tour  do  poulie,  en  négligeant  les  frotte- 
ments et  en  appelant  D le  diamètre  de  la  poulie  et  d celui  de  la  corde 
(1536), 


Digitized  by  Google 


ÉytlLlBRK  DVNAMiyUs  UES  MACUWKS  SIMPLES. 


3Tm  =Pxi(D  + (i)  = Qxi:(D  + ii)  + KX)!D, 


d’où  l’on  tire 


P = 0+  R i 


Coulomb  a fait  quelques  expériences  pour  déterminer  la  valeur  île  K . 
Ravier,  de  la  discussion  des  résultats  obtenus  par  cet  expérimentateur, 
a conclu  l’expression  suivante  pour  la  valeur  de  H , 


K=-(adV-+bdV-Q).  (a) 

adP  quantité  constante  pour  une  môme  corde; 
bd'1  Q quantité  proportionnelle  au  poids  élevé  Q ; 

P nombre  qui  varie  avec  l'usé  de  la  corde. 

Les  expériences  de  Coulomb  sont  insuffisantes  pour  fixer  la  loi  de  va- 
riation de  (i  ; cependant  Ravier  fait  p = 2 pour  les  cordes  neuves  d’un 
grand  diamètre,  p = 1,5  pour  les  cordes  plus  qu’à  demi  usées,  et  <x=l 
pour  les  petites  ficelles  très-flexibles. 

Des  auteurs  ont  admis  (ce  que  ne  confirme  pas  le  tableau  suivant  dit 
aux  expériences  de  Coulomb)  que  pour  une  même  résistance  utile  O, 
la  résistance  due  à la  roideur  d’une  corde  blanche  varie  en  raison  in- 
verse du  diamètre  do  la  poulie  ou  du  tambour,  et  qu’elle  est  directe- 
ment proportionnelle  à la  puissance  p du  diamètre  de  la  cordo. 

De  celte  hypothèse  il  résulte  que  pour  deux  cordes  de  diamètres  dif- 
férents s’enroulant  sur  deux  poulies  de  diamètres  inégaux , et  élevant 
des  poids  égaux , on  a 


R'  résistance  due  à la  roideur  de  la  corde  do  diamètre  d',  s’enroulant 
sur  la  poulie  dont  le  diamètre  est  D’; 

R résistance  due  à la  roideur  de  la  corde  de  diamètre  d,  s’enroulant 
sur  la  poulie  dont  le  diamètre  est  D. 

Pour  les  cordes  goudronnées,  la  roideur  ne  varie  pas  sensiblement 
avec  le  degré  d’usé,  et  il  est  plus  exact  de  remplacer,  dans  la  formule 

précédente,  le  rapport  par  celui  jj-,  ri  et  n exprimant  les  nom- 
bres de  fils  de  caret  que  contiennent  les  deux  cordes  ; ee  qui  donne 

R'=  R !r.  x — . 

D n 

Pour  les  cordes  blanches  mouillées,  Navier  admet  que  la  roideur 
constante  ad est  double  de  colle  des  mêmes  cordes  sèches,  mais  que 
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la  roideur  bd?  est  la  même  que  pour  ces  dernières.  Les  expériences  no 
paraissent  pas  assez  nombreuses  pour  conclure  d’une  manière  générale 
à cet  égard. 

Tableau  de  la  roideur  de  différentes  cordes  s’enroulant  sur  une  poulie  de  1 mèlr« 
de  diamètre , calculée  par  Xavier,  d'après  les  expériences  de  Coulomb. 


DÉSIGNATION 

lies 

cordes. 

NOMBRES 

de  nis 
de 

caret. 

DIAMETRES 

de) 

cordes. 

POIDS 

des  corde* 
par  mette 
de  longueur 

ROI  DIX  R 
constante 
ad}1 

ROI  DLL' n 

variable  bd' 
par  Viloirr. 
de  la  char  gu  y 

Corde  Manche  neuve. . 

30 

kllogr. 

U.iHdi 

küorr. 
0. 1**46 

kîlotrr.  [ 

0.0O97382 

id 

15 

o.om 

O.IHS 

0.063514 

0.00o54"R2 

id.  ....  . 

6 

0.0522 

0.0106038 

0.002380V 

Corde  goudronnée.  . . 

30 

0.0236 

0.3326 

0.3490 

0.0125514 

id 

45 

M M IF  B 

0.1532 

0.  >05928 

0.0060599  1 

id.  ....  . 

s 

0.0096 

0.0693 

0.021208 

03)025962  j 

Ce  tableau  montre  bien , comme  nous  l'avons  fait  remarquer,  que  les 
quantités  ad 9 et  bdi1  ne  varient  pas  avec  la  grosseur  de  la  corde  sui- 
vant une  môme  loi  (adp  croit  à peu  près  proportionnellement  à la  qua- 
trième puissance  du  diamètre , et  bd:*  à la  deuxième  puissance). 

11  est  donc  impossible  que  l’expression  (a)  représente  la  résistance  11  ; 
d’abord  parce  que  les  deux  termes  adv-  et  bdv-  ne  varient  pas  propor- 
tionnellement à la  même  puissance  du  diamètre  d ; mais  aussi  parce 
qu’il  arriverait  qu’ayant  d — i”,  une  corde  usée  donnerait  la  môme  ré- 
sistance qu’une  corde  neuve,  ce  qui  est  inadmissible. 

Abdication.  A l’aide  de  ce  tableau,  et  en  admettant  les  formules 
précédentes,  on  peut  résoudre  tous  les  problèmes  analogues  au  sui- 
vant : 

Quelle  est  la  résistance  duc  à la  roideur  d'une  cordc  blanche  neuve 
de  0“,025/i  de  diamètre,  s'enroulant  sur  une  poulie  de  0“,ù0  de  dia- 
mètre cl  élevant  un  poids  de  500  kilor/r.  ? 

La  corde  blanche  neuve  du  tableau,  dont  le  diamètre  0“,02  s’ap- 
proche le  plus  de  0”\025i,  donne,  en  remplaçant  les  lettres  par  leurs 
valeurs  dans  la  formule  (a) , 


U = (0,22246  + 0,0097382  x 500)  = 12“,73. 

Alors,  pour  la  corde  de  0“,0254  de  diamètre  placée  daus  les  mêmes 
circonstances,  on  aura  | formule  (6)] 


20“,  53. 
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M.  Morin,  reprenant  la  discussion  des  résultats  do  Coulomb,  a 
conclu , en  appelant  A et  B les  deux  quantités  que  Navier  a représen- 
tées par  adv-  et  fcrfn  : 

1”  Que  pour  les  cordes  en  chanvre  non  goudronnées , dites  corde» 
blanchtx,  sèches  ou  imbibées  d’eau,  en  bon  état,  A et  B varient  à peu 
près  proportionnellement  au  carré  du  diamètre  de  la  corde  ; 

2*  Que  pour  ces  mômes  cordes  à demi  usées,  A et  11  varient  commo 
les  puissances  1.6,  c’est-à-dire  comme  lès  racines  carrées  des  cubes  des 
diamètres  des  cordes  (479)  ; 

3“  Que  pour  les  cordes  goudronnées,  B est  proportionnel  au  nombre 
de  fils  de  caret  de  la  corde. 

De  cette  discussion,  M.  Morin  a conclu  les  formules  suivantes,  dans 
lesquelles  n désigne  le  nombre  des  fils  de  caret,  et  U le  diamètre  de  la 
pou  lit?: 

1°  Cordes  blanches  : 

A = (0,000297  + 0,000245 n)n  et  B = 0,000363n, 
d’où  B = ^ [ (0,000297  + 0,000245«)«  + 0,0003G3nQ]  kil 

2°  Cordes  goudronnées  ; 

A = (0,0014576  + 0,000346n)n  et  B - 0,000/il8ln, 
d’Où  R = ^ | (0,0014575  + 0,000346/i)n  + 0,0004181nQ  ) kil. 


üiamètrês  des  cordes  selon  le  nombre  des  fils  de  caret. 


NOMBRES 
de  Ois. 



DIAMÈTRE*. 

NOMBRES 

de  ni*. 

DIAMÈTRES. 

NOMBRES 

de  ai». 

DIAMÈTRES. 

NOMBRES 
de  fil». 

DIAMÈTRES,  j 

*6 

0J)0H9 

31 

m. 

0 0168 

1 

a 6 

0.0330 

51 

m. 

0.0261 

9 

o.oi  io 

Si 

O 0179 

0.0828 

54 

0.0368 

13 

0.0137 

37 

0.0190 

43 

0.0237 

57 

0.0376 

15 

O.OI1I 

30 

0.0300 

45 

0.03*6 

60 

0.0383 

18 

0.04  55 

33 

0 0310 

48 

0.0354 

Application.  Soit  à résoudre  le  même  problème  que  page  570.  Sub- 
stituant les  valeurs  de  A et  B correspoudant  au  diamètre  0“,0254  dans 
la  formule 

« = 5 (A  + BQ). 

on  a,  en  remarquant  que  n = 48 , 
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R = [(0,000297  + 0,000245  X 48)48  + 0,000363  X 48  X 500] 

ou  K = ~ (0,5787504  4-  0,017424  x 500)  = 23k,23 , 


au  lieu  de  20k,53  que  nous  avons  trouvés  en  faisant  usage  de  la  table 
de  Navier. 

Pour  un  tour  de  poulie , le  travail  absorbé  par  cette  résistance  est 
2T„  = nD  X 23k,23  = 3,14  X 0,40  X 23,23  = 29kB>,18. 


0,40 


La  puissance 

p = « + " dTÏ  = 5M  + “■» 

Le  travail  utile  est,  pour  un  tour  de  poulie. 


: 521\84. 


T»  = r(D  + d)  x Q = 1,336  X 500  = 668  k“, 
et  le  travail  moteur, 

Tm  = Pr(D  + d)=  Tu  + Tn-  668  + 29,18  = 697k",18. 

1344.  Equilibre  dynamique  de  la  poulie  (1417). 

Négligeant  le  poids  de  la  poulie , le  système 
est  soumis  à l'action  de  cinq  forces  : la  puis- 
sance P,  la  résistance  O,  la  réaction  nor- 
male N du  support  sur  le  tourillon  ou  l’œil  de 
la  poulie,  le  frottement  N/ des  tourillons  et  la 

roideur  * (A  + BQ)  de  la  corde  (1543). 

Pour  un  tour  de  poulie,  l'équilibre  dyna- 
mique donne  (1536) , en  remarquant  que  le 
travail  de  la  réaction  normale  N est  nul 
(1343), 

Px2^r=Qx2w  + N/x2nr'  -f~?(A  + BQ); 
d’où  l’on  tire 

P = Q+N/^  + i(A  + BQ).  (1) 


Fig.  413. 


Afin  d’avoir  une  relation  déterminée  entre  P et  O , H faut  faire  dispa- 
raître N de  cette  équation. 

Remarquons  que  si  l’on  désigne  far  N,  la  résultante  des  doux  forces 
ou  réactions  N et  fi/,  ces  deux  réactions  étant  perpendiculaires  entre 
elles  , ou  a (1372) 
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La  poulie  étant  en  équilibre  sous  l’action  des  forces  P,  Q,  N,  puis- 
qu’elle ne  prend  aucun  mouvement  de  translation , c’est  que  ces  trois 
forces  se  font  équilibre,  et  que  par  conséquent  N,  est  égale  et  directe- 
ment opposée  à la  résultante  de  P et  Q.  Appelante  l’angle  de  ces  deux 
forces,  on  a donc  (1372) 


d’où 


N,  ou  Nv'i+/î  = V'P4  + Q'+2P0coiw, 
v/P*  + Q*  + 2PQnww 

* VT+7' 


(2) 


Remplaçant  N par  cette  valeur  dans  la  formule  (1),  on  a,  en  faisant 

-J—  f 

s/ïT 


P = Q + j-r  (A  + BQ)  +/,  T-  s/P’  + Q*  + 2PQ  cos  w. 


(3) 


Quand  <o=0,  c'est-à-dire  quand  les  deux  forces  P et  Q sont  parallèles, 
on  a cos  u>  = 1,  la  formule  (2)  donne 


N,  = P + Q, 


et  la  formule  (3)  devient 


d’où 


ou 


ce  qui  donne 


P = Q + 1(a+BQ)+/,£(P  + Q), 


= Q + i (A  + BQ)  + f,  Q, 
P(r-A»0  = 3 A + (r  + J V/,r')nt 

p=F^GA+(r+^+/‘,'H 


(a) 


Pour  les  données  du  n”  1563,  c’est-à-dire  pour  Q — 500  kil.,  un  dia- 
mètre de  poulie  D=0”,60 , et  un  diamètre  de  corde  d = O™, 0256,  d’où 
r = 0”,2127,  supposant  r'  = 0",01,  on  a d’abord 


/,= 


0,16 


V^l  -f  0,15  x 0,15 


: 0,1686 , 
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et  par  suite 

P i r°>6787.^.  + (0,2127 + + 

0,2127  — 0.1Û84  x 0,01  L 2 + ^ h 

U,l/i8i  x 0, 01)500 j = 529 k. 

Remarque.  La  formule  (a)  fait  voir  que  la  valeur  de  P se  compose  de 

deux  parties  : la  première  _y  > fl0*  est  constante  pour  une  même 

poulie  et  une  même  corde,  et  que  l’on  peut  représenter  par  a;  la 

deuxième  — ^ ’ *J  r/f  qui  est  proportionnelle  à Q et  que  l’on  peut 
T J\r 

représenter  par  fsQ  ; ce  qui  permet  de  mettre  la  valeur  de  P sous  la 
forme 

P = a + pQ. 


ltî-ii».  Équilibre  dynamique  de  la  mouffle  ou  du  palan,  en  né</li- 
ijeanl  le  poids  de  la  corde  el  celui  des  poulies,  le  frottement  latéral  des 
poulies,  et  en  supposant  que  ces  poulies  ont  même  diamètre  et  que  les  . 
cordons  sont  parallèles. 


Fip.  m. 


Appelant  : 

P la  puissance , c’est-à-dire  la  tension  du  cordon  libre 
ou  garant; 

Q la  résistance  utile; 

ts /„  les  tensions  des  divers  cordons  allant  d’une 
chape  à l’autre  ; 

n le  nombre  des  cordons  allant  d’une  chape  à l’autre  ; 
a et  p les  fonctions  déterminées  comme  à la  remarque 
précédente , 

on  a : 

t j = « + pfj » = $~^~t  ^ — *■)  + î 

<,  = a + p/,  ou , en  remplaçant  /,  par  sa  valeur, 

/,  = * + «?+  P*f,  = a(t+[3)-fP%  = (p’-i)  +p*f,. 

r — 1 


On  passe  à cetto  dernière  valeur  de  t , en  divisant  a par  P — i et  en 
multipliant  (1  + p)  par  (p — i),  afin  de  ne  rien  changer  (ù21). 


<*  = « + & = <i  + H P’j  + ?’*, = (p*  - 1)  + p1/,. 

On  passe.de  môme  à cette  dernière  valeur  de  /t  en  divisant  a par  (p — 1) 
et  en  multipliant  (1  + p + p’)  par  (P  — 1)  et  simplifiant. 


Digitized  by  Google 


ÉQUILIBRE  DYNAMIQUE  DES  MACHINES  SIMPLES.  &1(. 


On  obtient  par  les  mômes  calculs 
<.=«  + ?/_, 

p=a  + ^ = jzn  CP"— 1)  + P%. 

Ces  valeurs  obtenues,  remarquons  que  l’on  a 

0 = ii  + U + (3  + tn- 

Remplaçant  f, , t fn  par  leurs  valeurs , il  vient 


Q = strj  (P—  * + P*-l+ p-‘  — !)  + (!  + p + p*+...  P"-%  = 

(l+p+ pJ  + +p"-'— «)  + (!  + P+p»  + ...  + p-%. 


Multipliant  et  divisant  la  quantité  (1  + p + p*  -f ...  + P"-1)  par  (p  — 1)  ot 
simplifiant,  on  a 


Q = 


O /p» 1 

P-HP-i 


+ 


P1*—* , 

P-i  1 


Ayant  les  valeurs  de  P et  Q en  fonction  de  il  suffit  d’éliminer  f, 
pour  avoir  une  relation  déterminée  entre  P et  Q.  Or,  de  l’équation  pré- 
cédente on  tire  : 


Substituant  cette  valeur  dans  celle  de  P,  on  a 


+ a 


(P -DP” 

p»  — l 


0, 


ou  en  mettant  a en  facteur  commun  et  simplifiant 


P = 


+ 


(p-l)p" 


0- 


Fin  négligeant  toutes  les  résistances  passives,  on  aurait 


t,  =?f, =?...,.  sf,s  P et  Q = f,  + /,  + + f„  = nP. 

Ainsi , la  tension  de  chacun  des  cordons  serait  égale  à la  puissance  P, 
et  la  résistance  Q serait  égale  à la  puissance  P multipliée  par  le  nombre» 
dos  cordons  allant  d’une  chape  à l’autre. 

P P 1 

La  vitesse  de  Q est  à celle  de  P dans  le  rapport  - = — = c’est- 
à-dire  que  la  vitesse  de  Q est  égale  à celle  de  P divisée  par  le  nombre 
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des  cordons  allant  d’une  chape  à l’autre.  11  est  évident  que , sauf  l’al- 
longement inégal  des  cordons  sous  des  charges  différentes , le  rapport 
des  vitesses  de  0 et  de  P est  le  même,  que  l’on  tienne  ou  non  compte 
des  résistances  passives. 

1&46.  Équilibre  dynamique  (Tun  corps  glissant  par  son  poids  sur 

Le  corps  est  soumis  à l’action  de  deux 
forces  : son  poids  P,  qui  est  la  puissance , et 
le  frottement , qui  est  la  résistance.  Le  corps 
parcourant  un  certain  espace,  la  longueur  l du 
pian  incliné  par  exemple,  ce  même  espace  est 
parcouru  par  le  point  d’application  de  la 
puissance  P et  par  celui  du  frottement. 

La  projection  de  P sur  le  déplacement  l 
étant  AD  = P .vin  a,  son  travail  est  IPsina.  La 
pression  normale  du  corps  sur  le  plan  étant  AC  = P cos  a , le  frotte- 
ment est  fPcos  a (1504),  et  son  travail,  l/P  cos  a.  L'équation  d’équilibre 
dynamique  est  alors  (1536) 

IPsina^z'lfPcosa  OU  P fin  a = f P cos  a, 

„ . ..  sin  a. 

doù  /— = tanga. 

Ainsi , il  y aura  équilibre  dynamique  lorsque  la  tangente  de  l’angle 
d'inclinaison  du  plan  à l’horizon  sera  égale  au  coefficient  de  frotte- 
ment /. 

De  là  résulte  le  moyen  de  déterminer  le  coefficient  de  frottement  de 
deux  corps.  Formant  le  plan  incliné  de  l’un  des  corps  et  le  mobile  de 
l'autre  corps;  inclinant' doucement  le  plan  incliné  jusqu'à  ce  que  le 
mobile  soit  prêt  à se  mettre  en  mouvement,  c’est-à-dire  jusqu’au  point 
où  le  mobile  conserve  le  léger  mouvement  qu’on  lui  imprime,  à ce 
point  le  mobile  est  en  équilibre  dynamique , et  la  tangente  de  l’angle  * 
que  fait  le  plan  avec  l’horizon  est  égale  au  coefficient  de  frottement. 

Supposons  que  le  mobile  soit  sollicité  non-seulement  par  son  poids 
et  par  le  frottement , mais  aussi  par  une  force  Q , que  nous  considére- 
rons comme  résistance  utile. 

Les  points  d'application  de  toutes  les  forces  parcourent  encore  le 
même  espace.  Évaluons  en  particulier  le  travail  produit  par  chacune 
des  forces  pour  le  même  espace  parcouru  l. 

Comme  dans  le  cas  précédent,  le  travail  de  la  puissance  P est  IPsina. 
La  projection  de  la  résistance  Q sur  l est  Qcof£,  et  le  travail  qu’elle 
absorbe  est  /Qco.vp. 

La  pression  du  corps  sur  le  plan  est  égale  à la  composante  Pctw  a du 
poids  P,  normale  au  plan,  moins  la  composante  normale  Q sin  3 de  la 


un  plan  incliné  (1505). 
Fig.  AiS. 
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force  Q,  cette  dernière  composante  tendant  dans  le  cas  de  la  figure  à 
soulever  le  corps.  Le  frottement  est  alors  (Pctwa — Qsin  (b/,  et  le  tra- 
vail absorbé  par  ce  frottement,  (Pco*  a — (}sin$)fl.  L’équation  d’équi- 
libre dynamique  est  donc,  en  supprimant  le  facteur  commun  l, 

P sinix  — Qcos?  + (P  cos  a.  — Q«'n|3)/.  (1) 

St  le  mobile  avait  remonté  le  plan  incliné  au  lieu  de  le  descendre , 
0 aurait  été  la  puissance  et  P la  résistance  utile , et  on  aurait  eu , pour 
l’équilibre  dynamique , 

0 cos$  = P «77  a + (Pctwa  — Qsinp\f. 

Suivant  la  valeur  de  l’angle?,  Qcos?  est  une  puissance  ou  une  ré- 
sistance qui  s’ajoute  à ia puissance  P«'n«  ou  s’en  retranche , et  Qsin} 
se  retranche  de  P cos a ou  s’y  ajoute. 

Dans  le  cas  ou  V angle  * est  nul , c'est-à-dire  quand  le  plan  est  hori- 
zontal,  sinx  — 0,  cos  * = l,  Q cos p est  seul  puissance,  et  l’équation  (1) 
devient,  pour  l’équilibre  dynamique, 

Q cos  ? = (P  — Q sin  p)f. 

Si  de  plus  l'angle  ? était  nul , c’est-à-dire  si  la  puissance  0 agissait 
parallèlement  au  plan  horizontal,  on  aurait  rà^O,  cosp  — 1,  et 
l’équation  d’équilibre  dynamique  deviendrait 

Q = P/. 

11547.  Equilibre  dynamique  du  coin. 

Le  coin  est  sollicité  par  cinq  forces  : 

1 a puissance  P,  qui  le  sollicite  suivant  son  mou- 
vement ; 

Les  réactions  N et  N'  normales  aux  surfaces  de 
contact  ; 

Les  frottements  N/  et  N/  des  surfaces  de  con- 
tact. 

Chacune  de  ces  quatre  dernières  forces  se  dé- 
compose en  deux  ; l’une  parallèle  à P,  mais  agissant 
en  sens  contraire  de  cette  force,  et  l’autre  perpen- 
diculaire à P : 

N en  NcotA  parallèle  à P et  N sin  A perpend.  à P. 

DE  = Hf  en  N/  sin  A id.  et  N/cojA  id. 

N'  en  N'coîB  id.  et  N'j/nB  id. 

DE'  = Ny  en  N/«nB  id.  et  N/ccwB  id. 

Le  coin  parcourant  un  certain  espace  e,  remarquant  que  les  points 
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d'application  de  toutes  les  forces  parcourent  ce  même  espace  suivant 
les  forces , et  que  les  forces  perpendiculaires  à P étant  normales  à cet 
espace  leur  travail  est  nul , on  a pour  l’équilibre  dynamique 

eP  — cN  cos  A + etifsinA.  4-  eN'cwD  4-  e\fsinB  ; (i) 

équation  dans  laquelle  on  peut  supprimer  e. 

Sur  un  axe  perpendiculaire  à P,  la  projection  de  l’espace  parcouru  e 
étant  nulle,  la  somme  des  projections  des  forces  sur  cet  axe  est  nulle 
(I486),  et  on  à . en  négligeant  les  forces  perpendiculaires  à l’axe , dont 
les  projections  sont  chacune  égale  à zéro , 

Nain  A 4-  N/cosB  = N'#tn  li  f N/cor  A (a) 

ou 

N [sin  A — f cos  A)  ==  B — feos  B). 


Cette  équation  donne  la  relation  qui  existe  entre  les  doux  forces  N et 
N';  ainsi  on  en  tire 

N_  _ sin B —feosü 

N'  jrinA  —feos  A'  1 J 

Itemplaçant  successivement  dans  l'équation  (i)  N et  N'  par  leurs  va- 
leurs tirées  de  cette  dernière,  on  en  conclurait  respectivement  P en 
fonction  de  N'  ou  de  N. 

Supposant  /=  0,  c’est-à-dire  que  le  frottement  est  nul,  les  formules 
(1)  et  (2)  deviennent 

P = Nco«A  + N'co*B  (1*) 


et 


N _ sin  B 
N'  sin A' 


Remplaçant  dans  l’équation  (1  j N par  sa  valeur  tirée  de  l’équation  (21), 
il  vient 

_ isinhcosK  , „\ 

\ stn  A / 

Réduisant  au  môme  dénominateur,  on  a,  en  remarquant  que 


sinticos  A 4-  cosüsinh  = sin  (A  + B)  = sin  C,  (972,  985) 

_ C P sin  C 

P — N — . — r OU  rp  — — : — r* 
un  A N sin  A 

Cette  relation  et  celle  (2')  font  voir  que  l’on  a 

- JL  - JL.  (Al 

sin  C sinB  sm A’  ‘ 
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Ou  encore  que  ces  forces  sont  entre  elles  comme  les  côtés  AB,  AC,  UC 
du  coiu,  qui  leur  sont  respectivement  perpendiculaires  (996). 


Dans  le  cas  où  l’anglo  B est  droit,  on  a tin  B = 1,  cos  U = 0,  et  les 
équations  (1)  et  (2)  deviennent 

P = N eus  A + yfsinA  + N/ 

m 

et 

N _ 1 

N'  sin  A — /cos  A’ 

(2") 

Ordinairement  dans  la  pratique  A = B;  alors  on  & K 
mulo  (1)  devient 

= K',  et  ia  for- 

P = 2N  [cos  A + /sin  A). 

(1*1 

S'il  s'agissait  de  retirer  le  coin,  on  aurait  encore  les  formules  (i)  et 
(a) , dans  lesquelles  P,  ?yet  A’/ auraient  changé  de  signes;  ainsi  ces 
formules  seraient 


— P = N cos  A — y/sin  A -f  N'  cos  B — N '/sin  B , (1) 

NimA  — N/  ««B  =3  N'. n/i  B — N J cos  A.  (a) 

Équations  desquelles  on  déduirait  comme  précédemment , pour  les 
cas  particuliers  que  nous  avons  examinés,  les  relations  entre  les 
forces. 

1348.  La  suite  des  rapports  (A)  du  n°  précédent  montre  que  quand 
le  coin  est  en  équilibre , il  existe  entre  les  forces  P,  N,  N'  qui  le  sollici- 
tent et  les  sinus  des  angles  du  triangle  formé  par  le  coin  les  mêmes 
relations  qu'entre  trois  forces  en  équilibre  autour  d’un  même  point  et 
les  angles  du  triangle  des  forces  (1372).  Ainsi , appliquant  les  forces  P, 
N,  N,'  parallèlement  à elles-mêmes,  en  un  même  point,  et  traçant  le 
polygone  des  forces  (1365),  ce  polygono  se  fermera  de  lui-même,  c’est- 
à-dire  donnera  une  résultante  nulle,  et  il  sera  dans  le  cas  qui  nous  oc- 
cupe un  triangle  semblable  à celui  AlïC. 

En  général , quoi  que  soit  le  nombre  total,  des  forces  qui  sollicitent 
un  corps  solide  entièrement  libre,  si  ce  eorps  est  ea  équilibre,  en 
appliquant  toutes  les  forces , parallèlement  à elles-mêmes , à un  même 
point , ces  forces  se  feront  encore  équilibre , et  leur  polygone  se  for- 
mera de  lui-même.  Comme  les  relations  entre  les  forças  ainsi  trans- 
portée* ne  changent  pas,  cette  considération  peut  parfois  être  trè*- 
utile  pour  déterminer  les  conditions  d’équilibre  d’un  corps  solide 
soumis  à l’action  de  plusieurs  forces. 

1349.  Equilibre  dynamique  de  la  presse  à coin. 
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Lea  circonstances  dans  lesquelles  se 
trouve  le  coin  ABC  sont  absolument  les 
mômes  qu’au  n°  1547  ; ainsi , supposant 
l’angle  A = B = a,  la  formule  (l")  de- 
vient 

P = 2N  (cos  a 4-  / sin  a).  (1) 

Considérant  maintenant  le  bloc  inter- 
terposé  entre  le  coin  et  la  matière , il  est 
sollicité  par  cinq  forces  : 

4°  La  pression  N,  normale  a la  surface  de  conctact  avec  le  coin  ; 

2*  Le  frottement  DE,  = N,/  du  coin  sur  sa  surface  de  contact. 

Ces  deux  forces  ne  sont  que  les  réactions  des  forces  de  même  nom  N 
et  N/  qui  sollicitent  le  coin  ; par  conséquent , elles  leur  sont  égales  et 
directement  opposées. 

3“  La  réaction  N"  du  support  D"  sur  le  bloc  ; 

4’  Le  frottement  D"E"  = N"/  du  support  D"  contre  le  bloc; 

5°  La  résistance  utile  0 qu’oppose  la  matière  à comprimer. 

Le  mouvement  du  bloc  ayant  lieu  suivant  la  direction  de  la  force  0. 
décomposons  chacune  des  cinq  forces  qui  le  sollicitent  en  deux  autres, 
l’une  parallèle  et  l’autre  perpendiculaire  à 0 ; ainsi  : 

N,  en  N,  sin  a parallèle  à Q,  et  N,cw«  perpendiculaire  à Q. 


N,/  en  fi  J' cosol 

id. 

N,/«na 

id 

N"  en  0 

id. 

N" 

id. 

N"/  en  N "f 

id. 

0 

id. 

Q en  Q 

id. 

0 

id. 

Pour  un  déplacement  quelconque  2e'  du  bloc,  remarquant  que  les 
points  d’application  de  toutes  les  forces  parallèles  à Q parcourent  cet 
espace  suivant  ces  forces , et  que  le  travail  de  chacune  des  forces  per- 
pendiculaires à Q est  nul , on  a pour  l’équilibre  dynamique  du  bloc 

N,  sin  ol  = fitfcosa  + N"/  4-  Q.  (2) 

Sur  un  axe  perpendiculaire  à Q ou  à C,  les  projections  des  forces  don- 
nent {I486,  1547) 

N,  cosol  + N,/ fina  — N"  = 0. 


Fig.  417. 


Remplaçant  dans  la  formule  (2)  N"  par  sa  valeur  tirée  de  cette  dernière 
équation , on  a , en  réunissant  les  termes  en  N, , 


N,  {sin  ol  — 2 f cos  a — f1  sin  a)  = Q. 

L’équation  (1)  donne 

N ou  N,  = — P ■•■■■. — - 

2 {coiol  -f  fnn  a). 
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Substituant  cette  valeur  de  N,  en  fonction  de  P dans  l’équation  pré- 
cédente, on  en  conclut 


2(cofa  -f-  f sin  a) 


sin  x — 2/cos  a — f*  sin  a 


Divisant  par  cos  a les  deux  membres  de  la  fraction,  et  faisant 
^ = tan9  * (981),  on  a 


2(1  +f  tanga) 
tony  a — 2/ — /*  tany  a 


(2) 


Pour  0 = 1000  kil.,  « = 87”10\  d’où  tany  a = 20,205553,  ou  sensible- 
ment 20,2 , et/  = 0,16,  qui  convient  au  chêne  frotté  de  savon  sec  glis- 
sant sur  chêne , les  fibres  étant  parallèles,  l'équation  précédente  donne 


2(1  + 0,16  X 20,2) 

20,2—  2 x 046  — 0,16x0,16  x 20,2 


x 1000  = fi37k. 


Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  la  puissance  P et  la  résis- 
tance utile  O pour  qu’il  y ait  équilibre  dynamique,  c’est-à-dire  pour 
que  le  moindre  effort  mette  la  presse  en  mouvement,  et  que  ce  mouve- 
ment se  conserve  uniforme  quand  cet  effort  additionnel  cesse  son 
action.  Il  est  évident  qu'un  tel  mouvement  ne  peut  se  réaliser  qu’au- 
tant  que  la  résistance  O reste  constante,  ce  qui  n'a'pas  lieu  quand  on 
comprime  des  matières;  mais,  dans  toutes  les  positions,  te  valeurs 
de  P et  Q sont  liées  par  la  relation  précédente. 

Relation  entre  le  travail  moteur  et  le  travail  utile  résistant. 

Pour  un  abaissement  e du  coin , le  bloc  comprimant  avançant  de  2c, 
les  travaux  moteur  et  utile  sont 

P X e et  Q x 2 ef. 


On  a (995) 


e — d tany  x. 


(3) 


Multipliant  membre  à membre  les  équations  (2)  et  (3),  on  obtient 


P x e = 


tany  a ■+-  / tany*  a 
tany  a — 2 f — J' tany  x 


O X 2e'. 


Formule  donnant  le  travail  moteur  Pe  en  fonction  du  travail  utile 
O x 2e'. 

1350.  Double  frottement  de  roulement  et  de  glissement  (1501).  Lors- 
qu’un corps  avance  en  roulant  sur  un  autre,  comme,  par  exemple,  une 
roue  de  wagon  sur  un  chemin  de  fer,  si  la  quantité  dont  il  avance  pa- 
rallèlement à la  surface  de  cet  autre  est  égale  à l’espace  parcouru  par 
les  points  de  son  pourtour  autour  de  son  centre,  il  n’y  a que  roule- 
ment du  premier  corps  sur  l’autre,  et,  par  suite,  qu’un  simple  frotte- 
ment do  roulement,  SI  la  quantité  dont  avance  le  premier  corps  par&l- 
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lôlement  b l'autre  n'est  pas  égale  à l’espace  parcouru  par  les  points  de 
son  pourtour  autour  de  son  centre,  c'est  qu’il  y a eu  à la  fois  roulement 

et  glissement  du  premier  corps  sur  l’autre.  On  admet  dans  ce  cas  qu’il  y 
a glissement  d'une  surface  sur  l'autre  sur  une  étendue  égale  à la  diffé- 
rence des  chemins  parcourus  sur  les  surfaces  en  contact , et  roulement 
sur  une  étendue  égale  au  plus  petit  de  ces  chemins.  SI  une  locomotive 
avance  d’une  quantité  égale  à l’espace  que  les  jantes  de  ses  roues  par- 
courent autour  de  leurs  axes,  c’est  qu'il  n’y  a que  roulement  des  jantes 
sur  les  rails;  si  la  locomotive  reste  en  repos,  quoique  ses  roues  tour- 
nent sur  place,  le  chemin  parcouru  le  long  des  rails  étant  nul , il  y a 
glissement  sur  une  étendue  égale  à l’autre  chemin , c’est-à-dire  sur  un 
espace  égal  à celui  parcouru  par  les  pourtours  des  jantes  autour  de 
luurs  axes.  Enfin,  si,  par  exemple,  pendant  que  la  jante  d’une  roue 
parcourt  15  mètrps  autour  de  son  axe,  la  quantité  dont  elle  avance  le 
long  du  rail  est  de  G mètres,  il  y a glissement  sur  une  étendue  de 
15  — 6 = 9 mètres,  et  roulement  sur  une  longueur  de  6 mètres.  De 
môme  si , pendant  que  la  jante  parcourt  ces  15  mètres,  elle  avance  de 
20  mètres  le  long  du  rail , effet  qui  su  produit  quand  on  fait  agir  le 
frein  sur  une  roue,  il  y a roulement  sur  une  longueur  de  15  mètres, 
et  glissement  sur  colle  de  20  — 15  = 5 mètres.  Ce  double  mouvement 
de  roulement  et  de  glissement  se  présente  fréquemment  dans  les  ma- 
chines; ainsi  il  arrive  souvent  qu'une  poulie  qui  commande  une  cour- 
roie de  transmission  , ou  qui  est  commandée  par  elle,  ne  parcourt  pas 
le  même  espace  que  la  courroie. 

ltiiîl.  Frottement  des  engrenages.  Le  double  mouvement  de  roule- 
ment et  de  glissement  dont  il  vient  d'être  question  a lieu  entre  les  dents 
en  contact  de  deux  roues  d'engrenage  qui  se  commaudunt.  Mous  allons 
déterminer  le  travail  absorbé  par  le  frottement  de  glissement  seule- 
ment; celui  absorbé  par  le  frottement  do  roulement  pouvant , dans  ce 
cas , être  négligé  par  rapport  au  premier. 

Connaissant  la  pression  normale  entre  les  dents,  on  a le  frottement 
de  glissement  (150/ij  ; de  sorte  que  si  l’on  connaissait  l’espace  parcouru 
par  le  frottement  d'une  dent  sur  l’autre,  on  aurait  le  travail  absorbé 
par  ce  frottement  (1539). 


Fig.  418. 


Soient  ; 


point  de  contact  t situé  sur  la  ligne  des 


la  roue  qui  commande; 
son  rayon.  Quand  on  dit  sim- 
plement le  rayon  d'une 
rouo  d’engrenage , on 
désigne  celui  O t de  sa 
circonférence  primitive, 
c’est-à-dire  do  la  circon- 
férence qui  passe  par  le 
centres  ; 
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A'  la  roue  commandée  i 
r'  rs  O't  son  rayon  ; 

a = tc=  td  le  pas  des  engrenages  ; c’est  la  distance  d’axe  en  axe  de 
deux  dents  consécutives  d’une  môme  roue , ou  la  dimension 
d’une  dent  plus  celle  d’un  vide,  mesurées  sur  la  circonférence 
primitive  de  la  roue  ; 

Q résistance  s’opposant  au  mouvement  de  A'  en  agissant  tangentiel- 
lement  à la  circonférence  primitive. 

Ordinairement  il  y a plusieurs  dents  de  la  roue  qui  travaillent  à la 
fois;  mais,  afin  de  faciliter  les  calculs,  on  suppose  qu’il  n’y  en  a qu’une, 
et  qu’elle  ne  commande  que  de  / en  c,  c’est-à-dire  sur  un  espace  égal 
au  pas.  Pendant  ce  parcours  a , le  travail  absorbé  par  la  pression  nor- 
male entre  les  dents  est  égal  à cette  pression  piultipliéc  par  la  longueur 
de  la  courbe  parcourue  par  le  point  de  contact  t dans  son  passage  de  t 
en  longueur  qui  ne  diffère  pas  sensiblement  de  a ; or,  puisque  le 
point  de  contact  s’éloigne  très-peu  de  l'arc  td,  on  peut  supposer  que 
la  pression  est  égale  à la'  force  Q agissant  tangentiellement  à td,  et  le 
travail  absorbé  est  (1343) 

aQ. 


De  l’hypothèse  que  la  pression  normale  entre  les  dents  est  constam- 
ment égale  à Q,  il  en  résulte  que  le  frottement  est  égal  à Q/  (1504). 

Quant  au  travail  absorbé  par  ce  frottement,  on  remarque  que  pen- 
dant que  le  point  de  contact  t passe  en  t\  l’espace  parcouru  par  ce  point 
sur  la  dent  qui  commande  est  égal  à l'e,  et  que  celui  qu’il  a parcouru 
sur  la  dent  commandée  est  t'd,  d’où  il  résulte  qu’il  y a eu  glissement 
sur  une  longueur  égale  à t’e  — t'd , différence  que  l’on  peut  supposer 
égale  à une  droite  joignant  c et  d.  Le  travail  absorbé  par  le  frotte- 
ment est  donc  Q/  x cd. 

Abaissant  les  perpendiculaires  ce  et  c'e'  à la  ligne  des  centres,  00' 
étant  à peu  près  parallèle  à cd,  on  peut  supposer  cc'—ee'—te+te'; 


or  on  a (619) 


, c<! 

*e~  2r  et 


et  comme  l’on  peut  supposer,  sans  erreur  sensible,  que  ct  — dt  — a, 
’ ce  qui  se  rapproche  d’autant  plus  de  la  vérité  que  le  pas  est  plu3  petit 
par  rapport  au  rayon , on  a donc 


et 


et  par  suite  le  travail  absorbé  par  le  frottement  est 
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Le  travail  que  la  roue  A doit  transmettre  à la  roue  A'  pour  le  chemin 
parcouru  a est  alors 

Tm—Qa  + Qa'~  (£  + £)•  (») 

SI  P est  la  force  motrice  qui  sollicite  tangentiellement  la  roue  qui  con- 
duit, le  travail  moteur  pour  le  parcours  a est  est  Pa,  et  on  a 


d’où 


Pa=Oa  + Q-T?  (;  + ?), 

P = Q+of  (*  + t). 


On  étant  le  travail  utile  Tu , la  formule  (1)  peut  se  mettre  sous 
la  forma 

T.  = V.+  rm'%  (J  + i);  * (2) 

7i  étant  le  nombre  des  dents  de  la  roue  A , et  n'  celui  de  la  roue  A',  on  a 


d’où 


■ na  — 2w  et  n'a  = 2w', 


na 


et 


Remplaçant  r et  r'  par  ces  valeurs  dans  l’équation  (2),  il  vient 


V - V + T + 

ra-v.+  v.  2 + n,aj  , 


ou , en  réduisant , 


3Tm  = T,  + TJ~i 


k (;  + ?)• 


Formule  encore  plus  commode  à appliquer  que  celle  (2). 

Application.  On  a 3T„  = 300*“  par  seconde;  la  roue  motrice  a 
100  dents  et  le  pignon  21,  le  graissage  des  dents  est  bien  fait  et  donne 
/=  0,08  ; il  s’agit  de  déterminer  le  travail  utile  T„  que  pourra  trans- 
mettre l’arbre  du  pignon  dans  une  seconde. 

Hemplaçant  les  lettres  par  leurs  valeurs  dans  la  formule  précédente, 
on  a 

300  = 2T„  + T.x 0,08x3,14  (jJj  + , 


d’où  l’on  tire 


300 

1 +0,0145 


= 296”, 71. 
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Le  travail  absorbé  par  le  frottement  en  une  seconde  est 
Tn—  3r„  = 300  - 295,71  = /ll“,29. 


La  formule  (2)  fait  voir  que  la  perte  de  travail  due  au  frottement  est 
proportionnelle  au  pas  a , que  l’on  doit  par  conséquent  prendre  le  plus 
petit  possible. 

D’après  la  même  formule  (2) , le  travail  absorbé  par  le  frottement  est 

proportionnel  à * 4-  p , c’est-à-dire  à —~p~  • quantité  qui  est  d’autant 

plus  petite,  pour  une  même  valeur  de  r+r',  que  le  produit  rP  est 
plus  grand.  Or  ce  produit  augmentant  à#nesure  que  r diffère  moins  de 
r1  (945) , l’on  voit  donc  que  le  travail  absorbé  par  le  frottement  sera 
d’autant  plus  petit,  pour  une  même  valeur  de  r+r',  que  r différera 
moins  de  +,  et  il  sera  minimum  quand  on  aura  r=P. 

Enfin  la  formu!e(2)  fait  voir  encore  que  pour  les  mêmes  valeurs  de  a, 
r et  r',  le  rapport  entre  le  travail  moteur  et  le  travail  utile  est  le  même 
quelle  que  soit  la  roue  qui  commande  l’autre,  c’est-à-dire  que  dans  les 
deux  cas  le  travail  absorbé  par  le  frottement  est  le  même. 

Pour  les  engrenages  coniques,  on  fait  usage  de  la  formule  (2)  ; seu- 
lement, au  lieu  de  prendre  pour  r et  r'  les  rayons  des  engrenages,  on 
prend  les  perpendiculaires  à la  génératrice  de  contact,  prolongées 
jusqu'aux  axes  des  engrenages  ; ainsi  on  a,  p et  p’  étant  ces  perpendi- 


culaires, 


Tm  = Tu  + 


13152.  Frottement  de  la  crémaillère.  On  peut  considérer  une  cré- 
maillère comme  étant  une  roue  d’engrenage  cylindrique  dont  le  rayon 
r'est  infini  ; par  conséquent,  pour  une  crémaillère  commandant  une 
roue  d’engrenage  ou  pour  une  roue  d’engrenage  commandant  une  cré- 
maillère , la  formule  (2)  du  numéro  précédent  devient 


Tm  = Tu  + Tu  ^ x*J. 
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1883.  Équilibre  dynamique  du  pilon. 

Soient  : 

la  puissance  motrice  agissant  verticalement 
à l'extrémité  du  mentonnet,  dont  la  ion* 
gueur,  comptée  depuis  l’axe  de  la  tige  jus- 
qu’au point  d’application  de  la  puissance, 
est  1 5 

la  résistance  utile;  c’est  le  poids  du  pilon  et 
de  sa  tige  supposée  avoir  i de  côté  ; 
la  pression  normale  contre  la  prison  ou  guide 
qypérieur  C ; 

N'/  le  frottement  contre  cette  prison  ; 

N'  la  pression  contre  la  prison  inférieure  C’; 

N/  le  frottement  contre  cette  prison. 

Remarquons  que  dans  ce  cas  toutes  les  forces  sont  les  unes  parallèles 
et  les  autres  perpendiculaires  à la  direction  de  la  puissance  P,  suivant 
laquelle  a lieu  le  mouvement. 

Les  points  d’application  de  toutes  les  forces  parcourant  le  même  es- 
pace h dans  le  même  temps,  on  a donc  (là36j,  en  remarquant  que  le 
travail  des  forces  perpendiculaires  à P est  nul , 

PA  = QA  + N/A  + N/A . (i) 

formule  où  l’on  peut  supprimer  A,  et  de  laquelle  il  faut  faire  dispa- 
raître les  inconnues  N et  N',  afin  d’avoir  une  relation  déterminée  entre 
P et  O,  ou  entre  les  travaux  de  ces  forces. 

Sur  un  axe  perpendiculaire  à P,  Q,  N/  et  N /',  les  projections  de  l’es- 
pace parcouru  et  de  la  vitesse  initiale  étant  nulles,  la  somme  des  pro- 
jections des  forces  sar  le  même  axe  est  nulle  (i486) , et  on  a , en  sup- 
primant les  projections  égales  à 0, 

N—  N'=0,  d’où  N = N'.  - (2) 

La  formule  (1)  donne  donc 
» 

PA=QA  + 2N/A.  (a) 

Le  système  n’ayant  pas  tourné  autour  du  point  A,  c’est  que  les  forces 
qui  tendent  à produire  ce  mouvement  se  font  équilibre  autour  de  ce 
point,  et  que  par  suite  la  somme  de  leurs  moments  est  nulle,  ce  qui 
donne 

Pxl— QxO— Nxd  + N/x  * — N'xO  — N/x  £ = 0;  (3) 
d’où,  on  supprimant  les  termes  nuis,  et  en  remarquant  que  + N/x  ~ 
et  —N/x  ^ se  détruisent, 


rig.  iitr. 


Q 

N 
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P/  = Nd,  d'où  ti  = ~. 

Substituant  cette  valeur  de  N dans  la  formule  (a) , on  a 

2// 


581 


PA  =s  QA  + PA 


d * 


d’où 


PA  = 


Qh 


Qh 


d-'llf 


Ce  qui  fait  voir  que  le  travail  utile  OA  est  «d’autant  plus  petit,  pour  un 
même  travail  moteur  PA , que  l est  plus  grand  ; supposant  1 = 0,  c’est- 
à-dire  que  la  force  P est  appliquée  à l’axo  de  la  tige  et  agit  suivant  cet 
axe,  la  formule  précédente  devient 

PA  = QA. 

Ce  qui  montre  que  le  travail  utile  est  alors  égal  au  travail  moteur,  et 
que  par  conséquent  le  frottement  contre  les  prisons  est  nul. 

Ouand  le  travail  est  transmis  par  une  came,  comme  cela  a lieu  ordi- 
nairement, le  système  mobile  est  sollicité  non-seuiement  par  ies  six 
forces  du  cas  précédent,  mais  aussi  par  le  frottement  Vf  de  la  came 
sous  le  mentonnet,  force  agissant  perpendiculairement  à la  nouvelle 
force  motrice  P'.  Opérant  sur  ces  sept  forces  comme  dans  le  cas  précé- 
dent, la  formule  (1)  conserve  la  môme  expression  ; ainsi  on  a encore 

P^Q  + NZ+N/.  (1-) 

La  formule  (2)  devient , en  remarquant  que  Vf  agit  dans  le  sens  de  N, 

* N+P f = H'.  (2") 

Quant  à la  formule  (3),  le  bras  de  levier  de  Vf  variant  d’une  manière 
continue  entre  des  limites  qui  diffèrent  entre  elles  de  la  quantité  A 
dont  s'élève  le  pilon , on  peut  supposer  qu'il  reste  constant  et  égal  à la 
moyenne  arithmétique  entre  ses  deux  valeurs  limites;  de  sorte  que  sa 

valeur  est  b + -- , en  supposant  que  la  distance  du  point  A au  menton- 

net  est  égale  à b quand  le  pilon  est  au  bas  de  sa  course,  et  la  for- 
mule (3)  devient 

VI— Vf  (a+|)  — 0X0- Nd+  N/|—  N'xO-N/i  =0 


OU 


p-  [f_y  (ô+£)]-Nd+ vJ-Ny  5=0. 
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Remplaçant  dans  cette  formule  N'  par  sa  valeur  (2') , on  a 


d’où 


Cette  valeur,  substituée  dans  l’équation  (2'),  donne 


/d+i-f  (b  + l)  -r\ 

N'=P'  -. 


Ces  valeurs  de  N et  de  N'  substituées  dans  l'équation  (T)  fournissent 
d-S  [2/- 2/  (&  + £)  _/*i+/d]^ 


d'où 


P' 

P'  = Q 


=Q, 


d-f  [21- 2/(&  + -/*»+/</]’ 


Ordinairement  on  a 6 + ^ ^ ; alors 


P'=  Q 


d-îlf  + f'ï 


W 


Comme /’*  a une  valeur  réelle,  on  voit  que  la  valeur  de  la  puissance  P' 
est  moindre  que  celle  obtenue  pour  P dans  le  cas  précédent  pour  une 
même  valeur  de  Q.  • 

Si  l’on  demandait  quelle  est  la  quantité  de  travail  moteur  que  de- 
vrait transmettre  l’arbre  à cames  pour  une  élévation  h du  pilon  ; consi- 
dérant la  came  comme  une  dent  d’engrenage  dont  le  rayon  est  r,  et 
commandant  une  crémaillère,  le  travail  absorbé  par  le  frottement  de  la 
came  étant,  pour  la  pression  transmise  P'  (1552), 


P'A 


fh 

2 r' 


on  a 


r„=P'A  + P'A-g=P'A(l+§). 


Remplaçant  P’  par  sa  valeur  (h),  on  a 

d /.  Jh\  _ 


Tm  = Qh 


d—W  + pi 


ix(1  + ‘S) 


0 h 


d (2r  +/h) 
2r(d— 2(/'-f/*i* 
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n étant  le  nombre  de  coups  de  pilon  donné  pendant  une  révolution 
de  Farbre  à cames,  et  P la  force  motrice  tangentielle  qui  agit  à l'extré- 
mité du  rayon  r,  on  doit  avoir  pour  l'équilibre  dynamique 

nTm  = 2wP, 


d'où 


d 2r  + fh) 
hxr'{d-Vf  + fH) 


ioi>4.  Équilibre  dynamique  de  la  presse  à vis  à filets  carrés. 

Fi?,  «o.  Appelons  : . • 

p P la  puissance  agissant  dans  un  plan  perpendt- 

% ^ T1  r * culaire  à l'axe  de  la  vis;  nous  supposons  P 

répartie  uniformément  autour  de  l’axe  de  la 
vis,  afin  qu’elle  ne  fasse  naître  aucune  pres- 
sion contre  la  surface  latérale  des  filets  ; 
ainsi  la  puissance  est  divisée,  par  exemple , 
1 

en  deux  forces  - P formant  un  couple  dont 

le  bras  du  levier  sera  divisé  en  deux  parties  égales  par 
l’axe  (1392)  ; 

r le  bras  de  levier  de  la  puissance  P; 

r’  le  rayon  moyen  de  la  surface  hélicoïdale  en  contact; 

Nous  supposerons  la  surface  hélicoïdale  réduite  à une  hélice 
travaillante  ayant  r pour  rayon  (1167); 
a l’angle  que  fait  l’hélice  moyenne,  ou  mieux  la  tangente  à cette 
hélice  avec  le  plan  perpendiculaire  à l’axe  ; 
h le  pas  de  l’hélice,  c’est  la  distance  d'axe  en  axe  de  deux  filets 
consécutifs; 

Q la  résistance  utile  que  la  matière  oppose  au  mouvement  de  trans- 
lation de  lavis;  elle  agit  suivant  l’axe  de  lavis; 

Négligeant  le  frottement  de  l’extrémité  de  la  vis  sur  la  sur- 
face AB,  la  vis  peut  être  considérée  comme  étant  soumise  à 
l’action  de  6 forces  : 
i"  P puissance; 

2°  Q résistance  utile. 

Appelant  N la  réaction  normale  aux  surfaces  de  contact  de  l’écrou 
sur  la  surface  hélicoïdale  des  filets,  elle  se  décompose  en  deux 
forces  : 

3*  N cos  * agissant  parallèlement  à l’axe  de  la  vis  ; 

fi*  N sin  a agissant  dans  un  plan  perpendiculaire  à l’axe  ; 

Le  frottement  N/  de  la  surface  hélicoïdale  se  décompose 
également  en  deux  forces  : 
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MO 

&•  N/  sin  a agissant  parallèlement  à l'axe; 

6°  VJ  cos « agissant  dans  un  plan  perpendiculaire  à l'axe. 

Établissons  les  conditions  d’équilibre  dynamique  pour  une  révolution 
de  la  vis.  Remarquons  que,  excepté  le  point  d’application  de  la  force  0. 
ceux  des  autres  forces  décrivent  des  hélices , et  que  leur  mouvement 
peut  être  décomposé  en  deux,  l’un  parallèle  à l’axe,  et  l’autre  circu- 
laire autour  de  l’axe.  Considérant  ce  premier  mouvement , A étant  l’es- 
pace parcouru  par  les  points  d'application  de  toutes  les  forces,  on  a 
pour  équilibre  dynamique,  en  remarquant  que  le  travail  de  chacune  des 
forces  agissant  perpendiculairement  à h est  nul , 

AN  cos  a — AN/  s in  a — AQ  = 0 , 


d’où 


N — 


Q 

cos  a — / sim' 


Pour  le  deuxième  mouvement,  on  a pour  l’équilibre  dynamique,  en 
remarquant  que  le  travail  de  chacune  des  forces  agissant  suivant  l’axe 
est  nul, 

Px2 Jtr — N sin  ax2iïr'  — N/e<wa  x 2>n-'=r0;  (i) 


d’où , en  supprimant  2*  et  en  remplaçant  N par  sa  valeur, 

P==Q  x 

r cos  a — /sin» 


Divisant  les  deux  termes  de  la  dernière  fraction  par  ms  a et  faisant 


Sin  a 
cos  a 


= tang  a 


(981) 


on  a 


P = 


x 


tanga.  + / 
1 — / tanga 


On  peut  donner  à cette  valeur  de  P une  autre  forme. 

Remarquant  qu’en  développant  le  cylindre  de  rayon  /•',  chaque  spire 
de  l’hélice  devient  l'hypoténuse  d’un  triangle  rectangle  dont  les  côtés 
de  l'angle  droit  sont  2 r.r'  et  A (117û) , on  a (963; 


Substituant  cette  valeur  dans  celle  de  P,  11  vient,  en  réduisant  au  môme 
dénominateur  et  en  supprimant  le  dénominateur  2-r'  commun  aux 
deux  termes  de  la  fraction, 


f' 

p=0Fx 


A + 2*r/ 
Sbw'—/A' 
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Si  on  néglige  le  frottement,  ce  qui  revient  à faire  /=0,  on  a 

P=0tx  Jl=0  * 

r 2 nr  2itr 

En  tenant  compte  du  travail  absorbé  par  le  frottement  de  l’extrémité 
de  la  vis  sur  la  surface  AB,  remarquant  que  la  pression  sur  cette  sur- 
face est  Q , si  le  coefficient  de  frottement  est  le  même  que  pour  les 
filets  de  la  vis,  le  frottement  est  Q/,  et  le  travail  absorbé  pour  une  ré- 
volution de  la  vis,  \ xr"Qf  ( r ",  rayon  de  la  surface  frottante  (1541  J. 

O 

La  formule  (1)  devient  alors 

Px2w — N finaxHnr' — N/  cos  a x 2w' — | rcr"Q/, 

U 

d’où,  en  effectuant  les  mêmes  opérations  que  dans  le  cas  précédent, 

P=,Q  r:x /£?«+£ +QxI/$, 
r 1 — / tang  a 3 r 


OU 


Q + 2 


'?) 


-J  tang  « 
h 

llemplaçant  tang  * par  ,j— , , on  a 

P«q(£-*+*^ 


ï-r'—Jh  + 3 


'?)• 


Application.  Pour  Q = 9000  kil. , r=l", 00,  r'  = 0*,034,  r"=0“,025, 
h = O", 016  et  /=  0,08 , la  formule  précédente  donne 


P = 9000 


034  0,016+2x3,14x0,034X0,08  2 x 0,08x  0,025\ 

X 2x3,14X0,034—0,08x0,016  + 


3 / 

OU  P = 9000  X 0,006632  = 69\69. 

Quand  on  ne  tient  pas  compte  du  frottement  du  bout  de  la  vis , on  a 
P = 9000  X 0,005299  = 47k,69. 

Ce  qui  montre  que  ce  frottement  n’est  pas  négligeable. 
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HYDROSTATIQUE  et  HYDRODYNAMIQUE. 

PRINCIPES. 

1383.  Étais  principaux  des  corps  (1382).  Les  corps  de  la  nature  se 
présentent  sous  trois  états  principaux  : 1”  les  corps  à rétal  solide  ou  les 
solides,  tels  que  les  pierres , les  bois,  les  métaux  en  général , qui  résis- 
tent plus  ou  moins  à l’action  des  forces  extérieures  sans  se  déformer; 
2*.  les  corps  à l'ilat  liquide , ou  les  liquides,  comme  l’eau , le  vin , les 
liqueurs  en  général,  le  métal  appelé  mercure,  etc.,  lesquels  se  distin- 
guent des  corps  solides  par  l’extrême  mobilité  de  leurs  parties  ; 3°  les 
corps  à l'état  gazeux , ou  les  gaz  et  les  vapeurs,  classe  qui  comprend 
l’atr  et  tous  les  corps  analogues,  qu’on  nomme  pour  cette  raison  aéri- 
formes  ; le  nom  de  vapeur  est  spécial  aux  gaz  produits  par  les  liquides 
à une  certaine  température. 

Les  liquides  et  les  gaz  prennent  le  nom  commun  de Jluides;  seulement 
les  derniers  sont  appelés  Jluides  aériformes. 

Les  liquides  ne  se  compriment  que  bien  faiblement  pour  de  très- 
fortes  pressions  ; c’est  ce  qui  leur  fait  souvent  donner  le  nom  dojluides 
incompressibles.  Les  gaz,  au  contraire,  sont  très-compressibles,  et 
comme,  en  outre,  ils  jouissent  d’une  élasticité  parfaite,  on  les  a appelés 
fluides  élastiques. 

Quand  les  liquides  sont  comprimés,  si  la  pression  cesse  son  action, 
ils  reprennent  exactement  leur  volume  primitif.  Les  liquides  se  distin- 
guent des  gaz  en  ce  qu’ils  ne  jouissent  pas  de  la  faculté  expansive  à 
l’état  libre,  au  lieu  que  les  gaz  se  dilatent  de  manière  à toujours  rem- 
plir un  espace  vide,  quelle  que  soit  l'augmentation  que  l’on  fasse  subir 
à cet  espace  sans  y introduire  une  nouvelle  quantité  de  gaz. 

Un  môme  corps  peut  être  à l’état  solide,  liquide  ou  gazeux  : ainsi  l’eau 
peut  être  à l'état  solide,  ce  qui  donne  la  glace,  ou  liquide,  ou  00001*0 
à l’état  de  gaz,  c’est-à-dire  de  vapeur.  La  quantité  de  chaleur  plus  ou 
moins  grande  que  renferme  l'eau  lui  fait  prendre  l’un  ou  l’autre  de 
ces  états. 

1336.  Divisibilité.  La  matière  qui  constitue  les  corps  peut  se  réduire 
à un  état  de  ténuité  extrême,  mais  non  indéfini.  Les  parties  consti- 
tuantes, placées  à la  limite  extrême  de  la  division  effective  de  la  ma- 
tière , prennent  le  nom  d 'atomes.  Tous  les  atomes  sont  de  même  nature 
dans  un  corps  simple,  comine  l’hydrogène  ou  l’oxygène , par  exemple. 
Dans  un  corps  composé,  tel  que  l’eau , qui  se  compose  d’bydrogène  et 
d’oxygène,  un  certain  nombre  déterminé  d’atomes  de  chacun  des  corps 
composants  s’unissent  pour  former  un  groupe  qui  prend  le  nom  de 
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molécule;  dans  l’eau  la  molécule  se  compose  de  deux  atomes  d’hydro- 
gène pour  un  atome  d’oxygène , et  cette  composition  est  la  même  pour 
toutes  les  molécules  d'eau.  Une  très-petite  agglomération  d'atomes  ou  de 
molécules  prend  le  nom  de  particule. 

1387.  La  partie  de  la  mécanique  qui  traite  de  l’équilibre  des  liquides 
prend  le  nom  A' hydrostatique.  Celle  relative  à l’équilibre  des  fluides 
élastiques  est  la  pneumatique.  Le  nom  d 'hydrodynamique  est  réservé  à 
la  partie  qui  a pour  but  l’examen  des  fluides  en  mouvement.  La  partie 
de  l’hydrodynamique  ayant  exclusivement  rapport  aux  liquides  prend 
le  nom  d 'hydraulique  (1296). 

1868.  En  traitant  de  la  mécanique  des  corps  solides,  on  a pu  poser 
des  axiomes  desquels  on  a déduit  les  lois  générales  de  l’équilibre  et  du 
mouvement  de  ces  corps,  et  il  a été  facile  d’appliquer  sans  erreur  sen- 
sible ces  lois  à des  combinaisons  diverses  qui  n’en  sont  que  des  consé- 
quences. Mais  lorsqu'il  s’agit  des  fluides,  les  abstractions  manquent , 
et  que  cela  tienne  à l’imperfection  de  la  manière  d’envisager  l'action 
mécanique  réciproque  des  molécules  les  unes  sur  les  autres  (13821,  ou 
au  défaut  des  calculs  analytiques,  ou  encore,  comme  il  y a lieu  de  le 
supposer,  à ces  deux  causes  réunies,  toujours  est-il  qtio  l’on  n’a  pu 
donner  jusqu'ici  une  théorie  parfaite  des  propriétés  des  fluides.  Cepen- 
dant l’expérience  jointe  au  calcul  ont  sufli  pour  poser  de3  règles  con- 
venables à la  détermination  des  phénomènes  pratiques. 

1388.  La  mécanique  des  fluides  ne  peut  être  abordée  par  l'analyse 
sans  avoir  recours  à quelques  suppositions  qui  s'écartent  plus  ou  moins 
de  ce  qui  a lieu  dans  la  pratique.  Ainsi  on  suppose  les  corps  d’une  flui- 
dité parfaite,  c’est-à-dire  tels  que  leurs  molécules  glissent  les  unes  sur 
les  autres  et  contre  les  parois  des  vases  qui  les  contiennent  sans 
donner  naissance  à aucun  frottement  l 1501  ). 

1860.  De  cette  première  hypothèse  résulte  le  principe  de  r égalité 
de  pression  des  fluides.  Ce  principe  très-important,  découvert  par 
Pascal,  consiste  en  ce  que  les  fluides  transmettent  uniformément  en 
tous  sens,  dans  leur  intérieur  et  normalement  aux  parois  des  vases  qui 
les  contiennent,  la  pression  transmise  par  un  point  quelconque  de  ces 
parois. 

Ce  principe,  sur  lequel  est  fondée  la  construction  des  presses  hydrau- 
liques, se  vérifie  en  pratiquant  deux  ouvertures  dans  deux  pariies 
quelconques  des  parois  et  en  y adaptant  deux  pistons.  Comprimant  le 
liquide  avec  l’un  des  pistons,  on  remarque  que  la  pression  transmise 
par  le  fluide  à l’autre  piston  est  à la  compression  du  premier  dans  le 
rapport  des  sections  des  pistons. 

1861.  De  1 hypothèse  de  la  fluidité  parfaite  résulte  aussi  que  dans  un 
fluide  en  repos , dont  les  parties  ne  sont  sollicitées  par  aucune  force  ex- 
térieure autre  que  leur  poids  (par  exemple , le  fluide  est  placé  dans  un 
vase  où  il  existe  un  vide  parfait,  et  de  plus  il  ne  jouit  d’aucune  force  ex- 
as 
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panslve),  une  colonne  verticale  prismatique  de  fluide,  ayant  sa  base  su- 
périeure sur  la  surface  supérieure  du  liquide  dans  le  vase,  exerce  sursa 
base  inférieure  une  pression  égale  au  poids  de  la  colonne , et  en  gé- 
néral la  pression  sur  une  section  horizontale  quelconque  de  cette  co- 
lonne est  égale  au  poids  de  la  partie  de  colonne  qui  surmonte  la  sec- 
tion considérée.  Ainsi , la  pression  sur  la  base  supérieure  de  la  colonne 
est  nulle , et  elle  augmente  pohr  chaque  section  horizontale  propor- 
tionnellement à la  profondeur  de  cette  section  au-dessous  de  la  surface 
supérieure  du  liquide. 

Puisqu’il  y a équilibre  dans  toute  la  masse  du  liquide,  et  qüe  la  pres- 
sion exercée  par  la  colonne  prismatique  sur  une  section  horizontale 
quelconque  se  transmet  latéralement , il  en  résulte  que  la  pression  est 
constante  entre  toutes  le3  molécules  d’une  môme  section  horizontale  de 
toute  la  masse  liquide,  et  qu’elle  se  transmet  normalement  aux  parois 
du  vase  en  tous  les  points  de  la  même  section. 

1S65S.  Cette  pression  est  mesurée  sur  chaque  unité  de  surface  de  la 
section  du  liquide  et  du  vase , par  une  colonne  du  liquide  ayant  pour 
base  cette  unité  de  surface,  et  pour  hauteur  la  profondeur,  mesurée 
verticalement,  de  la  section  au-dessous  du  point  supérieur  de  la  sur- 
face du  liquide.  Cette  pression,  en  chaque  point  d’une  section  hori- 
zontale du  liquide  et  de  la  paroi  du  vase , ne  dépend  nullement  de  la 
forme  de  ce  vase , mais  seulement  de  la  profondeur  verticale  de  la  sec- 
tion au-dessous  du  point  supérieur  de  la  masse  liquide.  C’est  pourquoi 
l’on  peut  faire  éclater  un  tonneau  très-résistant,  en  le  remplissant  d’un 
liquide,  et  en  le  surmontant  d’un  tube  très-petit  que  l'on  élève  suffi- 
samment haut  et  que  l’on  remplit  également  do  liquide. 

1865.  Dans  les  cas  ordinaires  de  la  pratique , les  fluides  ne  sont  pas 
soumis  seulement  à l’action  de  la  pesanteur  ; ainsi  un  gaz  placé  dans 
un  vase  où  on  avait  fait  lé  vide  réagit,  en  vertu  de  sa  force  élastique, 
contre  les  parois  du  vase,  et  cette  réaction  est  considérée  comrao  une 
force  extérieure  agissant  par  l’intermédiaire  des  parois  sur  la  masse 
fluide.  Un  liquide  placé  dans  un  vase  ouvert  est  soumis  à la  pression 
atmosphérique,  qui  produit  l’effet  d’un  piston  sur  la  surface  du  liquide, 
et  se  transmet  uniformément  en  tous  les  points  de  la  masse  fluide  et 
contre  les  parois  du  vase. 

IflC'i  La  pression  en  un  point  quelconque  d’une  masse  fluide  et 
contre  les  parois  du  vase  contenant  le  fluide  se  compose  donc  généra- 
lement de  deux  parties  : 1“  de  la  pression  extérieure  qui  se  transmet 
uniformément  en  tous  les  points  du  fluide  et  contre  les  parois;  2*  do 
la  pression  due  à l’action  de  la  pesanteur  sur  le  fluide.  Cette  dernière 
est  constante  par  tous  les  points  placés  sur  une  môme  section  horizon- 
t le,  et  elle  varie  d une  section  horizontale  à une  autre,  proportion- 
nellement à ia  profondeur  de  la  section  au-dessous  du  point  le  plus 
élevé  du  fluide  supposé  homogène;  ainsi,  w étautle  poids  du  mètre  cube 
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de  fluide,  la  pression  due  à la  pesanteur  est  u>h  par  mètre  carré,  sur  une 
coucbe  horizontale  située  à la  jprofoudeur  h au-dessous  du  niveau  su- 
périeur du  fluide , et  contre  la  partie  de  paroi  située  à la  même  profon- 
deur. 

ftftfô.  Du  principe  de  la  transmission  de  pression  des  fluides , 11 
résulte  qu'un  liquide  placé  dans  un  vase  ouvert  ne  peut  être  en  équi- 
libre qu'aut&ut  que  sa  surface  est  horizontale. 

MOYENS  DE  MESURER  LA  PRESSION  DES  FLUIDES. 

Idtitî.  L’air  qui  enveloppe  la  terre  exerce  en  tous  ses  points , et  sur 
ceux  de  la  surface  de  la  terre , une  pression  analogue  à celle  qu’exerce 
un  fluide  placé  dans  un  vase  sur  ses  différents  points  et  contre  les 
parois  du  vase  (1562). 

Cette  pression  , appelée  pression  atmosphérique , se  me- 
sure à l’aide  du  baromètre . appareil  qui  se  compose  d'un 
tube  AB  en  verre,  fermé  à son  extrémité  supérieure  et 
communiquant  par  sa  partie  inférieure  avec  une  cuvette  C, 
qui  contient  du  merouro  et  qui  communique  avec  l’air 
libre.  Faisant  le  vide  dans  le  tube  AB,  le  mercure  de  la  cu- 
vetteC  s’y  élève  jusqu'à  ce  que  la  différence  des  niveaux  a et 
c du  mercure  dans  le  tube  et  dans  la  cuvette  fasse  équilibre 
à la  pression  atmosphérique  qui  s'exerce  sur  la  surface  du 
mercure  de  la  cuvette.  Une  échelle  graduée  placée  à côté 
du  tube  indique  cette  différence , que  l’on  appelle  hauteur 
barométrique,  pour  chaque  niveau  que  prend  le  mercure 
dans  le  tube. 

ISG7.  h étant  la  hauteur  barométrique  indiquée,  etw'lfl 
poids  du  mètre  cube  de  mercure  à la  température  actuelle,  la  pression 
atmosphérique  par  mètre  carré  est  p — /«■>'. 

Si  la  température  est  0°,  la  valeur  de  «>'  est  13596k  ; si  la  tempéra- 
ture au  moment  de  l'observation  ost  / degrés  centigrades,  sachant  que  le 

coefficient  de  la  dilatation  cubique  du  mercure  est  , 11  en  résulte 

que  l’on  a 

w'=  15596k  — l-j-  =13596k(l-5BTiT1). 

1+5512< 

.et  par  suite 

p = 13596k(  1-gSï^n)*.  • 

La  quantité  ^1  — — ) h est  la  hauteur  barométrique  ramenée 


Fig.  Vil. 
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à la  température  zéro.  Sa  valeur  moyenne  au  niveau  delà  mer  est  0“,76; 
celle  de/>  y est  par  conséquent  13596  ^ 0,76  = 10333  kilogrammes.  Ce 
sont  ces  valeurs  que  l'on  emploie  ordinairement  dans  les  applications 
industrielles,  en  tous  les  points  de  la  surface  du  globe.  La  pression 
atmosphérique  0“,76  de  mercure  équivaut  à une  colonne  d’eau  de 
10”,333. 

130».  Lorsqu’un  fluide  élastique  est  contenu  dans  un  vase  clos,  on 
peut  mesurer  sa  pression  au  moyen  d’un  baromètre  dont  la  cuvette 
communique  avec  l’intérieur  du  vase  au  lieu  d'étre  ouverte  dans  l’at- 
mosphère. La  valeur  de  la  pression  p du  fluide  a la  môme  expression 
qu’au  numéro  précédent. 

1309.  Quand  la  pression  d’un  fluide  qui  occupe  un  espace  clos  dif- 
fère peu  de  celle  de  l’atmosphère,  on  mesure  la 
différence  à l'aide  du  manomètre  à siphon  ou  par 
. * •;  des  dispositions  analogues.  La  différence  de  niveau  A, 

r-  tpîj  5 multipliée  par  le  poids  du  mètre  cube  du  liquide 

;j|  1 I r f employé  dans  le  siphon,  donne  la  différence  de 
pression  cherchée  par  mètre  carré.  Celte  différence 
ajoutée  ô la  pression  atmosphérique  10333* , dans 
le  cas  A , ou  retranchée  de  cette  pression  pour  le 
cas  B,  donno  la  pression  du  fluide  dans  le  vase  par 
mètre  carré.  Dans  l’établissement  des  machines  à vapeur,  ce  mano- 
mètre à siphon,  appelé  manomètre  à air  libre,  s'emploie  pour  des 
excès  de  la  pression  dans  les  chaudières  sur  la  pression  atmosphé- 
rique s’élevant  jusqu’à  A atmosphères;  de  sorte  que  la  différence  de 
niveau  du  mercure  dans  les  deux  branches  est  0",76  xi  = 3“,0A,  et  la 
pression  absolue  dans  la  chaudière,  0 76  x A + 0,76  = 0,76x5=  3*, 80. 
Comme  la  température  du  manomètre  n’est  pas  0*,  on  conçoit  que  la 
hauteur  0“,76ne  coirespond  pas  à une  atmosphère;  mais  cette  approxi- 
mation suffit  dans  la  pratique.  Du  reste,  si  l’on  voulait  ramener  la  hau- 
teur A indiquée  par  le  manomètre  à la  température/,  à la  hauteur  A' 
correspondant  à la  température  0%  il  suffirait  de  poser  (1567) 

h'  = (l  — 5512  ?)A; 

ce  qui  correspond,  en  kilogrammes  par  mètre  carré  de  surface,  à 
p = 13596  ^1  — 55i2  + h kilogrammes. 
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1870.  Pour  de  fortes  pressions,  on  emploie  lo  manomètre  à air 
comprimé,  qui  diffère  du  baromètre  en  ce  que  la  bran- 
che AB  au  lieu  d'ètro  vide  renferme  de  l'air. 

Lorsque  ia  pression  dans  la  chaudière  est  de  une  at- 
mosphère , le  niveau  CD  du  mercure  est  le  môme  dans 
les  deux  branches  du  manomètre;  mais  à mesure  que 
la  pression  augmente,  le  niveau  du  mercure  baisse  dans 
la  branche  EF,  et  s’élève  dans  celle  AB  de  manière  à 
comprimer  l'air  contenu  dans  la  partie  AD.  Supposons 
que  le  niveau  D se  soit  élevé  de  la  quantité  A et  soit 
venu  en  D',  et  que  celui  C soit  descendu  de  la  même 
quantité  h pour  venir  en  C',  ce  qui  suppose  que  les  deux 
branches  du  manomètre  ont  même  diamètre  , et  éva- 
luons la  pression  dans  la  chaudière.  Cette  pression  est  égaie  à la  pres- 
sion de  l’air  AD’  augmentée  de  la  différence  2 h du  niveau  du  mercure 
dans  les  deux  branches.  Or  désignant  par  II  la  hauteur  AD  occupée  par 
l’air  sous  la  pression  atmosphérique  0,70,  la  hauteur  qu’il  occupe  étant 
devenue  AD'=H—  h,  sa  pression  est,  d’après  la  loi  de  Mariette,  qui 
consiste  en  ce  que  Ips  pressions  d'une  même  quantité  de  gaz  sont  en 
raison  inverse  des  volumes , 


La  pression  dans  la  chaudière  est  donc , eu  hauteur  de  mercure , 


Fig.  «3. 


A'  = 2A  + 0,76 


Nous  avons,  comme  on  le  fait  généralement  dans  la  pratique,  né- 
gligé l’effet  de  l’augraentation  de  température  du  manomètre. 

1871.  Pression  d'un  liquide  pesant  homogène  sur  un  plan. 

Nous  avons  déjà  vu  que  la  pression  due  au  poids  du  liquide  en  un 
point  quelconque  est  proportionnelle  à la  profondeur  de  ce  point  au- 
dessous  du  niveau  du  liquido  (1864).  Par  conséquent,  un  plan  hori- 
zontal étant  en  contact  avec  le  fluide,  la  pression  est  la  même  sur 
chacun  de  ses  points , et  sur  tout  le  plan  elle  est  mesurée,  par  le  poids 
d’une  colonne  de  fluide  ayant  pour  base  la  surface  A du  pian  , et  pour 
hauteur  la  profondeur  11  du  plan  au-dessous  de  la  surface  du  fluide  ; de 
sorte  que  &>  étant  le  poids  du  mètre  cube  de  fluide , la  pression  en  kilo- 
grammes contre  le  plan  est 

«>AH. 

Si  le  fluide  était  en  outre  soumis  à une  pression  étrangère  de  n kilo- 
grammes par  mètre  carré  , la  pression  totale  contre  le  plan  serait 

7tA  + wAH  ou  A (n  + wll). 
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Lorsque  le  plan  ab , que  nous  suppose- 
rons perpendiculaire  au  plan  du  papier, 
est  Incliné , la  pression  sur  chaque  élément 
est  normale  à ab,  et  elle  est  égale  au  poids 
d’une  colonne  de  liquide  ayant  pour  hase 
l’élément  et  pour  hauteur  la  profondeur  de 
l’élément  au-dessous  de  la  surface  ç/du  li- 
quide; d’où  il  résulte  qu’elle  est  différente 
pour  tous  les  points  placés  à des  niveaux 
différents. 

Menant  en  a et  b des  perpendiculaires  à ab,  prenant  ac  = ae  et  bd  — 
b/,  et  menant  un  plan  cd  perpendiculaire  à celui  du  papier,  le  poids  du 
prisme  ou  cylindre  droit  tronqué  abdc  qui  a le  plan  ab  pour  base  et 
qui  se  termine  au  plan  figuré  par  cd  tst  la  pression  totale  du  liquide  sur 
le  plan  ab. 

g étant  le  centre  do  gravité  du  plan  ab , menant  gh  perpendiculaire 
à ab,  et  par  h le  plan  c'd'  perpendiculaire  à gh  et  au  plan  du  papier, 
le  prisme  droit  abd'c'  est  équivalent  au  prisme  tronqué  abdc,  et  son 
poids  est  encore  la  pression  totale  du  liquide  sur  le  plan  ab.  Comme 
gh  ==  gk , cette  pression  totale  est  donc  égale  au  poids  d’une  colonne 
do  fluide  ayant  pour  base  la  surface  A du  plan,  et  pour  hauteur  la  pro- 
fondeur gk=  H’  du  centre  de  gravité  g du  plan  au-dessous  du  niveau  ef 
du  fluide.  ^Ainsi  to  étant  toujours  le  poids  du  métré  cube  de  fluide,  la 
pression  en  kilogrammes  contre  le  plan  est 

tu  AH'. 

Si  le  fluide  était  encore  soumis  à une  pression  étrangère  de  n kilo- 
grammes par  mètre  carré,  la  pression  contre  le  plan  serait 

nA  + tu  A H'  ou  A(n  + tull').  (a) 

Le  cas  où  le  plan  est  horizontal  n’est  qu’un  cas  particulier  de  ce  der- 
nier. 

11  est  à remarquer  que  la  pression  totale  sur  une  surface  plane  ne 
varie  pas,  quelle  que  soit  l’inclinaison  que  l'on  donne  à cette  surface 
sans  changer  la  position  de  son  centre  de  gravité  g,  pourvu  toutefois 
que  la  surface  reste  complètement  plongée  dans  toutes  les  positions. 

Lorsque  la  paroi  plane  pressée  d'un  côté  par  un  fluide  a sa  face  op- 
posée eu  contact  avec  l’atmosphère,  on  n’a  ordinairement  pour  but  que 
de  déterminer  la  différence  des  pressions  sur  les  deux  faces.  Si  le  vase 
est  ouvert  de  manière  que  le  liquide  soit  en  contact  avec  l’atmosphère 
par  sa  surface  supérieure  , et  que  l’on  considère  la  pression  atmosphé- 
rique comme  étant  la  mémo  sur  les  deux  faces  du  plan  , ce  que  l’on 
peut  faire  sans  erreur  sensible , il  en  résulte  que  la  différence  des  pres- 
sions est  tuAH’. 
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81 le  liquide , au  lieu  d'être  soumis  à la  pression  atmosphérique,  était 
soumis  à une  pression  étrangère  quelconque,  la  différence  des  pressions 
s’obtiendrait  en  retranchant  de  la  presslon(a),  qui  agit  sur  l’unedes  faces 
du  plan,  la  pression  atmosphérique  13596  x 0,76  x A qui  agit  sur  l'autre. 

Enfin  , il  peut  encore  arriver  que  la  pression  atmosnhérique  ne  soit 
pas  la  seule  force  qui  agisse  sur  la  seconde  face  du  plan;  c’est  ce  qui 
arrive,  par  exemple,  quand  cette  face  est  aussi  en  contact  avec  un 
liquide,  comme  cela  a lieu  dans  les  écluses  d’un  canal.  La  petite  van- 
telle  qui  sert  à faire  passer  l'eau  d’un  côté  sur  l’autre  de  la  porte  se 
trouve  pressée  sur  chacune  de  ses  faces  par  l’atmosphère,  et  eu  outre 
par  le  liquide  qui  s’élève  sur  chacune  de  ses  faces.  On  conçoit  qu'alors 
la  différence  des  pressions  est  la  différence  de  deux  expressions  sem- 
blables à celle  (a) , et  que  dans  le  cas  particulier  de  la  vantelle  d'é- 
cluse, comme  la  pression  atmosphérique  peut  se  négliger,  comme 
étant  sensiblement  la  mê.me  sur  les  deux  faces,  cette  différence  est 
égale  à la  différence  des  pressions  dues  aux  liquides  sur  les  deux  faces. 
Si  le  liquide  est  le  même  sur  les  deux  faces,  il  en  résulte  que  la  diffé- 
rence des  pressions  est  évaluée  par  une  hauteur  de  liquide  égale  à la 
différence  des  niveaux  du  liquide  sur  les  deux  faces. 

1679.  La  résultante  des  pressions  dues  5 un  liquide  sur  les  divers 
éléments  d’un  plan  est  appliquée  en  un  point  de  ce  pian,  qu’on  appelle 
centre  de  pression. 

1673.  Le  centre  de  pression  est  la  projection  sur  le  plan  ab  du  centre 
de  gravité  du  prisme  tronqué  abdc  (Jig.  424).  Menant  le  plan  cl  paral- 
lèle à ab,  le  centre  de  gravité  du  prisme  droit  ablc  se  projette  au  centre 
de  gravité  g de  ab  ; déterminant  le  centre  de  gravité  gt  du  volume  cld\ 
puis  la  projection  g'  de  g,  sur  ab,  et  divisant  g g'  en  parties  récipro- 
quement proportionnelles  aux  volumes  ablc  et  cld , on  obtient  la  pro- 
jection fi  du  centre  de  gravité  du  prisme  tronqué  abdo  {1441).,  c’est- 
à-dire  le  centre  de  pression. 

11  est  à remarquer  que  quand  le  plan  ab  est  horizontal,  son  centre  de 
gravité  est  le  centre  de  pression;  mais  que,  quand  il  est  incliné,  son 
centre  de  gravité  se  trouve  toujours  au-dessus  du  centre  de  pression. 

Tout  ce-qui  précède  s’applique  également  au  cas  où  le  plan  ab  eat 
vertical. 

Lorsque  le  plan  ab  est  rectangulaire  et  que  son  arête  a est  hori- 
zontale , le  centre  de  gravité  g,  est  celui  du  triangle  cld , et  on  a 

bg'  — 5 ba  (1444)  ; puis  (1441) 

U 

g'  G ; G g = rectangle  ablc  : triangle  cld 

t 

ou  g' G : g'g  = ablc  : abdc , 

« v - ablc  , , „ . , 

d où  g G = g'g  ; puis  6G  = bg'  + g' G. 
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Quand  l’arête  a de  la  paroi  rectangulaire  pressée  est  placée  au  pointe 
dans  la  surface  du  fluide,  la  pression  totale  sur  ab  est  représentée 
par  le  poids  du  volume  triangulaire  cld , et  le  centre  de  pression  se 

trouve  au  point  g'  donnant  bg'  = ^ ba. 

ÉQUILIBRE  DES  CORPS  PLONGÉS  OU  FLOTTANTS. 

Ii574.  Lorsqu'un  corps  est  plongé  en  totalité  ou  en  partie  dans  un 
fluide  pesant,  en  repos,  les  pressions  que  celui-ci  exerce  normalefnent 
à la  surface  du  corps  ont  vue  résultante  unique  égale  et  directement 
opposée  au  poids  du  fluide  déplacé.  En  effet,  comme  rien  ne  serait 
changé  aux  pressions  si  le  corps  plongé  était  remplacé  par  le  fluide 
qu'il  déplace , et  qu'il  est  évident  que  ce  fluide  ne  peut  être  en  équi- 
libre qu’autant  que  les  diverses  pressions  qui  le  sollicitent  ont  pour 
résultante  une  force  égale  et  directement  opposée  à son  poids , cette 
résultante  étant  verticale,  il  en  résulte  que  tout  corps  plongé  en  totalité 
ou  en  partie  dans  un  fluide  en  équilibre  perd  de  son  poids  le  poiils  du 
fluide  déplacé.  Ainsi  un  corps  suspendu  à un  fil  exerce,  dans  le  vide , 
sur  ce  fil,  une  traction  égale  à son  poids;  mais  si  on  l'abaisse  de  manière 
qu’il  vienne  plonger  dans  un  liquide,  il  perd  de  son  poids  une  portion 
égale  au  poids  du  liquide  déplacé,  et  la  tension  du  fil  diminue  de  la 
même  quantité.  Si  le  poids  du  corps  est  moins  graud  que  celui  d’un 
égal  volume  du  liquide,  il  s'enfonce  jusqu’à  ce  que  le  poids  du  liquide 
déplacé  soit  égal  au  sien,  puis  il  reste  flottant,  et  la  tension  du  fil  qui 
le  suspendait  devient  nulle.  Si  le  corps  est  plus  dense  quo  le  fluide,  il 
s'immerge  complètement , et  la  tension  du  fil  est  égale  à l’excès  du 
poids  du  corps  sur  celui  de  l’égal  volume  de  liquide.  Supposant  le  fluide 
homogène  en  tous  ses  points , la  perte  de  poids  d’un  corps  entièrement 
submergé  est  la  môme,  quelle  que  soit  la  profondeur  à laquelle  il  se 
trouve  dans  le  liquide;  ainsi  la  tension  du  fil  qui  le  suspend  reste  con- 
stante, et  si  l'on  coupe  le  fil,  le  corps  se  précipite  au  fond  du  vase  con- 
tenant le  liquide , et  s'y  repose  en  exerçant  une  pression  verticale 
égale  à la  tension  du  fil . c’est-à-dire  égale  à la  différence  entre  son 
poids  et  celui  du  liquide  déplacé. 

Ce  qui  vient  d'ètro  dit  s'applique  à un  fluide  pesant  quelconque; 
ainsi  un  corps  pesé  dans  l'air  accuse  un  poids  trop  faible  d’une  quantité 
égale  au  poids  de  l’air  déplacé  par  le  corps,  moins  celui  de  l'air  déplacé 
par  les  poids  qui  sont  dans  l’autre  plateau  de  la  balance.  Cette  perte 
est  négligeable  dans  la  pratique. 

Ii>7<5.  De  ce  qui  précède,  il  résulte  qu’un  corps  libre  entièrement 
plongé  dans  un  fluide  n’est  on  équilibre  qu’autant  : 1"  quo  son  poids  est 
égal  à celui  d'un  égal  volume  du  fluide  ; 2”  que  le  centre  de  gravité  du 
corps  et  celui  de  son  volume  sont  situés  sur  une  même  verticale.  L'équi- 
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libre  est  stable  si  le  premier  centre  de  gravité  est  au-desscus  du 
second  ; 11  est  instable  dans  le  cas  contraire. 

Pour  l’équilibre  d’un  corps  flottant,  il  faut  : 1"  que  son  poids  soit 
égal  à celui  du  liquide  déplacé  ; 2“  que  le  centre  de  gravité  du  corps  et 
celui  du  volume  de  la  portion  immergée  soient  situés  sur  une  même 
verticale.  L’équilibre  est  encore  stable  si  le  premier  centre  de  gravité 
est  au-dessous  du  second  ; mais  cette  condition , toujours  suffisante , 
n’est  pas  nécessaire. 

1576.  C’est  parce  qu’un  corps  plongé  dans  un  fluide  perd  de  son 
poids  exactement  celui  de  fluide  déplacé , qu'un  corps  moins  dense  que 
le  fluide  dans  lequel  il  est  plongé  s’élève;  un  morceau  de  liège  tenu 
sous  l’eau  devenant  libre,  il  vient  à la  surface;  un  aérostat  s'élève  dans 
l’air  jusqu'à  ce  que  son  poids  soit  égal  à celui  de  l’air  qu’il  déplace; 
c’est  aussi  ce  qui  fait  qu'un  corps  plus  dense  que  le  fluide  descend  au 
fond  quand  on  l'abandonne  à lui-même. 

ÉCOULEMENT  PERMANENT  D’UN  FLCIDE  A PRESSION  CONSTANTE, 
SORTANT  d’un  VASE  PAR  UN  PETIT  ORIFICE. 

1377.  Le  mouvement  d’un  fluide  est  dit  permanent  (le  régime  est 
permanent) , lorsque  les  hauteurs  des  niveaux  ou  mieux  les  pressions , 
les  aires  des  sections  transversales  et  les  vitesses  du  fluide  en  chacun 
des  points  de  ces  sections  sont  constantes. 

De  la  nature  propre  des  fluides , les  molécules  étant  contiguës  les 
unes  aux  autres  sans  interruption , ce  que  l’on  exprime  en  disant  qu’il  y 
a continuité  du Jluide,  il  résulte  que  pour  les  liquides,  que  l’on  peut 
considérer  comme  étant  incompressibles , il  passe  dans  chaque  section 
le  même  volume  de  fluide  à chaque  instant  quand  le  régime  est  perma- 
nent. 

Pour  les  gaz,  la  permanence  du  mouvement  exige  bien,  comme  pour 
les  liquides,  que  le  même  poids  de  fluide  passe  dans  chaque  tranche 
dans  le  même  temps;  mais  les  pressions  étant  variables  d’une  section 
à une  autre,  il  en  résulte  que  les  volumes  écoulés  sont  variables  pour 
chaque  tranche. 

1378.  Hypothèse  du  parallélisme  des  tranches.  Afin  de  pouvoir  ana- 
lyser les  phénomènes  de  l'écoulement  des  fluides,  on  a été  obligé  de 
supposer  le  parallélisme  des  tranches  , c’est-à-dire  d’admettre  que  tout 
le  volume  fluide  est  composé  de  tranches  très-minces,  normales  à la 
direction  du  mouvement  du  fluide,  se  mouvant  en  restant  constam- 
ment parallèles  à elles-mêmes,  conservant  toujours  le  même  volume  et 
no  faisant  que  s'élargir  ou  se  rétrécir,  suivant  que  le  vase  dans  lequel 
elles  se  meuveut  s'élargit  ou  se  rétrécit.  La  vitesse  du  fluide  est  la  môme 
en  tous  les  points  de  chaque  section. 

On  conçoit  que  ces  hypothèses  ne  sont  à peu  près  réalisées  que  dans 
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le  cas  où  le  fluide  se  meut  dans  des  vases,  des  canaux  ou  des  tuyaux  de 
conduite  dont  la  forme  contiuue  et  régulière  ne  varie  que  par  degrés 

insensibles. 

ii>7t)  Théorie  de  l'écoulement  permanent  d'un  liquide  conservant 
un  niveau  constant  dans  le  vase  qui  le  contient. 

Supposons  que  les  parois  du  vase  sont  continues  et  tellement  raccor- 
dées avec  l’orifice  d’écoulement,  que  l’on  puisse,  si  cela  était  entière- 
ment possible,  considérer  le  parallélisme  des  tranches  comme  réalisé; 
ainsi , l’on  peut  supposer  quelçs  vitesses  sont  égales  et  parallèles  entre 
elles  en  tous  les  points  de  l’orifice  d’écoulement,  ainsi  qu’en  tous  ceux 
de  chacune  des  autres  sections  normales  4 la  direction  du  mouvement 

Iteprésentons  par  : 

la  surface  de  la  tranche  snpérieure  An  du  liquide  ; 
la  vitesse  avec  laquelle  tous  les  filets  traversent  cette 
tranche  ; 

l’aire  de  l’orifice  d’écoulement  ab  ; 
la  vitesse  des  filets  fluides  à cet  orifice  ; 
le  poids  du  mètre  cube  de  liquidé; 
la  différence  de  niveau  de  la  seotion  AB  et  du  centre 
de  gravité  de  l'orifice  ab; 
la  pression  par  mètre  carré  sur  la  section  AB; 
la  pression  par  métro  carré  sur  la  face  extérieure  du 
plan  ab; 

le  temps  très-court  que  met  chaque  tranche  pour 
quitter  sa  position- et  prendre  celle  de  la  tranche 
équivalente  consécutive; 
m la  masse  de  chaque  tranche,  et  q son  poids  ; 
r.  la  vitesse  initiale  (qui  peut  être  la  même  ou  différente  pour  chaque 
point  du  fluide)  des  différents  éléments  matériels  fluides  au  com- 
mencement du  temps  0 ; 

v,  la  vitesse  des  divers  points  matériels  fluides  après  le  temps  0. 

Appliquant  au  système  matériel  considéré  l’équation  de  l’effet 
du  travail,  abstraction  faite  des  frottements,  on  a (1489) 

2 | mvf  — 1 î tnv.*  = PSV6  — psvO  + qh  ; 

1 

2 £»!*,*  somme  des  forces  vives  que  possèdent  les  divers  éléments 
du  fluide  4 la  fin  du  temps  0 ; 

1 

Z - mvj  somme  des  forces  vives  au  commencement  de  ce  temps  ; 

PS  pression  totale  sur  la  surface  AB; 

VO  espace  parcouru  par  la  pression  PS  pendant  le  temps  G; 


du  fluide. 

Fig  «5.  s 


V 


« 


Digitized  by  Google 


603 


ÊCOl LESENT  PIUASISI  D’iS  FLUIDE,  ETC. 

PSV0  travail  produit  par  PS  pendant  le  temps  0 ; 

jMt-0  travail  négatif  produit  par  la  pression  p.»  sur  l'orifice  ab  pen- 
dant le  temps  0; 

qh  est  le  travail  produit  par  l'action  de  la  pesanteur  sur  tout  li- 
quide; carie  fluide  étant  partout  homogène,  le  travail  dû  à 
l’action  de  la  pesanteur  sur  tout  le  liquide  se  réduit  ù celui 
qu’elle  aurait  produit  en  agissant  seulement  sur  la  tranche 
AR.VB’,  pendant  que  cette  tranche  passo  dans  la  position 
aba'b'. 

Remarquant  que  l’on  a 

SV0  = rcO  = 5 , 

<a 


puisque  ces  trois  expressions  représentent  chacune  le  volume  d’eau 
écoulé  pendant  le  temps  0,  l’équation  de  l’effet  du  travail  peut  être  mise 
sous  la  forme 


De  la  permanence  du  régime,  il  résulte  que  l’accroissement  de  force 

vive  du  système  est  égal  & la  force  vive  de  la  masse  | comprise  à la 

fin  du  temps  0 dans  la  tranche  aba’b’,  moins  celle  d’une  masse  équi- 
valente contenue  au  commencement  de  0 dans  la  tranche  ABCD  ; ainsi 


•c  1 i v 1 , qv'  qV* 

I 2-  ""V  - 2 2 Wr"  = ~ \g 


(2) 


Égalant  les  deux  seconds  membres  des  équations  (1)  et  (2) , il  vient , 
en  supprimant  le  facteur  q, 


2y 


V»  _ P — p 
2ÿ  — 


+ h. 


Équation  homogène  ; car  - = A,  et  - 


A',  sont  les  hauteurs  de  deux 


colonnes  du  liquide  dont  il  s’agit , auxquelles  seraient  dues  les  pres- 
sions par  mètre  P et  p. 

Multipliant  les  deux  membres  de  l'équation  précédente  par  2.17,  elle 
devient 


v'  — V1  = 2yh  + 


2 Q fP  — P). 

to 


(3) 


On  a 


vs  = VS  ou  »V=V‘S‘,  d’où 


V*  = u* 


F* 

S*’ 


Digitized  by  Google 


604 


SEPTIÈME  PARTIE.  — MÉCANIQUE. 


Substituant  cette  valeur  de  V*  dans  l’équation  (3) , ou  a 

2y(P  -p) 


d’où  l’on  tire 


r = 


P p 

ou , en  remplaçant  - par  A,  et  - par  h\ , 


/ig(h  + A,  — A',) 

’=V  -S  ■ 


Supposant,  comme  cela  arrive  ordinairement  dans  la  pratique , que  s 

j* 

est  très-petit  par  rapport  à S,  on  peut  négliger  ^ , et  la  vitesse  d’écou- 
lement du  fluide  devient 


r =\J  2 g h + = sjîg(h  + h,-h\).  (à) 

Lorsqu’il  s’agit  de  l’écoulement  d’un  liquide  placé  dans  un  vase  ou- 
vert, les  pressions  P et  />,  ou  les  hauteurs  A,  et  A',  qui  les  représentent, 
ne  sont  autre  chose  que  les  pressions  atmosphériques  sur  la  surface  du 
liquide  et  sur  la  paroi  de  l’orifice  d 'écoulement,  et  comme  on  peut  les 
supposer  égales , la  vitesse  d’écoulement  est  alors 

v = \ïgh.  (a) 

Ce  qui  fait  voir  que  la  vitesse  d'écoulement  dujluide  est  égale  à celle 
que  prendrait  un  corps  en  tombant  de  la  hauteur  h dans  le  vide  (1319). 

La  hauteur  A,  qui  mesure  la  charge  du  fluide  sur  le  centre  de  gravité 
de  l'orifice  d’écoulement , est  appelée  pour  cette  raison  hauteur  géné- 
ratrice, et  de  la  formule  précédeute  ou  tire 


Cette  formule,  due  à Torricelli,  disciple  de  Galilée,  se  vérifie  sen- 
siblement dans  la  pratique  par  l’observation  des  jets  d’eau  verticaux  ou 
horizontaux , pour  les  petits  orifices  et  les  grandes  charges  par  rapport 
aux  dimensions  de  ces  orifices. 

Dans  le  cas  où  l'orifice  d'écoulement  est  noyé,  la  pression  p est  égale 
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à la  pression  atmosphérique  plus  la  pression  du  liquide  sur  la  face  ex- 
térieure de  l’orifice.  La  pression  atmosphérique  étant  détruite  par  la 
même  pression  qui  agit  sur  la  surface  du  liquide  dans  le  vase , il  en  ré- 
sulte que  I’ — p se  réduit  à — p'  et  A,  — A',  à — A'  ; ainsi  on  a 

M=_¥=_¥, 

A'  étant  la  hauteur  du  niveau  du  liquide  au-dessus  delà  face  extérieure 
de  l’orifice  d’écoulement. 

La  vitesse  d’écoulement  est  alors 


v — \Jîgh  — 2ÿ  A'  = v'2p(A  — A').  (c) 

Ce  qui  fait  voir  que  la  r itesse  est  égale  à celle  qui  résulterait  d'une 
charge  sur  V orifice  égale  à la  différence  h — h'  des  niveaux. 

Les  formules  précédentes  font  voir  que  la  vitesse  d’écoulement  est 
indépendante  de  la  nature  du  liquide , et  qu’elle  dépend  uniquement  de 
la  hauteur  A ou  A — A'. 

Applications  : 

1"  Un  liquide  s'écoule  d'un  réservoir  par  un  orijice  dont  le  centre  de 
gravité  est  à 1*\50  au-dessous  du  niveau  du  liquide  dans  le  réservoir; 
quelle  est  la  vitesse  d'écoulement? 

Remplaçant  les  lettres  par  leurs  valeurs  dans  la  formule  (a),  on  a 


v = sl'é  x 9,81  X 1,60  = 5“,A2. 


2“  Quelle  est  la  hauteur  génératrice  de  la  vitesse  d'écoulement , 
5“.A2? 

Pour  cette  vitesse,  la  formule  (6)  donne 


A_  5,42» 

2 x 9,81 


1“,50. 


3“  I*es  hauteurs  des  niveaux  dun  liquide  sur  le  centre  de  gravité  d'un 
orijice  noyé  sur  les  deux  faces  sont  2"  et  0“,50  ; quelle  est  la  vitesse 
d'écoulement  ? 

Avec  ces  données , la  formule  ( c ) donne 

» t = ç;2  X 9,81  (2 — 0,5J  = V^2  X 9,81  X 1,50  = 5“,û2. 


Nous  donnons  dans  notre  Aide-Mémoire  une  table  complète  des 
hauteurs  génératrices  des  vitesses  usitées  dans  la  pratique. 

1380.  Fluides  élastiques.  La  formule  (A)  du  numéro  précédent  s’ap- 
plique aux  fluides  élastiques  comme  aux  liquides.  Pour  les  fluides  élas- 
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tiques  la  hauteur  h étant  généralement  négligeable  prés  de  - =è,  et  de 
^ = h\ , on  peut  écrire 

CO 


-V® 


— £>_ 


= V2ÿ(n,  — A',). 


Ainsi,  la  vitesse  d'écoulement  d'un  gaz  est  encore  égale  à celle  que 
prendrait  un  corps  tombant  dans  le  ride  d'une  hauteur  (h,  — h',)  = 11', 
qui  mesure,  en  gaz  qui  s'écoule,  la  différence  des  pressions  sur  les  deux 
faces  de  l'orifice. 

La  pression  d’un  gaz  ou  d’une  vapeur  se  mesurant  à l’aide  du  mano- 
mètre, P — p se  trouve  évalué  par  une  hauteur  II,  d’eau  ou  de  mer- 
cure. Il  faut  alors  transformer  11,  en  unebauteur  11' de  gaz  qui  s’écoule, 
qui  produirait  la  même  pression,  eu  multipliant  II,  par  le  rapport  de  la 
densité  du  liquide  du  manomètre  h la  densité  w du  gaz  qui  s’écoule; 
ainsi  la  hauteur  11'  sera,  si  U,  est  exprimé  en  mercure  (1567), 


Le  gaz  ou  la  vapeur  se  dégageant  dans  l’atmosphère , comme  le  ma- 
nomètre indique  l’excès  P — p des  pressions  sur  les  deux  faces  de  l’ori- 
fice, il  en  résulte  que  l’on  a II'  = ;/*,—/*’,)  et  que  la  vitesse  d’écoule- 
ment est 


v =^2gW 


13596 

O» 


Application.  De  l’air  se  dégage  d’un  récipient  où  il  est  à la  pression 
de  trois  atmosphères,  par  un  orifice  qui  communique  à l’air  libre  ; quelle 
est  la  vitesse  d'écoulement? 

On  a 

H,  = 0,76  x 2=  lm,52. 

1 

La  densité  de  l’air  à 0“  et  sous  la  pression  atmosphérique  étant  le  ^ . 

1 

de  celle  de  l’eau , le  poids  du  mètre  cube  d’air  est  ^ x 1000  = /k,3  ; 
et  sous  la  pressiou  de  trois  atmosphères,  on  a 
«o  = 1,3  x 3 = 5,9  • 

La  iiauteur  génératrice  II'  est  alors 

ir  = 1,52  x = 5299“, 

«5,» 
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et  la  vitesse  d’écoulement , 


i)=v'2  x 9,81  x 5299  = 322“. 

188t.  Vitesse  réelle  d'écoulement  d’un  fluide.  Les  vitesses  précé- 
dentes d’écoulement  d’un  fluide  sont  appelées  vitesses  théoriques.  Dans 
la  pratique,  on  conçoit  que  le  frottement  du  liquide  contre  les  parois 
du  vase  et  de  l’orifice,  et  la  résistance  de  l’air  diminuent  ces  vitesses. 

Lorsque  V écoulement  a lieu  en  mince  paroi,  c'est-à-dire  quand 
l’épaisseur  de  la  paroi  dans  laquelle  est  pratiqué  l’orifice  d’écoulement 
est  moindre  que  la  plus  petite  dimension  de  l’orifice,  et  au  maximum 
de  0", 05  à 0”, 06,  la  vitesse  réelles'  avec  laquelle  le  liquide  s'écoule  , 
lorsque  la  vitesse  est  à peu  prés  nulle  dans  le  vase,  estégalcà  la  vitesse 
théorique  diminuée  de  un  à deux  centièmes  ; ainsi , en  moyenne , on  a 

r'  = 0,985r  = 0,985  \ 2 ;/h. 

Quand  Yèccmlement  a lieu  à qveule-bèe , c’est-à-dire  lorsque  les  filets 
fluides  se  rapprochent  des  parois  de  l’orifice,  ce  qui  a lieu  quand 
l'épaisseur  de  la  paroi  est  égale  au  moins  à une  fois  et  demie  sa  plus 
petite  dimension , ou  que  cet  orifice  est  prolongé  d'un  ajutage  dont 
la  longueur  est  égale  à trois  on  quatre  fois  la  plus  petite  dimension  de 
l’orifice,  la  diminution  de  la  vitesse  est  plus  considérable. 

1882.  Contraction  de  la  reine.  Lorsqu’un  fluide  s'écoule  par  un  ori- 
fice, on  remarque  que  la  section  de  la  veine  fluide  va  en  diminuant 
jusqu'à  une  certaine  distance  de  l’orifice.  Cet  effet  de  diminution  prend 
le  nom  de  contraction  de  la  veine.  C’est  au  point  oô  la  contraction  est 
la  plus  grande  que  les  formules  des  numéros  précédents  donnent  la 
vitesse  d’écoulement.  La  vitesse  est  évidemment  moindre  en  tous  les 
autres  points  de  la  veine  fluide. 

li!85.  Contraction  complète  ou  imcomplète  de  la  reine.  La  contrac- 
tion étant  principalement  due  à ce  que  les  divers  filets  fluides  n'arrivent 
pas  parallèlement  entre  eux  perpendiculairement  à la  section  de  l’ori- 
fice d’écoulement,  on  conçoit  que  la  contraction  sera  d'autant  plus 
faillie  que  l’orifice  se  raccordera  mieux  d’une  manière  continue  avec 
les  parois  du  vase. 

On  dit  que  la  contraction,  est  complète , lorsqu'elle  s'opère  entière- 
ment sur  tout  le  contour  de  l'orifice;  ce  qui  a lieu  quand  cet  orifice  est 
éloigné  du  fond  et  des  parois  du  vase  d’au  moins  une  fois  et  demie  à 
deux  fois  sa  plus  petite  dimension. 

La  contraction  est  dite  incomplète , lorsqu’elle  est  supprimée  sur  un, 
deux  ou  trois  côtés  de  l’orifice,  c’est-à  dire  quand  un , deux  ou  trois  des 
côtés  de  l'orifice  font  prolongement  aux  parois  du  vase. 

1884.  Dépense  théorique  par  un  orifice  d'écoulement.  En  négligeant 
la  diminution  de  la  vitesse  d’écoulement , et  en  supposant  nulle  la  con- 
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traction  de  la  veine,  il  est  évident  que  la  dépense,  c'est-à-dire  le 
volume  0'  de  fluide  qui  s’écoulerait  par  seconde , serait  (1579) 

Q'=?sv  = s , 

s étant  la  section  de  l'orifice  et  v la  vitesse  théorique. 

1683.  Dispense  effective.  U estévideut  qu’à  cause  des  diminutions  de 
la  vitesse  et  de  la  section  de  la  vefne  fluide , la  dépense  effective,  c'est- 
à-dire  le  volume  Q de  fluide  écoulé  par  seconde,  est  moindre  que  la 
dépense  théorique  0',  et  que  l’on  a 

Q = /.Q'  = ksv  — ks  v 2 g h , 

k étant  un  nombre  plus  petit  que  l’unité. 

Ce  nombre  k , que  l’on  appelle  coefficient  de  la  dépense,  est  le  rap- 
port de  la  dépense  effective  à la  dépense  théorique  sv  ; il  varie  suivant 
la  forme  et  les  dimensions  de  l’orifice , et  les  valeurs  de  la  charge  h sur 
l’orifice.  Pour  des  orifices  circulaires  de  0”,03  à 0",08  de  diamètre,  où 
le  liquide  affluait  de  toutes  parts,  on  a trouvé  que  l'aire  de  la  section 
contractée  n’était  que  les  0,04  de  celle  de  l'orifica  Pour  les  vannes 
d’écluses,  dont  le  seuil  est  en  général  très-rapproché  du  fond  du  radier 
d’amont,  le  coefficient  k de  la  dépense  est  moyennement  0,625,  que  la 
vanne  soit  ou  ne  soit  pas  noyée  sur  les  deux  faces. 

Nous  renvoyons  à notre  Aide-Mémoire  pour  les  valeurs  de  k à em- 
ployer dans  les  différents  cas  de  la  pratique. 

Application.  Quel  est  le  volume  d’eau  écoulé  en  25'  par  un  orifice  de 
0”',005  de  section  , la  hauteur  constaute  du  niveau  de  l’eau  au-dessus 
du  centre  de  gravité  de  l’orifice  étant  1",50,  et  le  coefficient  de  la 
dépense  0,04? 

Itemplaçant  les  lettres  par  leurs  valeurs  dans  la  formule  précédente , 
la  dépense  par  seconde  est 

0 = 0,64  X 0,005  v‘2  x 9 81  x 1,5  = O"', 017344. 

Le  volume -écoulé  en  25’  est  alors 

0,017344  x 60  x 25  = 26"', 0t6. 

COURS  d'eau. 

1386.  Cours  d'eau  à section  constante  et.  à pente  uniforme.  Lorsque 
le  régime  des  eaux  est  établi , c’est-à-dire  quand  le  mouvement  de  l’eau 
est  uniforme,  on  a 

O = Su,  d’où  r = 

O dépense  au  volume  d’eau  écoulé  par  seconde  ; 

S section  transversale  du  cours  d’eau  ; 
v vitesse  moyenne  d’écoulement  de  l’eau. 
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On  a aussi , d’après  de  Prony, 


j = g (av  + bv'}. 

I pente  par  mèire;  elle  est  égale  à la  différence  de  niveau  de  deux 
points  de  la  surrace  de  l eau , divisée  par  la  distance  de  ces  deux 
points  mesurée  suivant  l’axe  du  cours  d'eau  ; 

S section  transversale  du  cours  d’eau  ; 
v vitesse  moyenne  du  cours  d’eau; 

P périmètre  mouillé  ; c’est  le  contour  de  la  section  S,  diminué  de 
la  largeur  du  canal  à la  surface  de  l’eau  ; 
n — 0,0000444  coefficient  constant  ; 

* = 0,000309  id. 

les^n^  h»  U‘  VîPrem!?rd°nné  h f°rmule  *lr6cétlonle-  « déterminé 
les  valeurs  de  a et  b,  en  discutant  les  résultats  de  trente  et  une  expé- 
riences faites  par  Dubuat,  sur  des  canaux  factices  et  des  rivières  dont 
arcot'0n  a varié  de  * 29-, 00.  et  la  vitesse  moyenne  de  0»,12 

J O ,88. 

J?'teI"!in\Cn  SUivaDt  la  mômc  marcbo  t)ue  fle  Prony>  mais  en  ajou- 
t aux  résultats  do  Dubuat  ceux  obtenus  depuis  par  MM.  Brünings 

\\  oltmann  et  Funck,  pour  des  canaux  et  des  rivières  dont  la  scctkm 
fluide  a varié  do  O— ,014  à 2604**,00,  et  la  vitesse  de  0“,124  à 2”  42  a 
conclu  de  91  résultats,  que  l’on  devait  faire  dans  la  formule  de  Pro’nv 
a = 0.000024  et  b — 0,000365.  Y 

U formule  de  Prony,  modifiée  par  les  nouvelles  valeurs  de  a et  b 
d Eytelwcln,  convient  mieux  au  cas  des  grandes  rivières  ; mais  elle  ne 
s applique  pas  également  bien  aux  91  expériences  discutées  par  Evtel- 
wcin.  Les  résultats  de  Dubuat,  notamment,  sont  beaucoup  mieux 
représentés  par  la  formule  de  Prony. 

On  appelle  rayon  moyen , le  quotient  de  la  section  transversale  s 
d un  cours  d’eau  par  le  périmètre  mouillé  P;  ainsi,  on  le  représentant 
par  R , on  a 

"=*• 

et  la  formule  de  Prony  donne,  en  remplaçant  a et  b par  leurs  valeurs, 
RI  = 0,0000444c  + 0,000309c», 

d’où  l’on  tire  (488) 

r =Vr0, 005163  + 3233,4281(1  - 0,07185, 

ou  à peu  près 

e**- 56,86  vRi—  0,072. 

99 
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De  ces  formules  on  tirera  la  valeur  de  r,  connaissant  I et  O , ou  celle 
de  4 pente  I pour  obtenir  une  vitesse  V—  % 

O 

Voir  notre  Aide-mùmoire  pour  les  valeurs  de  RI  correspondant  aux 
diverses  valeurs  do  v,  d'après  les  coefficients  a et  b de  Prony  et  d'Ey- 
telwein. 

1887.  Relations  entre  la  vitesse  moyenne , la  vitesse  rnaxima  à la 
surface , et  la  vitesse  au  fond  d'un  cours  d'eau.  Des  expériences  de 
Dubuat , de  Prony  a conclu  la  formule 


v _ V+2,37 
V — V+3,15' 


(«) 


v vitesse  moyenne  (1586)  ; 

V vitesse  à la  surface,  prise  au  point  où  se  trouve  le  fl  de  Peau, 
c’est-à-dire  au  pointoù  elle  est  la  plus  grande;  cette  vitesse  maxima 
correspond  généralement  à la  plus  grande  profondeur  de  l’eau. 
Dans  la  pratique,  pour  des  vitesses  à la  surface  comprises  entre 
0”,20  et  lm,50,  on  peut  supposer 

p~  k V=0,8V,  ou  V=i,25r. 

O b 

La  formule  (a)  donne  pour  v des  valeurs  trop  considérables  lorsqu’il 
s’agit  de  grands  cours  d’eau  ; ainsi  des  expériences  directes  faites  sur  la 
Seine  ont  donné  v — 0,62V , et  d’autres  faites  par  M.  Raueourt  sur  la 
Nevva  ont  fourni  c = 0,75V. 

Dubuat  a conclu  de  ses  expériences  que  l’on  avait,  en  représentant 
par  IJ  la  vitesse  au  fond  d’un  canal, 

ü = 2c— V; 

d'où  l’on  tire,  en  faisant  V=i,25v, 

U = 0,75r,  ou  r=l,33U. 


1888.  Tuyaux  de  conduite  des  eaux. 

Outre  lar  formule  relative  à l’établissement  des  canaux  à ciel  décou- 
vert (1586) , de  Prony  a encore  donné  une  formule  analogue  pour  le  cas 
d'une  conduite  cylindrique  régulière  dans  laquelle  le  régime  des  eaux 
est  établi  ; cette  formule  est 

~=av  + 6r*  = 0,0000173c  + 0,000348V*  ; 


de  laquelle  on  tire  (488) 


t>  = y/o, 


0002  + 2871,44  y — 0,025, 
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ou  ft  peu  près 

r=53,58  y/^-  0,025. 

v vitesse  moyenne  de  régime  ; 
r>  diamètre  intérieur  de  la  conduite  ; 

J pente  par  mètre,  ou  différence  de  niveau  de  l'eau  aux  deux  extré- 
mités de  la  conduite  divisée  par  la  longueur  totale  de  la  conduite; 
a coefficient  égal  à 0,0000173  d'après  de  Prony,  et  à 0,0000225 
d’après  Eytelwein  ; 

b coefficient  égal  à 0,000358  d’après  de  Prony,  et  à 0,00280  d’après 
Eytelwein. 

Ayant  v,  on  a ia  dépense 


«=*=?  «• 


rD» 


S = -j-  section  de  la  conduite  (668). 

Application.  Quelle  est  la  dépense  par  seconde  d’une  conduite  de 
0",25  de  diamètre,  de  1500  mètres  de  longueur  et  de  9 mètres  déchargé 


totale  ? 

On  a d’abord 


puis 


et 


' J=Ï5ÔÔ^°“’006: 
v = 53,58  y/ 0,25  *°'006  - 0,025  = 1",013 , 


Q=  3,1/1  X°’^5X 0,25  x 1,013 = 0™ eo-,0596. 


* 


Afin  d’abréger  les  calculs  relatifs  à la  conduite  des  eaux,  de  Prony 

a donné  un  tableau  des  valeurs  de  ^ correspondant  aux  diverses 

valeurs  de  v.  (Voir,  pour  ce  tableau,  notre  Aide-mémoire,  où  nous 
donnons  aussi  une  table  très-étendue  des  vitesses  et  des  dépenses  cor- 
respondant aux  diverses  charges  de  la  pratique,  très-commode  pour 
l’établissement  des  tuyaux  de  conduite  des  eaux.) 


HN. 


Paris,  — Imprimé  par  E.  Tlinnot  et  C*,  rue  Haciue , 2f>. 
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